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Journal de Théorie des Nombres
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Autour de la conjecture de Zilber-Pink

par GAEL REMOND

RESUME. Nous dressons un rapide panorama de résultats allant
dans le sens de la conjecture suivante : 'intersection d’une sous-
variété X d’une variété semi-abélienne A et de 'union de tous les
sous-groupes algébriques de A de codimension au moins dim X +1
n’est pas Zariski-dense dans X des que X n’est pas contenue dans
un sous-groupe algébrique strict de A.

ABSTRACT. We describe some results toward the following con-
jecture: if X is an irreducible subvariety of a semi-abelian variety
A, its intersection with the union of all algebraic subgroups A of
codimension greater than the dimension of X is not Zariski-dense
in X, unless X is contained in a proper algebraic subgroup of A.

1. Le probléme

Nous nous proposons ici de décrire quelques résultats en direction de la
conjecture suivante.

Conjecture 1.1. Soient A une variété semi-abélienne sur un corps K
de caractéristique zéro et X un sous-schéma fermé intégre de A qui n’est
contenu dans aucun sous-schéma en groupes de A différent de A. Alors
l’ensemble
X(K)n U G(K)
dim X+dim G<dim A

n’est pas dense dans X (I'union porte sur les sous-schémas en groupes G
de A vérifiant la condition de dimension).

Rappelons qu’une variété semi-abélienne est une extension d’une variété
abélienne par un tore. Si nous supposons K algébriquement clos (ce qui
n’est pas une restriction dans la conjecture), nous pouvons écrire une suite
exacte

n
0—Ghxg—A4A—4 —0
ol Ag est une variété abélienne sur K. Dans la suite, nous nous intéresserons

surtout aux deux cas extrémes A = Gy, x ou A = Ay (cas torique et
abélien).
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Dans le cas torique, les sous-schémas en groupes de A = G} ;- cor-
b
respondent précisément aux lieux des zéros de systemes d’équations de la
forme

ou (ay,...,a,) € Z". De plus la dimension d’un tel sous-schéma en groupes
G s’obtient comme n — rgA si A désigne le sous-groupe de Z" engendré
par les différents (ay,...,a,) apparaissant dans un systéme d’équations de

G. De cette facon, la conjecture s’intéresse aux points de X vérifiant au
moins dim X + 1 relations de dépendance multiplicative comme ci-dessus
indépendantes entre elles.

Une description analogue existe dans le cas abélien mais la formulation
se complique un peu. Alors que dans le cas torique nous n’avons qu’une
seule brique élémentaire Gy, qu’elle est de dimension 1 et que ses seuls
endomorphismes sont triviaux (Hom(Gy,, Gn) = Z), les variétés abéliennes
simples existent en nombre infini, en toute dimension et avec des anneaux
d’endomorphismes tres variés. De plus une variété abélienne ne s’écrit pas
en général comme produit de variétés abéliennes simples. Pour la conjecture
on se raméne toutefois & ce cas-la (par isogénies) et si A = []; 4] ol
les A; sont simples et deux & deux non isogénes on peut se contenter de
considérer les sous-schémas en groupes G = [[; G; ou G; C A} est donné
par des relations & coefficients dans End(A;). La différence majeure avec le
cas torique réside dans le fait qu'une telle relation fait maintenant chuter la
dimension de G; non pas de 1 mais de dim A;. La dimension de G prend donc
la forme »°;(dim A;)(n; — rgA;). En particulier, il n’existe pas en général
de sous-schémas en groupes de toutes dimensions dans A et ceci est source
de difficultés (notamment si I'on cherche une condition optimale dans la
conjecture).

Signalons ici que la conjecture 1.1 se trouve sous différentes formes dans
la littérature. Elle apparait telle quelle dans ’article de R. Pink ([P, 5.1]) qui
la voit comme cas particulier d’une formulation plus générale sur les varié-
tés de Shimura mixtes qui contient également la conjecture d’André-Oort.
Antérieurement, B. Zilber avait le premier conjecturé un énoncé impliquant
le notre (voir [Z, conjecture 2]). Ensuite, plusieurs variantes sont envisagées
dans [BMZ4] par E. Bombieri, D. Masser et U. Zannier qui sont & ’origine
des premiers résultats démontrés sur ce probleme (voir [BMZ1]). Enfin S.
Zhang (non publié) a aussi considéré ces questions : un cas particulier de
sa conjecture est cité dans [BMZ3].

2. Une stratégie

Pour faciliter I’exposition, nous écrirons désormais

A=) G(K)

codimG>r
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ou r est un entier avec 0 < r < dim A et ou GG parcourt tous les sous-
schémas en groupes de A de codimension au moins r. De cette facgon, la
conjecture 1.1 concerne lintersection X (K) N Al X+1] En Paffaiblissant,
elle stipule aussi la non-densité de X (K)N AldmAl = X (K)N A(K)ors (un
point est de torsion si et seulement s’il est contenu dans un sous-schéma
en groupes fini). On reconnait le probleme de Manin-Mumford qui a été
résolu pour les variétés abéliennes par M. Raynaud [Ray], pour les tores
par M. Laurent [La] et pour les variétés semi-abéliennes par M. Hindry
[Hi]. On notera que I'on peut alors dans ce cas affaiblir aussi ’hypothese :
il suffit que X ne soit pas composante d’un sous-schéma en groupes de A
pour que X (K) N A(K )tors ne soit pas dense dans X.

Si nous voyons donc la conjecture 1.1 comme une extension de la question
de Manin-Mumford, il devient naturel de nous demander comment elle se
combine avec d’autres extensions de cette question. En particulier, le pro-
bleme de Mordell-Lang consiste a généraliser l'intersection X (K)NA(K )tors
en X(K)NTI ou I est n’importe quel sous-groupe de rang fini de A(K) (le
rang est la dimension de I' ® Q sur Q et A(K )iors est bien un exemple de
sous-groupe de rang fini car A(K )iors @ Q = 0). Si ’on cherche a inclure une
généralisation de ce type dans la conjecture 1.1, on se rend compte qu’elle
la contient déja! En effet, par un phénomene un peu surprenant a premiere
vue, elle est équivalente a la formulation suivante.

Conjecture 2.1. Soient A une variété semi-abélienne sur un corps K
de caractéristique zéro, X un sous-schéma fermé integre de A qui n’est
contenu dans aucun translaté d’un sous-schéma en groupes de A différent
de A et T un sous-groupe de rang fini de A(K). Alors l’ensemble X (K) N
(T + A X+ prest pas dense dans X.

L’équivalence des deux énoncés se démontre sans trop de difficultés (voir
[P] pour le cas semi-abélien général, les cas abélien et torique sont encore
plus simples).

Comme celui de Manin-Mumford, le probleme de Mordell-Lang est un
théoreme d’aprés M. Laurent [La] pour les tores, G. Faltings [F1, F2] et
M. Hindry [Hi] pour les variétés abéliennes et P. Vojta [V2] et M. Mc-
Quillan [McQ)] en général. Dans la suite, nous souhaitons montrer comment
I’on peut s’inspirer des méthodes employées dans ce cadre pour attaquer
la conjecture 2.1. Parce que la notion de hauteur est un outil crucial, nous
supposerons désormais que K = Q. Au moins dans le cas torique, E. Bom-
bieri, D. Masser et U. Zannier ont montré que ceci n’est pas une restriction :
si la conjecture 1.1 est vraie pour K = Q, elle est vraie en général (voir
[BMZ6] ; un cas particulier se trouve dans [BMZ2]).

Nous supposons donc qu’une hauteur h: A(K) — Ry est fixée (associée
a un faisceau inversible ample sur une compactification de A). Tant dans la
conjecture 2.1 que dans le probleme de Mordell-Lang, il s’agit de montrer
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la non-densité d’un ensemble de la forme X (K) N S. L’examen du second
cas suggere de subdiviser le travail comme suit.

(1) Identifier un ensemble exceptionnel Z C X.

(2) Montrer que Z est fermé.

(3) Montrer que (X \ Z)(K) NS est de hauteur borné.

(4) En déduire que (X \ Z)(K) NS est fini.

(5) Traiter le cas dégénéré ou Z = X.

Avant de décrire 'application de cette stratégie a la conjecture qui nous
intéresse, nous 'illustrons briévement dans un cas plus simple, celui de [F2] :
A est une variété abélienne et S = I' est un sous-groupe de type fini donc
défini sur un corps de nombres.

(1) L’ensemble Z est I'union des translatés de sous-variétés abéliennes

non nulles inclus dans X.

(2) On note que pour une sous-variété abélienne non nulle B de A l'en-

semble

Zp={z|z+BCX}=[]X-b
beB

est un fermé de degré borné indépendamment de B donc il en va de
méme de

B; = Stab(Zp) = ﬂ Zg— z.

z€Zp

En outre si B? est la composante neutre de By il vient Zgp C Z B Par
suite I'ensemble Z défini en (1) comme 'union des Zp devient I'union
finie des Zpo donc est fermé.

(3) C’est la partie difficile : elle s’articule autour d’une inégalité de hau-
teurs obtenue par approximation diophantienne que j’appelle inégalité
de Vojta en référence a [V1] qui a introduit sur les courbes (cadre de la
conjecture de Mordell dont il donne une nouvelle preuve) la méthode
que [F1] généralise. On y revient plus bas.

(4) Etant défini sur un corps de nombres, 'ensemble (X \ Z)(K)NT est
fini si et seulement s’il est de hauteur bornée (théoréme de Northcott).

(5) Si Z = X alors Zp = X pour une certaine sous-variété abélienne
B non nulle comme ci-dessus et 'on peut remplacer X C A par
X/B C A/B (car B C Stab(X)) puis raisonner par récurrence sur
la dimension.

3. Des résultats

Nous présentons maintenant les faits connus sur notre probléme en les
inscrivant dans le cadre ci-dessus (sans respecter lordre chronologique).
Disons en bref que les étapes (1) et (2) sont résolues tandis que (3) est
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démontrée en général dans le cas abélien et seulement dans des cas particu-
liers pour les tores; pour (4) c’est exactement le contraire et (5) est ouvert
sauf si dim X = 1. Voyons le détail.
(1) L’ensemble Z adapté au probleme se décrit comme la partie de X for-
mée des points x pour lesquels il existe une sous-variété semi-abélienne
B de A telle que

dim,; X N (z + B) > max(0,dim X + dim B — dim A).

Il s’agit du lieu des intersections de dimension anormalement élevée
avec des translatés. Un ensemble de ce type apparait dans [R2] pour
les variétés abéliennes (bien que des variantes plus fines existent, voir
[R4]). Pour les tores, il est noté X \ X°* dans [BMZ4].

(2) La fermeture de Z est établie dans [BMZ4] pour les tores et dans [R4]
pour les variétés abéliennes en suivant la méme méthode (un critere
différentiel de dimension des fibres). Le cas général semi-abélien se
déduit d’un théoreme de Kirby [K] qui travaille dans le langage de la
théorie des modeles.

(3) (ab) Pour les variétés abéliennes, nous montrons dans [R3] que l'in-
tersection (X \ Z)(Q)N(I'+ Aldim X+1]) est de hauteur bornée au moyen
d’une inégalité de Vojta uniforme (pour le fait que l’ensemble excep-
tionnel de [R3] peut étre remplacé par le présent Z, plus gros, voir
[R4]).

(t) Pour les tores, E. Bombieri, D. Masser et U. Zannier montrent
le résultat avec I' = 0 dans les cas suivants : dimX = 1 [BMZ1],
codimX < 2 [BMZ4], X est un plan [BMZ5]. En outre, G. Maurin
a adapté la méthode basée sur une inégalité de Vojta uniforme pour
traiter le cas des courbes (dim X = 1) mais sans restriction sur I" (voir
[Maul).

(4) (t) Pour les tores, 'approche initiale de [BMZ1] s’appuie sur des
estimations en direction du probleme de Lehmer. Grace aux résultats
de F. Amoroso et S. David [AD], elle permet de résoudre cette étape
completement pour les tores (voir [BMZ5]).

(ab) Pour les variétés abéliennes, la méme méthode pourrait s’ap-
pliquer mais les faits connus sur le probleme de Lehmer abélien sont
moins satisfaisants. Dans [R2] nous montrons comment une conjecture
de Sinnou David permettrait de démontrer 1’étape (4) en général. Le
travail récent de Maria Carrizosa [C] sur cette conjecture fournit une
solution pour cette étape lorsque A est a multiplications complexes.

(5) Si X est une courbe, on a ou bien Z = ) ou bien Z = X (ici la
fermeture (2) est évidente) et ce dernier cas n’arrive que lorsque X C
x+ B avec B # A dans les notations de (1). Ainsi sous 'hypothese de
la conjecture 2.1 nous avons Z = () et la preuve est terminée (modulo
(3) ou (4)). En revanche, lorsque dim X > 2, on constate facilement
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qu’il existe des cas ou I’hypothese de la conjecture 2.1 est vérifiée alors
que Z = X. Aucun résultat n’existe & ma connaissance pour combler
cette lacune.
Si’on combine les résultats dans les cas les plus favorables, nous pouvons
donner les énoncés suivants.

Théoréme 3.1. La conjecture 2.1 est vraie lorsque A = G}, et dim X = 1.

C’est le résultat de [Mau] conjugué avec le principe de spécialisation de
[BMZ6].

Théoréme 3.2. La conjecture 2.1 est vraie lorsque sont vérifiées les trois
conditions
- K= @;
— A est a multiplications complezes et
- dim(X + B) = min(dim X + dim B,dim A) pour toute sous-variété
abélienne B de A.

On réunit [R3, R4] avec [C]. La derniére condition assure Z # X.

4. Inégalité de Vojta

Pour terminer nous revenons sur 1’étape (3) dans le cas abélien pour indi-
quer les principales idées entrant en jeu. D’une certaine facgon, il s’agit d’ap-
pliquer la méthode de Vojta-Faltings a 'image de X dans chacun des quo-
tients A/B ou B est une sous-variété abélienne de A avec dim X +dim B <
dim A. Techniquement, nous préférons faire intervenir des endomorphismes
de A, ce qui est possible car A/B est isogéne a une sous-variété abélienne
de A, et donc de parler de 'image de X par tous les endomorphismes
¢ € End(A) avec rgp > dim X.

Maintenant, vu ce que nous cherchons & démontrer, nous supposons bien
évidemment Z # X (ou Z est 'ensemble défini & I’étape (1)). On véri-
fie alors sans difficultés que cette condition entraine a la fois dim p(X) =
dim X et dim Stab(¢(X)) = 0 pour tout ¢ comme ci-dessus : nous retrou-
vons bien les hypotheses nécessaires pour appliquer la méthode de Vojta-
Faltings & ¢(X). Dans celle-ci on consideére un morphisme

Qg e(X)" — A™!
(T15- -, 2m) (@i — Q41 Tig1)1<i<m—1

associé a a € (N\ {0})™ ou m = dime(X) + 1 et la condition sur le
stabilisateur implique que «, est génériquement fini (voir [F2]). Comme
nous souhaitons faire varier ¢ nous introduisons plutot

Base: Xm A

(1, 2m) — (p(aiTi — QGip1Tit1))1<i<m—1
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ol a est comme ci-dessus avec m = dim X + 1. L’égalité dim (X ) = dim X
montre que 3, est encore génériquement fini. Tout le travail consiste a
convertir cette information géométrique en une inégalité de hauteurs. Une
version faible s’obtient facilement : il existe un ouvert non vide U de X™
tel que la hauteur de # € U est controlée par celle de (3, ,(x) (on utilise
que z est isolé dans la fibre £, (8a,,(z))). Cependant ceci ne nous dit rien
sur la fagon dont a et ¢ apparaissent dans la comparaison. Pour avoir une
inégalité exploitable, nous avons besoin d’une dépendance optimale en a,
comme dans le cas classique, ainsi qu’en ¢, ce qui est 'uniformité annoncée.

Fixons un faisceau inversible ample £ sur A™~!. Dire que Ba,p est généri-
quement fini équivaut en termes de nombre d’intersection a

Daip = (B, £ "4 X X > 0,

Pour quantifier cette information, nous étudions D, , comme une fonction
de a et ¢. Pour a, nous disposons du théoreme d’homogénéité de Faltings
[F1]

Do, = (ay--- am)2dimXD(1,...,1),ap
et un argument plus direct montre que pour N € Z

Da,Ncp — NdeimXDa7<p.

En fait, d’apres le théoréme du cube, D, ., est une fonction polynomiale en
¢ homogene de degré 2m dim X et, en particulier, nous pouvons 1’étendre
par continuité a ¢ € End(A4) ® R. Si nous introduisons de plus une norme
sur cet espace vectoriel réel de dimension finie, nous avons alors

Do = [l ™ XDy 1ol

La partie la plus difficile de la preuve consiste a établir
D, e/llell 2 €> 0

pour un réel ¢ indépendant de . Ici une restriction sur ¢ est indispensable :
nous imposons que ¢/||¢| appartienne a un certain compact C' choisi de
sorte que si ® = {p € End(A) \ {0} | ¢/[|¢| € C} alors

(a) pour tout ¢ € C on a rgy > dim X et

(b) si B est une sous-variété abélienne de A avec dim X +dim B < dim A

alors il existe ¢ € ® tel que B est la composante neutre de Kerp.

Le point (b) dit que C' est assez gros pour que nous n’ayons pas perdu
d’information tandis que (a) dit qu’il n’est pas trop gros pour que D, , ne
s’y annule pas.

Une fois que l'on a vérifié que C' peut étre choisi ainsi, ’existence de ¢
résulte de la compacité pourvu que ’on sache montrer

pe K= D,,>0.

Il s’agit ainsi d’étendre le fait que 3, est génériquement fini au cas ol ¢
est a coefficients réels. Ceci n’a pas de sens littéral mais peut s’interpréter
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en termes analytiques. Le coeur de [R3, R4] traite de cela; on utilise en
particulier un théoreme d’Ax [Ax] pour montrer que la condition Z # X
suffit a assurer cette non-annulation plus forte.

En résumé, nous avons pour ¢ € ¢

Da,go > c(a1 . am)QdimXHSDH2mdimX.
Cette minoration précise permet d’enclencher la méthode de Vojta telle

qu’elle est décrite de maniere générale dans [R1] et nous obtenons 'inégalité
suivante (voir [R3, proposition 5.1]).

Théoréme 4.1. Il existe des constantes réelles c1,ca,c3 > 0 telles que si
= (x1,...,&m) € (X\Z (@)™, ae (N\{0})™ et p € ® ona

5@ o\ &L Z h azxz - a2+1$2+1 H‘P| Zazh wz

pourvu que a; > caa;i+1 et h(x;) > cg pour tout i.

Pour étre exact, I'estimation de D, ,, ne suffit pas vraiment a avoir ceci : il
faut aussi connaitre des minorations analogues pour ( ;icpﬁ)'d‘Yl X XYy
ouY; C X,Y; ¢ Z (en particulier pour assurer que 'ouvert U évoqué plus
haut est bien (X \ Z)™).

Voyons maintenant comment ’'inégalité ci-dessus débouche sur le résultat
attendu & savoir que (X \ Z)(Q) N (' + AldmX+1)) est de hauteur bornée.
Si x appartient & cet ensemble il s’écrit x = v+ P ou~y € I" et o(P) =0
pour un certain ¢ € .

Le cas ou I' = 0 se traite facilement : si ¢(z9) = 0 l'on choisit x1 =

- = &y = o dans le théoreme et I'on trouve h(B,,,(z)) = (m — 1)h(0) >
¢y th(xo) (pour un choix quelconque de a satisfaisant a; > coa;y1) donc
h(zg) est bornée. Notons ici que pour I' = 0 on s’attend en fait au résultat
plus fort que (X \ Z)(Q) N Al4™ X] est de hauteur bornée (voir la conjecture
correspondante dans [BMZ4]) et ceci est démontré indépendamment par
P. Habegger (voir [Ha]) par une méthode qui présente certains points com-
muns avec ce qui précede (en particulier 'application du théoréme d’Ax).

Dans le cas général (I' # 0) nous supposons avoir une suite x; = vy;+ P; €
X\ Z avec v; € I" et p;(P;) = 0 pour ¢; € ® de sorte que h(z;) tende vers
I'infini. Nous faisons plusieurs réductions :

— si la suite des 7; est de hauteur bornée alors on montre que h(x;) est

aussi bornée en raisonnant sensiblement comme dans le cas I' = 0,
— en modifiant les choix de ~; et P; a somme fixée on peut supposer
B(w) + h(P,) < ch(z),

— par extraction on suppose h(v;/h(v;)"/? — ~;/h(;)*/?) < e (possible

dans I' ® R de dimension finie avec la hauteur de Néron-Tate) et

— par une seconde extraction on suppose que |lo;/||@ill — ¢;/lle;llll < e

(possible dans End(A) ® R de dimension finie).
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Alors (en omettant quelques constantes secondaires)

m—1
MBar () = > hp1(aiwi — aip1mis1))
i=1
m—1 m—1
< Z h(p1(aivi — aiv1vit1)) + Z h(pi(aiP; — ai+1Piy1))
1=1 i=1
m—1
< leal® D haiyi — aiv17yie1)
i=1
- ©1 Pi
+ el afh(( — ) ()
; el el
<ellelPO haivi) + D aih(P))
i1 i-1
m
< celpil®d aih(x;)

i=1
en choisissant les a; de sorte que a;7; et a;+17;+1 aient sensiblement méme
hauteur. On peut alors clairement choisir € pour que ceci contredise le
théoreme ci-dessus (voir [R3] pour un calcul plus détaillé).
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