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de Bordeaux 20 (2008), 431-464

Partitions sans petites parts (II)

par ELIE MOSAKI

RESUME. On désigne par r(n,m) le nombre de partitions de
Pentier n en parts supérieures ou égales & m, et R(n,m) =
r(n — m,m) le nombre de partitions de n de plus petite part m.
Dans un précédent article (voir [9]) un développement asympto-
tique de 7(n,m) est obtenu uniformément pour 1 < m = O(y/n);
on compléte ce développement uniformément pour 1 < m =
(nlog73 n). Afin de prolonger les résultats jusqu’a m < n, on
donne un encadrement de r(n, m) valable pour n?/? < m < n en
utilisant la relation 7(n,m) = ZtLZ{mJ P(n—(m—1)t,t) ou P(i,t)
désigne le nombre de partitions de ¢ en exactement ¢ parts. On
donne aussi une preuve combinatoire élémentaire de la décroissan-
ceen m, m <n—1,de R(n,m).

ABSTRACT. Let r(n,m) denote the number of partitions of n into
parts, each of which is at least m, and R(n,m) = r(n —m,m) the
number of partitions of n with smallest part m. In a precedent
paper (see [9]) the asymptotics for r(n,m) is obtained uniformly
for 1 < m = O(y/n); we complete this asymptotics uniformly for
1 < m = (nlog™>n). To prolong the results until m < n, we give
an estimate for r(n,m) which holds for n?/3 < m < n, by use of
the relation r(n,m) = S1™ P(n— (m —1)t,t), P(i,t) denoting
the number of partitions of i into exactly t parts. We also give
an elementary combinatorial proof for the decrease of R(n,m) in
terms of m, m <n — 1.

1. Introduction

On désignera par N I'ensemble des entiers positifs ou nuls, et N* I’en-
semble des entiers strictement positifs.

Une partition de I'entier naturel n est une suite décroissante finie d’en-
tiers naturels n; > ng > --- > ng de somme n. Les éléments de la suite
sont appelés les parts de la partition de n. La fonction p(n) qui désigne le
nombre de partitions de l’entier naturel n est étudiée depuis le moyen-age.
Au début du vingtieme siecle Hardy et Ramanujan ont donné une formule
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asymptotique permettant le calcul exact de p(n) pour les grandes valeurs
de n, Rademacher ayant contribué a rendre cette formule plus précise. 1l est
naturel de se demander ce que devient cette asymptotique si 'on impose
une contrainte sur les parts. Szekeres (1953, voir [11] et [12]) a donné le
comportement asymptotique pour les partitions de n en parts plus petites
que m. Ici on définit r(n, m) le nombre de partitions de I’entier naturel n
en parts supérieures ou égales a m, m étant un réel supérieur ou égal a 1,
c’est-a-dire,

r(n,m) =|{(i1,...,is) EN*s n=i1+-Fis,m < i3 <.+ <igse N},

On a une expression simple de la série génératrice des r(n, m) pour m
fixe sous forme de produit :

Zr(n,m)x": H N

n>0 i>m

1

—

11 fut obtenu un équivalent de r(n,m) (m peut dépendre de n) dans une
fenétre raffinée au cours des ans, jusqu’a m = O(y/n). Dans un précédent
article (voir [9]), nous avons amélioré les estimations [3] et [4] de 7(n, m) en
donnant le comportement asymptotique de r(n, m) pour les petites valeurs
de m :

Théoréme 1.1 (voir [9]). Soit I' > 0, réel aussi grand que l’on veut. Pour
tout £ € N, on a uniformément pour 1 < m < I'n'/2, m entier,

620\/5 T m—1 | f \ \
1.1) r(n,m)= — m— 1) ex ng(A) + +
(L) rnm) = S () =Dt exp|VAG) + w0
1 1
+"'+e9€()‘)+OF(H1>]
n2 n_z
ou N\ = m c= o et g sont analytiques sur RY, calculables et
\/ﬁ) \/67 g’ 907 AR 7gz y q )

explicitées a la section 2. g(\) et go(A\) tendent vers 0 quand X tend vers 0.

Remarque 1. En utilisant la différence g(\) — g(A) donnée par (2.7), la
relation (1.1) s’écrit :

(1.2) r(n,m)=

wﬁﬁMMH%<

1 m!
V2mmn V2mm (";)m>
1

1 1 1
+90(A) — zlog2+ —= gi(A) +--- + ge(A —I—Or()}.
() = 31082+ 7 i)+ 7 ) +0r oz
Dans cet article nous obtenons pour les grandes valeurs de m une écriture
semblable mais les fonctions ¢; se comportent différemment en +oo, et le

reste devient différent. Le théoréeme principal que nous démontrerons est le
suivant :
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Théoréme 1.2. Soit c(n) une suite tendant vers 0 quand n tend vers +o00
et I' un réel strictement plus grand que 1. On a uniformément pour m

vérifiant n'/2 <m< wgﬁ, et pour tout £ € N,
log*(n)
1
1.3) r(n,m) = —— ex ng(A) + go(A
(13) r(n.m) = <= exp | Viiglh) + o[
m m\* mlog®n o
o+ (%) o o ()
n n n
N m ~ ~ . . .
ou A= —, et g,90, 01, --,g¢ sont analytiques, bornées et explicitées dans
n

la section 2. La fonction go tend vers 0 en +00. Dans la formule (1.3) le O
dépend de I, de e(n) et de (.

Nous donnons également une évaluation de logr(n,m) valable pour
n2/3 < m < n, qui est moins précise mais qui prolonge les résultats du théo-
reme 1.2 qui ne donnent une estimation de r(n, m) que pour m < 12&—2)71 n
Nous prouverons :

s s . . . m03 n
Théoreme 1.3. Soit mg défini par1 <mg <netlog—5 =-—-1;
(n —mo) mo

lorsque n — o0, mg ~ —— . Si on note A = on a uniformément

m
logn vn’

pour m vérifiant n¥3 < m < my
n? ., mlog®n m
exp | Vng(\) + O | —5log" A | —logn — ——— + O — logn
m 2n n

< r(n,m) < exp (ﬂg(A) +0 (:; log? A) - log<n/m>> ,
et pour mg < m<n, ona
(1.4) nlZ1-2,— (31 2]—4)log Z+(| Z]—1)(2+log 0)+log &
< r(n,m) < nlml=1=(313% 1 —4) log = +([7% 1) (2+log 0)+260

1/6

—n)t1e[L2f et K =52

ou 0 = .
T

n
m
Sim €]y, 5, cest-a-dire || =k, la relation (1.4) implique
Kipn™ 2 <r(n,m) < Kopn*!,

ou Kjj et Ky sont des constantes dépendant de k. On peut comparer
cette estimation a la valeur exacte de r(n,m) quand n/3 < m < n/2:
r(n,m) se calcule élémentairement puisque toute partition de n en parts
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supérieures ou égales a m comporte alors au maximum deux parts; plus
précisément on a

(1.5) r(n,m):LgJ—m+2 sin/3<m<n/2.

Ainsi 2 =r(n,|n/2]) <r(n,m) <r(n,|n/3|+1)=|n/2| —|n/3] + 1.

La section 2 est consacrée au rappel des notations et principales fonctions
ainsi que leurs propriétés utilisées tout au long de I'article.

Dans la section 3 on étudie le caractere unimodal et log-concave de la
suite R(n,m).

La section 4 est consacrée a la démonstration du théoreme 1.2 dont ’outil
principal est la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin et le point de départ
le théoréeme Nicolas-Sarkozy (voir [10] et [9]) obtenu & 'aide de la méthode
du col.

Dans la section 5 nous démontrons le théoreme 1.3.

Enfin la 6°™ et derniere section sera I’objet d’une conclusion dans la-
quelle nous insérons un tableau donnant les équivalents asymptotiques de
quelques suites r(n, m(n)).

2. Notations et principales fonctions

Dans tout l'article f; =< fo signifie (fi = O(f2) et fo = O(f1)). f = Or(g)
signifie que la constante dans le O ne dépend que de I'. |z] désigne la
partie entiere de z, c’est-a-dire le plus grand entier inférieur ou égal a x.
On rencontrera les nombres de Bernoulli B; dont la série génératrice est

La constante ¢ désignera toujours le réel l6. Enfin & désigne 'ensemble

des fonctions analytiques sur [I', +oo[ dont toutes les dérivées successives
admettent des développements asymptotiques obtenus par dérivation du
développement de la fonction initiale, et qui s’écrivent dans 1’échelle des
fonctions logarithmiques et exponentielles (cf. 4.1).

On se référera a Darticle [9] pour les démonstrations des résultats ci-
dessous.

Définissons d’abord la fonction H qui est centrale dans les théoremes 1.1
et 1.2 : c’est la fonction réciproque de la fonction qui a tout x réel associe

z/\/F(zx), ou
(2.1) F(x):/oo Ly

et —1

On peut montrer que H est une bijection strictement croissante et analy-
tique de | — v/2, +oo[ dans R, valant 0 en 0, et que H vérifie trivialement
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I’équation fonctionnelle

(2.2) (M>2 — P(H(x).

X

Maintenant la fonction g du théoreme 1.2 est définie pour xz > 0, par
H
(2.3) g(x) =2 Alw) + xlog (1 - e_H(I))
x

et vérifie par ailleurs (il suffit d’utiliser (2.2))

(2.4) a4 (9@)> _ L, H@)

de \ =z x3
ainsi que
(2.5) g () =log (1 —e "),
et
/ —H(z) /

1 —e*H(m) o eH(x) -1

Ainsi g est convexe et strictement décroissante sur R;}. Enfin, en reprenant
(2.3), on voit que x — g(x) — xlog x est analytique en 0, donc de la forme
> _n>0anz" . Et on a

5 1 17¢* +18¢2 -3
ag = 4C Ay = ————
0 47 576 3
a; =loge—1 as = — ! (c* = 50¢2 — 325)
14400
1( n 1) 56¢8 + 7425¢8 + 7875¢ — 2025¢2 + 405

apg=——(c+—-) ag=—

2 4 6 1036800c5

249

a =

3 72

s
les a; étant des fractions rationnelles en ¢ = — (i > 2).

Les fonctions § et gg du théoreme 1.1 sont définies pour tout x positif ou
nul par

(2.7) g(z) = g(x) — (zlogx + 2¢ + (loge — 1)x)
—9 <H9(cx) —c+ 923) + zlog (1 — B_H(x)> ,

CT
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- _ efH(x)
(28)  golx) = log <Hc(x )) - %log <1H(w)>

1 3 H(x) t2et
~ Zlog |12 _c
3 0% ( =g e dt)

_H(z) 1 eHE) 1 — H(z)+ %
g(“ (@) )

Ainsi la fonction § est analytique en 0 et vérifie si x tend vers O :

1 1 A+9 5 1 17ch+18c2 -3
— = == x

N 1y 2 5
g(x) = (c+c)$ + o & 57 3 +O(x).

4

La seconde égalité de (2.8) s’obtient grace a une intégration par parties dans
la premiere égalité et I'utilisation de I’équation fonctionnelle (2.2) satisfaite
par H. Il s’en suit que la fonction gy est analytique sur RT et vérifie si
x — 0, par exemple :

12 -1 1t +3 5 13 +1 4
= — — X

4
1 ¢ T’ e YT o + 0@

(2.9) go(z)

Par ailleurs les fonctions g; pour ¢ > 0 du théoreme 1.2 sont reliées aux
fonctions g; du théoreme 1.1 de la facon suivante :

y 1 1 22 4 2(ef1®) — 1)
(2.11) Gy = @ L Bin ot i > 1,

at i(i+ 1)z

ou les B; sont les nombres de Bernoulli. Ces égalités paraissent naturelles si
I’on compare (1.2) et (1.3). Ceci est démontré dans la section 4. La deuxiéme
égalité de (2.10) se déduit de la deuxieme égalité de (2.8). On voit alors que
la fonction gg tend vers 0 en +oo grace au développement asymptotique
de H en 400 écrit plus loin en (2.12).

Ecrivons donc les développements asymptotiques de g et gg en 4+00. Pour
les obtenir on peut montrer qu’il suffit d’avoir la partie principale de F' en
400 obtenue a ’aide de son développement suivant les puissances de e=%
pour x positif :

1
+ ﬁ)e_m = (24 1)e™® + O(ze™ ),

F) =3 (

X
n=1 n
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de calculer le développement asymptotique de x//F(z) et d’en déduire
celui de sa fonction réciproque H lorsque x tend vers +oo :

loglogz +log2 + 1
2logx

Lo ((loglog;v)2> ‘

log?

(2.12) H(z) =2logz — loglogx —log2 +

Ensuite, il suffit de reprendre les définitions (2.3) et (2.10) de g et go, pour
obtenir :

2logx —loglogx —log2+1 loglogx + log 2
(2.13) g(z) = g g log g 1 g log g

T 2z log x

Lo <(loglog:1:)2> 7

zlog?

1 21ogl 2log2+1 log 1 2
(2.14)  go(x) = 0g0gT + 2082+ +O<(Og ng>>.

4logx 161og” = log® x

Pour terminer cette section notons deux formules asymptotiques qui nous
seront utiles dans les sections 4 et 5 : il résulte de (2.12) que

1 (loglog x)?
2.1 H H(z) — 22 (1 —_— t
(2.15) (x)e x + Slogz +0 log? 2 , €

2
(2.16) e~ H(@) _ 2102g$ (1 B loglogx 4+ log2 + 1 40 <(log102gm)>> .
z 2logx log?

3. Unimodalité et log-concavité partielle de R(n,m)

Szekeres a démontré 'unimodalité pour n suffisamment grand, de la fonc-
tion (P(n,m)),, ou P(n,m) est le nombre de partitions de n dont la plus
grande part est égale a m. De fagon plus précise il a démontré que :

Théoréme 3.1 (voir [12]). Sin est suffisamment grand, il existe un réel
mo = mo(n) tel que P(n,m) < P(n,m + 1) si m < mg, et P(n,m) >
P(n,m+1) sim > mq. Le réel mqy vérifie :

1 (3 3 1 1 log"
:\/ﬁlog\/ﬁ+2< 1 ﬁ—log2ﬁ>—+0<0g n),
c c ¢ c

R R 2 n

mo

ol c =

Eh
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Il n’existe pas de preuve combinatoire de cette unimodalité. Soit R(n,m)
le nombre de partitions de n dont la plus petite part est égale a m. Il est
évident que si m vaut n alors R(n,n) vaut 1. Sinon, en écartant la plus petite
part m, la somme des parts restantes (il y en a au moins une) vaut n —m
et 'on voit que R(n,m) = r(n —m,m). Le comportement de R(n,m) est
moins original que celui de P(n,m) : il existe une preuve combinatoire facile
du fait que pour tout n entier naturel non nul, la suite (R(n,m));<,,<n_1
soit décroissante. Plus précisément on peut montrer élémentairement le
théoreme suivant :

Théoréme 3.2. La suite (R(n,m));<,,<, est strictement décroissante jus-
qu’a | 5] puis constante égale a 1 si |g] +1 < m < [§], constante égale
a0si|5]+1<m<mn, etenfin R(n,n) = 1.

Démonstration. Désignons par R(n, m) ’ensemble des partitions de n en
parts supérieures ou égales a m, avec une part égale a m (de telle sorte que
R(n,m) = card(R(n,m))).

R(n,n) contient une seule partition, n. Pour § < m < n, R(n,m) est vide
et pour § <m < 5, R(n,m) contient seulement la partition m + (n —m).
Supposons 1 < m < %. Une partition de R(n,m + 1) possede au moins
deux parts (car m+1 <1+ % <n, carn > 3) et s’écrit

n=(m+1)+iz+- ---+igaveck>2etm+1<ig<--- <ig.
A une telle partition, on associe la partition de R(n,m) :
n=m-+ig+---+ig_1+ (ix+1).

Cette correspondance est une injection de R(n,m + 1) dans R(n,m). Ce
n’est pas une bijection car la partition m+m+(n—2m) n’a pas d’antécédent.
U

A partir des théoremes 1.1 et 1.2 et de la formule R(n,m) = r(n—m,m)
valable des que m < n, on peut obtenir le comportement asymptotique
de R(n,m) pour tout ¢ > 0 et pour tout m vérifiant 1 < m < n'=¢
(cf. [8, Lemme 4.1]). On prouve alors que la suite R(n,m) est strictement
décroissante en m, pour n suffisamment grand. De facon plus précise, on a :

Corollaire 3.1. Pour tout € > 0, on a uniformément pour 1 < m < n'~¢,

quand n tend vers 400,
R(n,m+1)

~ o _ _ —H(\)
R{n.m) g (A) =log (1 e ) ,

log
ou A = %

On montre aussi que la suite R(n, m) est log-convexe en m pour n suffi-
samment grand :
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Corollaire 3.2. Pour tout e strictement positif, il existe un entier natu-
rel ng tel que pour tout n > ng et m satisfaisant 2 < m < n'~¢,

R(n,m)*> < R(n,m —1) R(n,m +1) .

l—e

Plus précisément, uniformément pour m < n'~%, on a quand n — +00 :

log (R(n,m +1) R(n,m — 1)) 1

R(n,m)? ~ % 9"\

Les démonstrations de ces corollaires sont détaillées dans [8, 2.4]. Elles
découlent simplement du fait que la fonction g est strictement décroissante
et convexe, et que les fonctions g; du théoréeme 1.2 se comportent relative-
ment bien en U'infini. On notera que R(n,m) est unimodale sur tout l'inter-
valle 1 < m < n, et que R(n, m) est de plus bien log-convexe sur l'intervalle
1 < m < n'~¢ (pour n assez grand), mais que cette log-convexité s’arréte
asymptotiquement pour (m < n/6,1) comme nous l’avons numériquement
vérifié pour 1 < n < 500, s’arréte vers (m = n/7,2) pour 600 < n < 1900
et vers (m = n/8,3) pour 2000 < n < 3000. Expérimentalement on ob-
serve ainsi que le seuil de log-convexité ressemble & une fonction affine par
morceaux (environ n/5, puis n/6, n/7, n/8, ...). Cela confirme expérimen-
talement qu’une log-convexité sur une fenétre O(n) est exclue.

4. Démonstration du théoréme 1.2

Le point de départ est le théoreme Nicolas-Sarkozy (voir [10] et [9])
obtenu a l’aide de la méthode du col, et qui s’écrit pour les grandes valeurs
de m :

Théoréeme 4.1. [l existe une suite de réels d(x,y) (z’ndezée par (x,y) € N?)
telle que si Ly = Y7 d(x,i)A(z,i) ou A(h,l) =

pour tout Kk €N, k>3, quand n — 400 , on a

J
] m (@@ T=T) alors

1 n 1
(4.1) rinm) = =™ [ 759
J=m

ot 0 et B sont donnés par

n

(4.2) n=A(11) =Y

Jj=m

e’d —1"

(4.3) B% = Ly = 2A(2,1) +24A(2,2) Z

e"J —1)2
et
(4.4) Q=1+ Y (-1)Qu+E

2<i<(35—6) /2
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avec

Ciros : i 1

Qo = 27%(21—1)(2i—3)-...-1- Ly " ‘Z k > Ly Lpy...Ly,
max{1, 252 <I<h—2 g ho o hy=2i
3<ht,...,h <k

et pour tout I' réel,

(r—1)/2
E = Or ((7:) (log n)3(n—1)/2>

ceci uniformément pour m tel que I'v/n < m < W e(n), ou e désigne

nimporte quelle suite tendant vers 0 quand n tend vers +oo.

La formule (4.1) du théoréme 4.1 donne

1 n .
(4.5) logr(n,m)= —§log7r—logB+an+ Z —log (1 —e %) +log @

j=m

Comme dans [9] I'exercice consiste a utiliser la formule sommatoire d’Euler-
Maclaurin pour estimer de fagon précise o, puis — log B, défini par (4.3),
> —log (1 — e~%7) et log Q, défini par (4.4). Les résultats seront tres
proches de ceux obtenus dans [9], aussi nous ne détaillerons pas les preuves.

4.1. Dérivation de certains développements asymptotiques.

Toutes les fonctions étudiées dans cet article admettent des développe-
ments asymptotiques en 'infini, et les dérivées de ces fonctions également.
Précisons tout cela : rappelons que &r désigne ’ensemble des fonctions
analytiques sur [I", +o0o[ dont toutes les dérivées successives admettent des
développements asymptotiques obtenus par dérivation du développement
de la fonction initiale, et qui s’écrivent dans ’échelle des fonctions logarith-
miques et exponentielles. Le corps des fonctions de Hardy est inclus dans
cet ensemble (voir [1] et [7]). En fait la fonction H, et par suite g, ainsi
que toutes les fonctions intervenant dans le théoreme 1.2 appartiennent a
un corps de Hardy. Mais nous avons simplement besoin que ces fonctions
appartiennent a &r. Pour H on a déja obtenu son développement asymp-
totique écrit en (2.12), et partant de (2.1) et (2.2) on obtient :

L HE)E )
H{w) = r(22 4 2(eH@) — 1))

Alors H' admet un développement suivant 1’échelle logarithmique et expo-
nentielle, ainsi que ses dérivées (par récurrence). On a ainsi pour x — +00

2 1 log 1 log 2 log log )?
_ loglog z + log +O<(ogogw)>’ ot

4.6) H'(x)=-—
(4.6) (z) x xlogx 22 log? zlog® x
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. . ) — |
(4.7) HO(z) ~ (—1)7 2(13:1) pour tout i > 1.

Par suite en s’appuyant sur les résultats de Hardy (voir [7, III]), H appar-
tient & &p. Puisque g est construit a 'aide de H et d’opérations élémentaires
incluant les fractions rationnelles, les exponentielles et les logarithmes, g est
aussi dans &r.

4.2. Premieére estimation de o.

Lemme 4.1. Pour tout m et n tel que 1 < m < n, on définit o par (4.2)
et l'on pose A = % Ona:

log A
(z’)azoi si2m <n
H(\ log A
(ii)agm(_)1:0p<07i ),si)\ZF>1,oaHestdéﬁmeenZ

Démonstration. La preuve utilise la décroissance de la fonction ¢ +— eth—l
On a pour 2m < n,

n ] n t th 2m
n= Z . > / ; dt > / — dt > 6_2"“’/ dt > m?e~2m
j:megﬂ—l medt —1 m €% m

ce qui implique (i) puisque A% = m?/n. 1l vient ensuite

n=3 2 §/+ootldt:;2F(a(m—1))

i e -1 m—1 €7t —

par (2.1). Ceci s’écrit :
o(m—1) m—1 _m
< < —
VF(o(m—1)) vn vn
et puisque H la fonction réciproque de z/+/F(x) est croissante,
o(m—1) < HQ\) .

Comme A > T' > 1, (2.12) entraine H(\) = Or(log\), ce qui complete la
preuve du lemme 4.1.

=\,

O
Ce lemme fournit un ordre de grandeur de o , qui sera amélioré en 4.4.

4.3. La formule sommatoire d’Euler-Maclaurin pour A(h,¥).
Rappelons que A(h, (), introduit dans le théoreme 4.1, est défini pour
(h,?) € N? par
i

n
: e"ﬂ — 1
J=m
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Lemme 4.2. Soit (h,f) e N> [ 1< ¢ <h,k>1etD réel, T > 1. Pourt
réel, on pose

+h
Ult)=Uh,L,t) = —— .
On a uniformément pour m vérifiant T'v/n < m < P
og°n
1 tee o = Baj  9jrr(2j-1 5
(4.8) A(h, ) = = U+ 5U(om) - @ TU% (om) +R
om j=1 J
avec
~ +oo
(4.9) R=0 <02’f/ U2k ) = 0(c?) .

Démonstration. En appliquant la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin
a la fonction t — U(ot) sur intervalle [m,n] comme dans [9, (3.2)], on
obtient (4.8) avec

- +o00 B2]

(4.10) R=— U+ U (om) + Z o U (on) + 0 R, (k) -

Le quatrieme terme du membre de droite de (4.10) se majore comme suit
(voir la proposition 3.1 de [9]) :

4 2k—1 on +oo

En dérivant i fois le développement

" ~1
(4.11) U= =% (r —;f ) )the—(r—l—é)t |

(et —1)¢ =
on obtient I'équivalence (cf. [9, (3.4)])
(4.12) U @) ~ lithe™ | t — 400 .
Par le lemme 4.1, on a, car I' > 1 :
(4.13) on > % log A > % log' > logI'.log® n — 400 quand n — 4o0.
De (4.12) et (4.13) on déduit que :

(4.14) o UD(on) < o (on)e o .
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Ensuite, puisque m <

< g et en utilisant (4.12),

log3n —
“+00 —+00
@) [ e [ e
om %
S +eo k)| ‘U(Qk—l) (‘7”)‘ -~ (‘m>he—zan/2
| S 2 2 ’

2

Il s’ensuit d’apres (4.14) et (4.15) que pour 0 < i < 2k — 3 et n tendant
vers 'infini, la condition

. . +00
(4.16) oUW (on) =0 (O’2k/

m

v
est réalisée si pour tout j > 0
(4.17) ol =0 (e%n> ( =0 (eZUTn> ) ,

ce qui est le cas puisque d’apres le lemme 4.1 et les conditions A > T" > 1
n

et m < 37—, 00 a

log®n
. on m j n log A n ‘7 10g3n
418 e 2 < T 2m < ) lOgF = 1 .
18y et = <1ogA> © s (bgA) ‘ o)
La relation (4.16) est encore valide pour i = —1 en posant U(=D(t) =

[ U, car (4.12) se démontre en intégrant le développement (4.11), et
(4.14) et (4.16) suivent. Finalement, R défini par (4.10) satisfait (4.9) en
appliquant (4.16) pour ¢ = —1, 0, 1, 3,..., 2k — 3. La deuxieéme égalité
de (4.9) provient de la convergence de l'intégrale [, |U(F)| qui résulte de
(4.12) et du fait que U est analytique en 0.

O

4.4. Estimation précise de o.

L’estimation de o donnée dans le lemme 3.3 de [9] reste valable & condi-
tion de modifier le reste car les fonctions analytiques p; se comportent
difféeremment en +oc. En notant pour i > 2, p;(\) = Aip;(\), on a :

Lemme 4.3. Pour tout entier £ supérieur ou égal a 1, il existe des fonctions
P2, ...,pe analytiques sur RT et dans Er telles que uniformément pour m

vérifiant Tn'/2 <m <

log3n’

1 1 1 logt A
(4.19) 0= —HQO) + 35N+ + —p(\) + O <m4+1>
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m
avec A = — . En particulier, pour £ =1 on obtient :

vn

1 log A
4.20 =—H(\ O .
(4.20) 7= HW) +0 (257)
Par ailleurs, si x est réel,
_ 3 H'(x) 3,
(4.21) pa(x) = T 1 49 (z) .
t
Démonstration. Posons u(t) = — 1= U(1,1,t) . On applique la formule
e u—

) . o J .
d’Euler-Maclaurin (4.8) a n = Z coj ] Pouwr obtenir comme dans [9,
j=m

(3.19)]

(4.22) o= %H (\T/”ﬁ 11_ R)

avec grace a (4.9) R vérifiant pour tout k& > 1

(4.23) R= —

2no

k—1 ] ) .
u(om) — 2 (12332';!02j_1u(2]_1)(0m) +0 <0.2k—1)] .

On obtient alors le théoreme par une méthode itérative : le comportement
de u et de ses dérivées en l'infini étant connu par (4.12), on obtient de fagon
successive une premiere approximation de R, une premiere approximation
de o, puis une seconde de R et de o en utilisant la formule de Taylor
convenablement. Si ’on commence par exemple 'itération, on obtient en
prenant k = 1 dans (4.23) et en utilisant le lemme (4.1) qui donne om >
logI' > 0:

(4.24) R=

u(lom) + O(0) _ 75 +O(o) m
2no - 12na =0 <n) =o(l);

puis, a l'aide de (4.22) et de la formule des accroissements finis, il existe
A1 = A+ o0(1) tel que

(4.25) om— H(\) = ;‘1 (\/11—7}2 - 1) M H' (M)

= O(RMH'(M\))=0O(R) =0(1) ,
car \1H'(A\1) = O(1) provient de (4.6). D’ou, en reprenant (4.24) et en

—HO) 2log A
22

R=0 (m T L O (1>> —0 (m —HN L0 <1>> _0 <log)\> ;
n n n n m

utilisant e si A — +o00 obtenu en (2.16) :




Partitions sans petites parts (II) 445

() ol
an() o)

Maintenant on reprend R : sachant que

puis, par (4.25)

om=H(\)+O <log)\>

m

on obtient avec k = 2 dans (4.23) existence de d € (om, H())), donc
vérifiant d = H(\) + o(1), tel que :

m (u(H(N\)) log A u'(om) o?
W(m»* (S @) = =5 +O<m>>'

om > logI' > 0 par le lemme 4.1 (i) ,

e—t

(u/id)'(t) = = =0(e ") sit>1logl'/2 > 0, donc

(u/id)'(d) = O (e_H()‘)) = O(log A\/)?), et aussi
W (om) = Op(ome™"™) = O (H(\)e ™) = O(log? A/\?) par (4.12),
0? = O(log® A\/m?) par le lemme 4.1 (ii) .

2
_m (u(H(A))) Lo log® A .
2n \ H(\) m?
On obtient au passage, compte-tenu du développement asymptotique (2.16)
de e H,

D’ou

log A
m

1
(4.26)  R=Or ( 0g A
m

si A — +o00.

>si)\2F>1,etR~

Ensuite, en reportant la valeur de R dans (4.22), par le développement de
Taylor a 'ordre 2 de la fonction H au point A, on obtient la fonction ps
attendue, ainsi que le bon reste.

Pour obtenir le développement de o & ’ordre £, il suffit d’écrire le dévelop-
pement de Taylor a l'ordre ¢ de la fonction H au point A dans la formule
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(4.22) : il existe Ay = A + o(1) tel que

a:;{HMy+A<J£_R—1>H%M
g () W o () W

o)}

et d’utiliser la derniere approximation de R sachant que le reste est de
I’ordre en fait, de :

L ota® (1 _)6_1 0o o[ log"A
A HO0) (s 1) = O =0 ET )

obtenu grace au fait A\o* H((\y) = O(1) provenant de (4.7), et & I’estima-
tion (4.26) de R.

O

4.5. Estimation précise de — log B.

Pour les grandes valeurs de m le résultat qui suit est tres voisin de ce-
lui des petites valeurs de m (voir [9, lemme 3.4]), et est une application
immeédiate du lemme 4.2 :

Lemme 4.4. On a pour tout £ > 0, uniformément pour m vérifiant Tns <
n
m <

~ log®n’
3 1 too 2g%e”
4.27) —logB = -1 — =1 / ——d
(127) ~logB="logo ~ og( " w)
+ori(om) + -+ olrg(om) + O (a”l)
ot ri,---, 1y désignent des fonctions analytiques bornées sur RT et dans

Egr . En particulier pour £ = 0, nous avons :
2

3 1 oo 92 log A
4.2 —logB==-1 — =1 —_— .
(4.28) og 5 logo 20g</0 (ez—1)2dx>+0<m)

m

Remarque 2. La preuve qui suit nous procure au passage l’équivalent
de B (4.28) implique quand n tend vers +oo,

B2 ~ 0'_3 /+Oo ﬂ dx ;
om <6x - 1)2
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donc pour tout A fixé, A > T, par la formule (4.20) procurant ’équivalent
de o et par le théoréeme des accroissements finis, on obtient

H -3 +oo 920
B2 ~ (W> / I )
m HR) (67 —1)
Ainsi, lorsque A — 400, on obtient, puisque H(\) ~ 2log A et e
)\2
2log A’

H(X)

~

B~ (T)g « 2H2(\) exp(— H(\)) ~ 2:’5 — 2mn.

Démonstration du Lemme 4.4. Partons de la formule (4.3),
2 < J2€Uj
B?*=2 Z e 12 = 2A(2,1) +2A(2,2) .

On applique alors le lemme 4.2 pour A(2,1) et A(2,2) : pour tout k > 1,

By a0 )+ 0f )]

S
_I_
S
=)
3
HM\

ou, pour tout ¢ réel,
(4.29) Us(t) = 2U(2,1,8) +2U(2,2,t) = 27!
. 2 - s Ly ) & - (Gt _ 1)2 .

Alors
1 oo
—logB = gloga— §log (/U

m

1
Ug) — ilog(l - X)

ot X = oqi(om) + o2qa(om) + oigz(om) + - + 02 2q,(om) + O (02k>
avec, si t est réel,

1 Ux()
a(t) =G5>
ft+ Uy 2
et si 1> 2,
1 By i

=, (2i - 2)!

Toutes les fonctions ¢; sont bornées, car toutes les dérivées de Us ainsi que
sa primitive j:“oo U, sont équivalentes en 400, au signe pres, a 2t2e~*. Plus
précisément, par des calculs élémentaires, on a les développements en série
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suivants :
= Z ontZe "
n>1
(4.30) / Uy = 2n(n*t* + 2nt + 2)e”
n>1
ZQn(nth — 2kn* " 4 k(k — 1)nk_2) e ™ sik>0
n>1
12
puis ¢ (t) = — + O(e_t)

2(t2 + 2t + 2)
Boi_o 2 —2(2i — 3)t + (20 — 3)(2i — 4)

(2i — 2)! t2 + 2t + 2

On obtient alors le lemme puisque —log(l — X) a un développement du

méme type que celui de X car

x o= o (W) o (1Y)

m m

+0(e™).

a(t) = —

puis
1
3 log(1 — X) = ari(om) + - + 02 rop_1(om) + O(c?)

avec r; = %ql, o = iq%—k%qz, ry = %q{’—k%qlqg, etc. On vérifie sans difficulté
que les fonctions g; et 7;, définies de la méme facon que dans la preuve du
lemme 3.4 de [9], sont bornées et analytiques sur R*, et appartiennent a
I’ensemble £ logT défini en 4.1. O
4.6. Estimation précise de > —log(1l — e~ %9).

L’énoncé du lemme qui suit est plus simple que celui pour les petites
valeurs de m.

Lemme 4.5. On a pour tout £ > 0, uniformément pour m vérifiant T'ns <
n

m <
~ log®n’

g —oj 1 too —x 1 —om

E —log(l—e ‘”):—/ —log(l—e )dm—ilog(l—e am)
: 0 Jom

j=m

L5)+ B

_ Z 2i—1 2z ~2¢ 1)(0m)+0(0£+1) .

ou 5:x— —log (1 —e™") estune fonction analytique sur R} dont toutes

les dérivées sont bornées sur tout intervalle fermé de R} et sont dans Eiosr .
2
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Démonstration. On a, pour z réel positif

§(z) = —log(1—e ) =3 S,

de fagon que pour tout ¢ > 0

§(Z)(a:) _ Z(_l)ini—l e 7

n>1

et par suite 5% est intégrable sur [logr, +oo[. On applique alors la formule

sommatoire d’Euler-Maclaurin a la fonction = — §(ox) et de fagon similaire
a la démonstration du lemme 4.2, pour obtenir le résultat final, il suffit de
vérifier que pour tous entiers i et k,

4.31)  39(an) = O(c") /:Oog — 0(c%) , et / 159 = 01) .

n am

o

Les équivalents en +o0o des dérivées successives de s, ainsi que de sa pri-
mitive [°° 3, sont e~ au signe prés. Ainsi la troisieme équation de (4.31)
est vérifiée puisque, par le lemme 4.1, om > logI', et les deux premieres
équations le sont a la condition suffisante que pour tout entier £ > 0 :

o k=0,

n
ce qui est le cas grace a la condition m < oa? (voir (4.18)). O
og’n

4.7. Estimation de log Q.

Lemme 4.6. On a pour tout £ > 0, uniformément pour m vérifiant T2 <
n

m < 3

~ log

’
n

(432) los@ = "H() + <m>2£2(x) bt (’Z)efg(x)

ot t1, ta, ..., ty sont des fonctions bornées de Er.

Démonstration. Soit £ > 0. Reprenons le théoreme 4.1 et la formule (4.4)
définissant Q). @ est, au reste £/ pres, combinaison linéaire de termes de la
forme Ly "Ly, Ly, ... Ly, avec

(4.33) hi+hg+---+h =2i et hj >3 pourtout j=1,...,¢
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ott Ly, = Y0 d(h,i)A(h,i) est défini dans le théoréme 4.1. Or, par le
lemme 4.2, pour tout k > 1,

J a2jU,(12j71)(0m) + O <O'2k)

1 By
(25)!

+o0 o k-1
Ly = pEsY - Uh+§Uh(0m)_Z
j=1

avec Uy, = t — Y0 d(h,i)U(h,i,t) = t" S0 d(h,i)e (1 — e ")~ . Par
(4.11) et la formule de Leibniz, on a pour tout j > 0

U () =3 pi(t)e ™

n>1

avec pJ, polynome de degré h. Il en est de méme pour t + f;roo Uy, et les
premiers termes de cette série et de celle de Uj, sont

2h
Up(t) = d(h, Dthe™t + O(the ) = Fthe_t + O(the=2t)

+oo oh
Uy, =—

(" R heT! + Ot e ™)
t

ou la valeur de d(h,1) = % provient de [10, (7.29)]. On obtient alors,
comme dans la preuve du lemme 4.4, I’existence de s1, s9, . . . , Sp analytiques
bornées sur RY, et de la forme >~ r,(t)e™™ avec r, fraction rationnelle
analytique sur R* et dont le degré du numérateur est inférieur ou égal &
celui du dénominateur, telles que

+o0

Uh
Ly = % [1 + os1(om) + a%sa(om) + - - - + atsg(om) + O(O’ZJFI)} .
D’ou, a l'aide de (4.33), lexistence de 31, 39, ..., 3¢ analytiques et bornées

sur RT, du méme type que les fonctions s, telles que,

+oo +oo
A ‘ Uh1 ce Uht
Ly'Ly, ...Ly, = o' tom om

t +o0 7
fo

[1 +o51(om) + -+ 0’5 (om) + O(O‘Z-H)} .

On en déduit

Ly'Ly, ... Ly, =

' (O_eam)i—t «

[§o(0m) +o81(om) + -+ Ufge(am) + O(U€+1)} 7
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avec 89 bornée sur RT, analytique sur RT, équivalente & 1 en D’infini et
définie par :

“+o00 “+oo

Uy - U,
hi!... h! , 1 t
_ M teac(t—z) T T

2 +00 7
/v

et, pour r > 1, §x(x) = 8, (4, t, h;x) = Sp(x)/S0(x). Or i—t est un entier plus
grand que 1 (il suffit de regarder les conditions sur ces deux parametres, en
particulier (4.33)), et par (4.20) et (2.15)

1 A2 m

oe®™ ~ — H(\)ePN ~ 2 v —
m m n

Alors, en reprenant (4.4), et en choisissant £ = 2+ 3 dans le théoréme 4.1,
on obtient (car la condition 2542 < ¢ entraine i —t < ¢) :

l
(434) Q=1+ (™) |o75;(0m) + -+ 0’ 5(om) + O(o"+)]
j=1
/+1
+0 ((m) ’ log3(+1) )\)
n

2041 (242 —1 C oy
X i —1)(2t+2j —3)---1
Skj= > (=1)* i X

t=1

avec, pour j < k </

hal-h!

hi+ha+---+ht=2(j+t)
3<hi ... hy<20+3

On voit donc que 5 ; est une fonction analytique bornée sur RT et de la
forme 3=, 7 (t)e™™ ol r,, est une fraction rationnelle analytique sur R™ et
dont le degré du numérateur est inférieur ou égal a celui du dénominateur.
Enongons maintenant un lemme utile :

Lemme 4.7. Soit I' > 1 et f € Eogr/2. On suppose que pour tout j > 1,
) = O;(f"). Alors, pour m > T'\/n, on peut écrire

/l
_ . ] /+1 !
flom) = SH() + 32 55087 +0 (s o oma | \)

%, et fj € &r etfj:O< max \f’|>.

ou & =
¢ (om,H(N))
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Démonstration. On utilise la formule (4.19) du lemme 4.3 donnant un déve-
loppement asymptotique de o et donc aussi de om pour obtenir 'existence
de ¢; € &r, bornées, telles que :

4
om—H\) =Y ¢;(NE + 0™,

ou & = logA\/m. On applique alors la formule de Taylor & lordre ¢ & la
fonction f sur lintervalle (om, H(\)) qui est inclus dans [log \/2, 4+00] si
2 < m < n/2 (puisque le lemme 4.1 implique que om > log A et H(\) >
mT_l log \). Le lemme en découle en utilisant ’hypotheése f9) = O(f') pour
tout 57 > 1.

Il

Remarque 3. Soit d € Z et f(x) = 3,54 ma(x)e”"", olt r,, est une fraction
rationnelle analytique sur RT. 1l est facile de voir que f/(z) = O(f) et par
récurrence que fU)(x) = O;(f') pout tout j > 1.

Soit la fonction ¢ : t — tkejtékd(t) avec £ > k > j > 1 et 5 ; I'une des
fonctions (bornées sur R™) figurant dans (4.34). Par la remarque 3, on peut
appliquer a ¢ le lemme 4.7. Comme, par le lemme 4.1, (2.12) et (2.15) on a

2

A a2\’ .
_ k_jHY _ k _ k—71\27
max ]gp[ O(H"e™) =0 (log A <logz\> ) =0 ((log)\) A ) ,

(om,H(\))

on obtient
Z 809 gg + O (554*1 k (lOg )\)k ]AZJ)
avec pg = O ((log )\)k_j)\Qj) pour tout g. D’oul

- 1
(eom)jakskd-(am) =% w(om)

- i oy £k + 0 (5”1 (lfﬁ)_])
-3 (7) (%)

g=k
m\ 1 log A l+1—j
() () ).
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log\ m log A

la derniere égalité utilisant £ = BVE et introduisant les fonc-
n

tions
bg( ) = Sogik()\-) ;
(log \)k—i N2
On reprend alors (4.34), et on applique le résultat ci-dessus a toutes les
fonctions 5; ; pour obtenir

Q= 1+% Ql(/\)+<:>2 Go(AN)+-- -+<m>€(jg(>\)+0 ((TS)ZH log®(+1) )\>

—0(1).

n
avec g1, o, - - ., §¢ des fonctions analytiques et bornées sur [I', +00[, et dans

&r. On prend enfin le logarithme et on obtient le lemme.
O

4.8. Démonstration du théoréme 1.2.
Soit £ > 0. A 'aide des lemmes 4.4, 4.5 appliqués a ce méme £, la formule
(4.5) devient

1 1[ree —z
logr(n,m):—§log7r+ cm+—/ —log (1 — e ™)dx

0 Jom

3 1 Come 1 too 2g2e”

+ 0z (om) + 0%Za(om) 4 - - - + oZ(om) + O (0“1) +log@ ,

+

ou les fonctions Z; sont dans Eer et vérifient
2

B
(i+1)

si 'on se rappelle que Bg;+1 = 0si 4 > 1. Alors, si 'on pose pour tout réel ¢

(4.35) 5= — 50

PoA [t o A
%%)MU=X+;/ ~log (1 - e*)dz =+ Alog(1— ¢ ™) + S F (1)
t

1 3 1
(4.37)  w(t) =w(t) — B log2 = —log A + B logt — B log(1 —e™)

1 400 x26;r
S| _re g
2 % </t (cr = 1)? w)

on obtient, apres simplification des calculs,

1

2mrmn

+ oz (om) + 0*Za(om) + -+ a'Z(om) + O (U”l) +logQ .

(4.38) logr(n,m) = log

+ v/nv(om) + w(om)
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On applique ensuite le lemme 4.7 aux fonctions v et w, dont on rappelle
qu’elles ont été étudiées dans l'article [9], en particulier,

Les fonctions v et w ont des développements en série de la forme
> >0 Tn(t)e”™ (olt 7, est une fraction rationnelle bornée) qui se dérivent
termes & termes. Par la remarque 3, on voit ainsi que pour tout ¢ > 1,
v (t) = O(v'(t)). Plus précisément, pour tout t > 0,
1 Fit) 1 nt+1 _
U/(t):7_)\7:7_)\zwe nt

D

et ainsi v/(t) = O(1/\ — Xe™!/t), puis par (2.15) et le lemme 4.1,

o170 3+ ) - ()
(gmg)((A)v N A HN)eH™ ) A

Ensuite, en utilisant (4.30), on voit que si ¢ tend vers +o0o

( log)\—l—t-kbglt)—i-O(l),
2 t

W' (t) ~ 1 et

2

=) —1

5 sig>2.

~(Z)( t) ~
On utilise enfin & nouveau le lemme 4.7 pour les fonctions ¢ — #77;(¢). On
obtient alors le théoréme en reprenant (4.38) et en utilisant le développe-
ment asymptotique de log () obtenu dans le lemme 4.6.

Justifions pour conclure la relation (2.11) qui donne pour i > 1 l'ex-
pression des g; en fonction des g; : fixons A > 2. On a les développements
asymptotiques (1. 2) et (1.3) de r(n, m) qui sont valables. On obtient donc,
compte-tenu que - \/\f’




Partitions sans petites parts (II) 455

Or (formule de Stirling),

¢
log — = ! m~ ()
V2rm (2) jz::lj(JJrl) mr T O )
‘ Bji1 1 41

2 GG+ 1N w2

Cette égalité implique que chaque coefficient de cette somme en 1/y/n est
nul; on récupeére alors 1'égalité (2.11) pour A > 2. Cette égalité est valable
pour A > I' > 1 par prolongement analytique. Ceci termine la démonstra-
tion.

5. Démonstration du théoréme 1.3

Pour m > n/2, on a r(n,m) = 1, et le théoreme 1.3 est vérifié. Nous
supposerons donc dans cette section que m < n/2. Rappelons que P(n,t)
est le nombre de partitions de n dont la plus grande part est égale a ¢, ou
de fagon équivalente, en considérant la partition conjuguée, le nombre de
partitions de n en exactement ¢ parts. On a l’encadrement suivant pour
P(n,t) (cf. [11] ou [2]) :

n—t+11  1(n-1
( t!(t—l))! _t!<t—1> < Pn,1)

1fn+450 1) _ (nt 15 -1yt
t—1 - th(t —1)! '

(5.1)

On peut en déduire en particulier que
(5.2) si t = o(n'/?), alors P(n,t) = L <1 +0 <t3>> .
’ ’ th(t —1)! n
On a aussi la formule suivante pour r(n,m) :
L)
(5.3) r(n,m) = Z P(n—(m—1)tt) .

t=1
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En effet, une partition de n en exactement t parts supérieures ou égales
a m s’écrit
n=iy +ig+--+is
=ttm—-1)4+@1—(m—=1)+@ia—(m—=1))+--+ (i — (m—1)),

m < i3 <i9 < ...< 14, etle nombre maximum de parts supérieures ou
égales & m pour partitioner n est [ - ].

Nous allons utiliser (5.1) et (5.3) pour obtenir un encadrement de r(n,m)
suffisant pour démontrer le théoreme 1.3. Commencons par une majoration
de r(n,m). On a, en utilisant (5.1) et (5.3) :

L) (0 — (m — )¢ + =0 1)
r(n,m)<2(n (m - i+ %52 1)

2 1t —1)!

Ensuite, pour tout entier ¢ compris entre 1 et —, on a, car m > n?/ 3,
m

_ 2
t—I—M—lthSn—Sm,
2 m?2

d’ou, par un décalage d’indice :

L] t—1 L)1 t
N (n—(t—1)m) " “— (n—tm)
rin,m) < t; t(t —1)! =1+ ; (t+1)!

Maintenant on utilise la formule de Stirling sous la forme ¢! > /27t (é)t,
pour obtenir pour tout ¢ > 1,

< (1) <2 (7)< (5
E+De —\¢!) —2mt\t) — \t ’

Lml—t /2 t
(5.4) r(n,m) < 1+ ((n - tm)) :

et en déduire

Nous allons ensuite utiliser le lemme suivant :

Lemme 5.1. Il existe 9,0 < tg < n/m tel que la fonction ¢ : t —

t
(i—;(n - tm)) vaut 1 en 0, est croissante sur lintervalle [0,to], puis est

décroissante sur l'intervalle [to, =-[ ; et en posant v = on a:

n —tom’
1 1 2
(5.5) to = — (1—) o +logz — 1+ 2log (1-) —log 7 = 2log .
m X xr n
De plus

n n
(5.6) th<——1sz< — < m<mg,
m m
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3
ou mqg est défini par 1 < mg < n et logm = p 1, et vérifie

- logn — 3loglogn + 1+ o(1)

mo

mlog®n

o([to]) > ¢(to) exp (—2”(1 + O(1/ log n))) :

Démonstration. En effet, si t €]0, [, on a en posant ®(t) = log o (t) :

'(t n —mt mit
()= £ gt _mt
o(t) t n—mt
" 2 242 2 2

— —m t +2nmit—2n 1 n
o' (1) = EE Ty - I :—1+( ) <0,

® t(n —tm) t n — mt
ainsi ® = log ¢ est concave sur |0, -, et par ailleurs ¢o annule la dérivée
de ¢ si et seulement si log "_ti%"to = %71 (=x — 1), relation équivalente a

(5.5).

On vérifie que x est défini implicitement dans (5.5) comme une fonction
croissante de A, tend vers I'infini avec A et possede le développement asymp-
totique suivant si n tend vers 400 :

(5.7) x =log A2 — log(log \*) + 1+ o(1) .

Lorsque A\ — 400, ce développement est obtenu par itération dans z =
2log A —logz + 1 — 2log (1 — %) Notons que le développement (5.7) est
encore valide quand n tend vers +oco car les inégalités n2/3 <m<n
entrainent que n'/% < X\ < n'/2 et log A < logn.

Ensuite, en reprenant (5.5), on a

n

o= 2L 1 T

T - S L) g
x+logx —142log (1 = log

T

n
m=—
- €T
{ mzlogn—3loga:+1—210g(1—%)

La derniere équivalence procure de fagon itérative le développement asymp-
totique z = logn — 3loglogn + 1 + o(1), et démontre (5.6). Pour terminer
évaluons ¢(|tg]). Puisque ®'(tg) = 0, la formule de Taylor avec reste inté-
gral donne :

Lto] "
(5.8) o(lto)) ~ @(to) = [ (lto] ~ )" (w)du

to
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Or le développement (5.7) de x donne pour n assez grand (qu’on peut
calculer) :

1
(5.9) glognglog)\gxgﬂog)\glogn.

D’autre part, un calcul simple montre que la fonction t — —®"(¢) est
décroissante pour 5 <t < > puisque

2m
,,, —2n3 + 6n2mt — 3nm?t? + m3t3
t2(n —tm)3
et donc
2.3 2
n m*7° —37° + 67 —2
—d"(1—) = — <0si0,4l<7<1.
(Tm> n? 2(1 —7)3 St T

Or, comme tg ~ X et m < n/2, pour n assez grand on a [|to], to] C [55, 7],

et par conséquent, en reprenant (5.8),

o([to]) — D(to) > ®"(lto)) _ 1 (1 . n? )

2 ~2[to] (n — [to]m)?

>_ 1 <1+ n” >:— ! (1+2?)
- 2 I_tQJ (TL — tom)2 2 LtoJ
1 m 14 22

>~ (142 =-——""
- mm—m(+x) n1-1-m’
d’ou, grace a (5.9),
m 1+log®n
®([to]) — @(to) = ol 6 _m
nil- logn n
soit, car ® = log ¢, pour m < mg ~ ,
logn

mlog®n

©(lto]) > ¢(to) exp (_271(1 + O(1/ log n))) :

ce qui est le résultat escompté. O

Ainsi, en reprenant (5.4),

(5.10) rm) < 3 p(t) <
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Or en utilisant les définitions de ¢ et de ¢y puis (5.5), on a

(5.11)  @(ty) = exp (to (2 + log n—t;ntg>) = exp (to (2 + mto)>

0 n — mig
=exp(to(2 + (z — 1))) = exp(to(1 + z)) = exp (:L (CE - i)) :

D’ou, en reprenant (5.10),
n n 1
(5.12) r(n,m) < — exp ( (;U - )) .
m m x
Utilisons le lemme suivant qui donne un développement asymptotique de
x—1/z:

Lemme 5.2. Uniformément pour m < n et A = m/+/n tendant vers l'in-
fini, x défini par (5.5) vérifie

(5.13) x:1+H()\)+O(lo)\g2)\> )
(5.14) T — % =Ag(A\)+ O (b/g\?\) :

Démonstration. Par (5.5), y =  — 1 est défini implicitement comme une
fonction y = H(A) par :

1
(5.15) y =2log A —logy + log (1+y) .

y = H()) est aussi défini implicitement par

2 & 2
y-  HQ) o der [T, _
G16) L =S5k = F(y) :/y te~tdt = (y + 1)e Y,

équation trés voisine de (2.2) et qui montre que y = H(\) admet le méme
développement asymptotique (2.12) que H(A) quand A — +oo. En posant
z=H(A) (on adonc y —z =o0(1)) on déduit de (2.2) et de (5.16) que

Py F(z) <F<y> B F<z>> ) <F<z> B F<z>> |

Yy 22 y2 22 22 22

2

Par application du théoreme des accroissements finis, la premiere paren-

z— 1 [ t
these est équivalente a Y tandis que la seconde vaut —— / ——dt ~
ze? 22 et(et — 1)

1 1 log A
2 2 e—HO) O/\iz par (2.16), ce qui démontre

———,douz—y~_-e*=
22627 2 2
(5.13). Un résultat similaire est démontré dans [8, lemme 7.15].
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Pour la preuve de (5.14) reprenons la définition (2.3) de g, et utilisons
(2.12), (2.16) et (5.13) pour obtenir :

Ag(A)::2}{(A)__A26—fﬂk)4_c)<A2e—2H(n)

_ (zy 4O (1052» _ a2 (e—y 40 (10§Z)‘>> par (2.16) et (5.13)

2

Y log? \
=2y — @) 5.15
vo ot ( 2 ) par (5.15)

1 log? A
— 1 5 A
Y+ y+1+0< 2 >

1 log? A
De (5.12) et (5.14), il découle

r(n,m) < exp (\/’ﬁg(/\) +0 <Z:; log? A) + log(n/m)> .

Cette majoration est valable pour tout m mais on peut I'améliorer si m >
mo. En effet on a alors, en utilisant le lemme 5.1, g > 2 —1> [ *] —1, et
en reprenant (5.10), on obtient :

(5.17) r(n,m) <

¥
De plus, si 'on note = 2 — [+ 1€ [1,2[et E =1 -2 (2] 1) =
0

A12)-)-

I
—
3R | o
(Y]
LT
(Y]
~
S
~
el
L

exp (295 g ! log(1 — 5)) ,

est décroissante sur [0, 1],

2, 3\ ln/m]-1 29, 3\ Ln/m|-1
(5.18) (e z;” > gw(mJ —1) §e29<6 z;” ) .
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Ainsi, en reprenant (5.17), si m > myg

9 3\ ln/m]—-1
n oy [ €°0m
. < —
(5.19) r(n,m) < e ( ) ,

n2

ce qui donne la majoration dans (1.4).
Regardons maintenant la minoration. On a d’aprés (5.1) et (5.3) :

|

_y 1)1
r(n,m) > 1+ (n—tm+1)

S~ BT (s V]

3z
i

Maintenant, on utilise 'inégalité ¢! < e/12\/27t (é)t valable pour ¢ > 1
pour obtenir pour tout ¢ > 2

1 1 2 6_1/6 e 2t
- i (zZ) > (=
= () 2% ()

e—1/6

et en déduire, avec K = 5,

% 62 ¢
5.20) r(n,m) > n—tm

>EL%J é( —t)t
z — t2n m .

Soit m < my, ce qui implique tg < 2 —1 < || ; en reprenant la fonction ¢,
et en utilisant le lemme 5.1 et (5.11), il vient

mlog®n

K
r(n,m) > —
n 2n

¢(to) exp ( (1+0(1/log n)))

(x _ 1)) exp (—”“;)527”‘0 + o<1/logn>>> ,

qui, par (5.14), donne
2log® A
(5.21) r(n,m) > exp (ﬁg()\) +0 <n7:§

1 2
—logn—W—I—O( logn>>.
2n

Pour m > my, en reprenant la premiere inégalité de (5.20), on a

o2 g (Ll ) 2 2o (5] 1)
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soit, en utilisant la premiere inégalité de (5.18),

K e29m3> n/m] =1

(5.22) r(n,m) > — (

~ 2m n2

ce qui démontre la minoration dans (1.4). Ainsi (5.12) et (5.21) démontrent
la premiere partie du théoréme alors que (5.19) et (5.22) valables pour
m > mgp, avec K = 1/6 et 0 = > — [*] +1 € [1,2], démontrent la
deuxieme partie, c’est- a—dlre (1.4).

6. Conclusion

Le tableau ci-apreés donne pour certaines suites m(n) les équivalents
de r(n,m(n)) et les premiers termes du développement asymptotique de
logr(n,m(n)). Détaillons les équivalents de r(n,m) obtenus a l'aide du
théoreme 1.1 :

2¢cy/n T m—1
m(n) constant = r(n,m) ~ () (m—1)!,

4+/3n \ﬁ
m(n) = o(y/n)
{ min) — oo = ")~ QW

() =i = () ~ e exp (Vg (P2 ) oo (),

notant que g(x) — xlogz est analytique en 0 et que 'on connait ses coef-
ficients de Taylor (voir la section 2); les fonctions g et gp sont connues et
quelques valeurs de ces fonctions sont données dans [9], en particulier g(1),
go(1), g(3) et go(3) qui sont utilisées dans le tableau. Pour les grandes va-
leurs de m, si v/n = o(m(n)) et m(n) = o(logign), alors en vertu du théoréme
1.2:

(6.1) r(n,m(n)) ~ W exp (Vitg (”;(g))) ;

Le développement asymptotique de g en l'infini est donné en (2.13) (en
particulier g(x) ~ 2log z/z). Cela nous permet d’obtenir les équivalents de
log r(n, m(n)) (voir page suivante).

11 est clair que le développement asymptotique obtenu pour 7(n,m) n’a
pas un reste suffisamment précis au point d’obtenir un calcul exact de
r(n,m); ainsi pour m = 1 le développement de r(n,1) = p(n) est moins
précis que celui de Hardy et Ramanujan; aussi on peut se demander si
une approche a la "Rademacher" est possible pour r(n,m). Cela semble
toutefois compliqué car on ne retrouve pas les propriétés de modularité de
la série génératrice associée, comme cela peut étre le cas pour p(n).

exp(v/ng(m(n)/vn)),
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r(n,m(n)) équivalents de premier(s) terme(s) de
r(n, m(n)) log r(n, m(n))
1 eevn
r(n,1 — 2¢cy/n —logn
(1) e Vit~ log
~ 2,565/n —logn
T eXvn 3
(n, 2) T\/ﬁ W 2Cf — 5 logn
2 QCf
n,3 2c —2logn
(n,3) PN v —2log
e2cf "4 log n+(log c— l)n% 1
r(n,n'/*) i 2¢y/n — = n/*logn
2/Te 1 nd/8 4
1 eVngBn=t%)

1/4 —_—— pl/4
(n,3n'/*) e RETE 2¢y/n i " logn
(n, =2 1 evroli/ioen) 2oy — i celloen) log(log n)

ogn 2y/m n3/4(logn)~1/2 logn

1/ e90(1) v/ng(1)

12 e90(3) ovng(3)

r(n, n%%) comme en (6.1) 0,2 logn x n%*
0,2
(n, 3n%6) comme en (6.1) ;) 0.4
r(n,n%7) comme en (6.1) 0,4 logn x n%3
0,4
(n, 3n%7) comme en (6.1) ’? logn x n%3
r(n, n%%) comme en (6.1) 0,6 logn x n%?
(n, 3n8) comme en (6.1) 0,2 logn x n%?
r(n,n9) comme en (6.1) 0,8 logn x n%!
r(n, LLL) comme en (6.1) log® n
log% n
r(n, —) voir le théoreme 1.3 log?n
logn
r(n, —=— voir le théoreme 1.3 log®/2n
log 12y
r(n, 5 — log n) logn (voir (1.5)) loglogn

Au sujet de la log-concavité de la suite R(n, m) en m, il serait intéressant
de trouver le rang exact mg a partir duquel la suite n’est plus log-convexe.
Ce rang semble étre plus petit que toute fonction linéaire de n comme
I’attestent les résultats numériques mentionnés dans la section 3, mais il
est plus grand que n'~¢ pour tout € > 0 d’apres le corollaire 3.2.
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Enfin on peut regarder les partitions de n en parts distinctes plus grandes
que m. Les mémes techniques s’operent et on obtient des résultats sem-
blables. Toutefois les fonctions intervenant en lieu et place de g, go, H se
comportent différemment aux bornes de leur domaine de définition et les
détails de calcul sont indispensables. Aussi cela fera I'objet d’un prochain
article.

Je remercie Jean-Louis Nicolas, Andras Sarkozy et Bruno Salvy pour
leur collaboration qui a été fort précieuse. Je remercie également ’arbitre
de I'article pour ses conseils tres utiles.
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