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RESUME. Dans ce papier, nous étudions la dimension cohomologi-
que des groupes Gg := Gal(Kg/K), ou Kg est la pro-p-extension
d’un corps de nombres K, non-ramifiée en dehors d’un ensemble
fini de places S de K, et maximale pour ces propriétés. Si cette
dimension est bien connue lorsque S contient toutes les places
au-dessus de p, elle le semble moins bien des lors que S ne con-
tient pas toutes ces places. Néanmoins, il est possible d’obtenir
des informations quand une Zp-extension K /K se trouve dans
Ks/K. En effet, dans ce cas, une étude du Z,[[Gal(K/K)]]-
module Gal(Kg/Ko,)® permet de donner des conditions suffisan-
tes pour que le pro-p-groupe Gal(Kg/Ko) soit libre. Si tel est le
cas, il s’en déduit que la dimension de Gg est au plus 2. Ici, nous
développons une démarche explicite mettant en jeu ces conditions
afin de trouver des exemples numériques pour lesquels il est effec-
tivement possible de calculer cette dimension cohomologique.

ABSTRACT. In this paper, we study the cohomological dimen-
sion of groups Gs := Gal(Kg/K), where Kg is the maximal
pro-p-extension of a number field K, unramified outside a finite
set S of places of K. This dimension is well-understood only
when S contains all places above p; in the case where only some
of the places above p are contained in S, one can still obtain
some results if Kg/K contains at least one Zpy-extension K /K.
Indeed, in that case, the study of the Z,[[Gal(K /K)]]-module
Gal(Ks /Ky ) allows one to give sufficient conditions for the pro-
p-group Gal(Kgs/K) to be free. Under the latter condition, the
dimension of G is at most 2. Here, we develop an explicit strategy
for realizing these conditions so as to produce numerical examples
for which we effectively compute this cohomological dimension.

Manuscrit regu le 14 mai 2004.
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Introduction

La nature des pro-p-extensions a ramification restreinte d’un corps de
nombres K semble completement différente suivant la quantité de ramifi-
cation sauvage que l'on autorise. Par exemple, si S est un ensemble fini
de places de K ne contenant aucune place au-dessus de p, la conjecture de
Fontaine-Mazur (cf. [5], [3], [4], ...) indique que toute représentation con-
tinue p : Gg — Gl (Zp) a une image finie, ou Gg = Gal(Kg/K), Kg étant
donc la pro-p-extension maximale de K non-ramifiée en dehors de S. Alors
qu’au contraire, si S contient toutes les places au-dessus de p, 'extension
cyclotomique montre que Gg a au moins un quotient p-analytique infini.
Autre différence. Quand S contient toutes les places au-dessus de p > 2,
il est bien connu que la dimension cohomologique de Gg est au plus 2 (cf.
[11], [23], ... et pour p = 2 cf. [25]). Alors que finalement quand S ne con-
tient aucune place au-dessus de p, peu de résultats ont été établis. Le plus
remarquable est certainement celui de Labute [19]. Il donne les premiers
exemples de groupes Gg a dimension cohomologique finie. Signalons une
généralisation par Schmidt [26] du résultat de Labute ainsi qu’une étude
numérique de Boston [2]. Enfin, notons que quand S contient quelques
places au-dessus de p, le groupe Gg peut-étre pro-p-libre. Ce cas a été
étudié par Movahhedi [21], Movahhedi et Nguyen Quang Do [22], Jaulent
et Nguyen Quang Do [16], Jaulent et Sauzet [17], ...

Plagons nous dans la situation ou il existe une représentation continue
p: Gs —» Zp. Posons Ko := Klfqerp . L’extension K /K est une Z,-
extension. Il alors est possible de donner des conditions portant sur le
Zp[[X]]-module Xs := Gal(Kg/Kux)® pour que le groupe Gal(Kg/Kqo)
soit pro-p-libre impliquant donc dans ce cas que la dimension du groupe
Gal(Ks/K) est au plus 2. C’est ainsi que Wingberg, dans [32], a montré
que siTi+ry =3, o[Kp : Q] et que si l'invariant pg du Zp[[Gal(Keo/K)]J-
module Xg est trivial, alors Gal(Kg/K) est libre, (1, 72) étant la signature
du corps K. Notons que la premiere condition est extrémement forte, elle
appauvrit le groupe Gg puisque, dans cette situation, le Z,[[X]]-rang de
Xs est trivial (ou encore, l'invariant pg de Xg est trivial).

Le but de ce papier est la mise en place d’une stratégie permettant de
trouver des exemples ol le groupe Gg est assez gros et est de dimension
cohomologique finie (en fait, au plus 2). En particulier, nous voulons que
le Z,[[X]]-rang du module Xg soit non nul.
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Nous aurons ainsi en permanence a ’esprit 1'idée de rendre la démarche
la plus explicite possible. Ceci nous permettra de détailler deux exemples
pour lesquels

(i) Gs est de dimension cohomologique 2 (et S C Sp) ;
(ii) il existe une suite exacte

11— Hg— Gs — Zp—1

ou HZ s’injecte avec un conoyau fini dans Z,[[X]]’?, avec ps > 1.

Reprenons succintement les points clefs de notre méthode. Essentielle-
ment tout tourne autour de 'invariant ug. Nous voulons obtenir des situa-
tions ou le groupe Gal(Kg/Ky) est libre. Pour ce faire, il suffit de vérifier
que d’une part une certaine condition arithmétique est satisfaite pour le
corps K et que d’autre part I'invariant ug est trivial. Le premier point est
aisé a tester numériquement. Quant au second, il peut étre vérifié apres
quelques calculs dans la Z,-extension Ko /K. Mais pour ce faire, il est
nécessaire de déterminer explicitement les étages de celle-ci. Ceci se fera a
I’aide d’un logarithme p-adique construit sur les idéaux de K, utilisant ainsi
des travaux de Gras [7], [8], [9]. Ensuite, pour vérifier la trivialité de ug, on
est tenté d’utiliser le lemme de Nakayama. Malheureusement, une applica-
tion brutale de ce lemme au module Xg tue les invariants d’Iwasawa pg et
s simultanément, appauvrissant donc le groupe Gg. Pour remédier & ceci,
et c’est le second point clef de notre méthode, nous appliquerons le lemme
de Nakayama sur la partie de torsion du Z,[[X]]-module Xs. Il faudra
alors s’assurer qu’une certaine condition arithmétique est satisfaite le long
de K /K. Ce sont des résultats de dualité dans K,/K qui permettront de
vérifier cette condition et ce, aprés un nombre fini de calculs.

Dans la section 1, nous introduisons les principales notations. Dans
la section 2, nous rappellerons les résultats standards de cohomologie des
pro-p-groupes ainsi que ceux de théorie d’Iwasawa dont nous aurons be-
soin. Dans la section 3, nous développerons les notions de S-conditions
de type “Leopoldt”. Ces conditions de deux types, arithmétiques et coho-
mologiques, sont fondamentales dans la recherche d’exemples. La notion
de S-condition cohomologique apporte des résultats sur la structure de Gg
tandis que la notion de S-condition arithmétique se préte parfaitement aux
calculs. Nous nous efforcerons ainsi de trouver le maximum de liens en-
tre celles-ci. Dans la section 4, nous présenterons les résultats nécessaires
pour effectuer les calculs dans une Z,-extension, en particulier le logarithme
défini par Gras. Dans la section 5, nous présenterons des résultats de du-
alité le long d'une Zp-extension quelconque. Enfin, dans la section 6, nous
présenterons deux exemples.
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Pour finir, notons qu’un autre contréle possible de la ramification sauvage
est celui de la “profondeur”. C’est une philosophie assez différente. Nous
renvoyons & [12] pour plus détails.

L’ensemble des calculs ont été effectués avec GP-PARI [1].
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1. Notations

Fixons un corps de nombres K ainsi qu’un nombre premier p. Les objets
suivants interviendront tout au long de ce papier :

e S, = {p € Plk, plp};

e S et T désignerons deux ensembles disjoints de places de K. On
supposera S contenu dans S, ;

e FEx désignera le groupe des unités de I’anneau des entiers Ok de K ;
plus généralement EL := {e € Ok, vy(c) = 0,Vp ¢ T} sera le groupe
des T-unités de Ok;

o Kg désignera la pro-p-extension maximale de K, non-ramifiée en de-
hors de S (les places réelles restent réelles) ; Gs = Gal(Ks/K);

e K désignera le compositum de toutes les Zy-extensions de K con-
tenues dans Kg;

o K, désignera une Z,-extension de K contenue dans Kg/K; Hg =
Gal(Ks/Kuo); xs = H® = Hg/[Hs; Hs).

o K, étant fixé, K, sera l'unique sous-corps de Ko, /K de degré p™ sur
K;

® 05 =3 c5[Kp : Qp] désignera le degré de S;

S désignera ’ensemble des places de K qui sont totalement décompo-
sées dans Koo /K; 5 = #35;

o S, = {’13 € PlKn,‘mP»P € S}’ Sn = #Sn;

. K?; g désignera la pro-p-extension maximale de K, non-ramifiée en
dehors de S et ol toutes les places de 1" sont décomposées ; G,:'; §=

Gal(KZ’S/K);
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) K;S;T désignera la pro-p-extension maximale de K, non-ramifiée en
dehors de T' et ou toutes les places de S sont décomposées ; GiT =
Gal(K;, 1/K);

. K::gb désignera la pro-p-extension abélienne maximale de K, con-
tenue dans K% ; Gi’gb = Gal(Kngb/ K);

° Ks:%b est la pro-p-extension abélienne maximale de K,, contenue dans
Kz Gry = Gal(K, 7 /K);

o LY = JKLY 5 AT = GallLy/Kw)™ ; L = [JKGT s 47 =

n n
Gal(L$ /Koo)™

e (p3,13,03) (respectivement (p%,1L,\%)) désignerons les invariants
d’Iwasawa du Gal(Ks/K)-module XZ (resp. X) (cf. section 3);

o Ul= [Tpes U, o> 0l Uy est le groupe des unités principales du complété
Ky de K en p; le morphisme de Z,-modules ¢gs : Zp @z Ex — U, é est
le morphisme naturel de plongements. Plus généralement, U, én =
Hpe S, U; et ons:Z,Qz Ex, — U én. Rappelons que le Zy-rang de
Gg’ab est exactement le Zy,-rang du conoyau de <p£ : Zp @7, Eil; —
HpeS U;, (ctf. [7],-.)

e Si A est un pro-p-groupe, on dénotera par : d,A = dimg, A/AP[A; A]
le prang de A/[A;A], par tkz, A le Z,-rang de A/[A;A] et par
Torz,(A) la partie de torsion de A/[4; A].

e Les polynomes wy, et wpy n de I'algébre d’Iwasawa A := Z,[[X]] sont
définis comme suit : w, = (1 + X)?" — 1, et pour m > n, Wy, =
Wm/wn. Le polynoéme wyy1 5 est irréductible de degré (p — 1)p".

e Enfin, si X est un A-module, et f € A, X/ dénotera le sous-A-module
de X constitué des éléments de X' annulés par f.

2. Rappels

2.1. Dimension cohomologique et suite spectrale. L’ensemble des
résultats de ce paragraphe sont issus de [18], [23], [29], ...

2.1.1. Rappelons, pour commencer, la notion de dimension cohomologique.
Soit G un pro-p-groupe. On dit que G est de dimension cohomologique
cd(G) = m, si le groupe H™1(G,F,) est trivial et si H™(G,F,) ne l'est
pas.
Pour déterminer un majorant de la dimension cohomologique d’un pro-
p-groupe, trois criteres sont bien connus.

Proposition 2.1. 1) Soit H un sous-groupe fermé d’un pro-p-groupe G.
Alors ¢d(H) < ¢d(G). Il y a égalité lorsque H est d’indice fini et
cd(G) < oo.
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2) Soit H un sous-groupe fermé et distingué d’un pro-p-groupe G. Alors
cd(G) < c¢d(G/H) + cd(H). Il y a égalité lorsque cd(G/H), cd(H) et
H™(H,Fp) sont finis, ot n = cd(H).

8) Pour un pro-p-groupe G et lorsque celle-ci a un sens, notons par
xn(G) la caractéristique d’Euler-Poincaré tronquée a ’ordre n. Si cette
caractéristique est multiplicative pour les sous-groupes ouverts de G, c’est-
a-dire st pour tout sous-groupe ouwvert U de G, xn(U) = (G : U)xn(G),
alors la dimension cohomologique de G est au plus n.

A ce stade, il convient de citer un résultat de Schmidt [25] généralisant
le point 3 de la proposition précédente.

Proposition 2.2. S’ existe une constante c telle que pour tout sous-
groupe ouvert U d’un pro-p-groupe infini G, il vient : (—=1)"x,(U) + ¢ >
(=D)™(G : U)xn(G), alors la dimension cohomologique de G est au plus n.
2.1.2. Soit C la catégorie des groupes abéliens localement compacts. Pour
un groupe M € C, notons par M* le dual de Pontryagin de M : c’est le
groupe Hom(M,R/Z) des homomorphismes continus de M vers R/Z. On
rappelle que cette dualité est un foncteur contravariant et que pour M € C,
M ~ (M*)*. Cette dualité transforme les groupes discrets en groupes

compacts, les groupes divisibles en groupes sans torsion. Lorsque M est un
pro-p-groupe, on a Hom(M,R/Z) ~ Hom(M, Q,/Zy).

Proposition 2.3. Soit G un pro-p-groupe et A un G-module compact.
Alors, pour tout n > 0,

H™(G, A*) ~ H,(G, A)".
Pour n = 0, cette égalité s’écrit :
(Ag)* ~ (A*)C.
On arrive ainsi & une conséquence bien connue du lemme de Nakayama, :

Proposition 2.4. Pour G ~ Z, et tout G-module discret A, on a A =0
si et seulement si A = 0.

Rappelons une équivalence 1a aussi bien connue pour caractériser la li-
berté d’un pro-p-groupe.

Proposition 2.5. Un pro-p-groupe non trivial G est libre (cd(G) = 1) si
et seulement si, H*(G,Qp/Zy) = 0 et G est sans torsion.

Preuve. Partons de la suite exacte :
1 — Zp 2 Zy—sZp/pZy — 1
qui apres passage & I’homologie donne

-+ Hy(G, Zp) = Hy(G, Zy) — Hy(G, Fp) — H\(G, Zp) = Hy(G, Zp) - -
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ou encore
H2(G>Zp)/P — H2(G7Fp) - Gab[P] — 1.
1l vient ainsi d,H?(G,F,) = dpH2(G,Zp) + d,G®[p]. L’équivalence est
alors immédiate. O

2.1.3. Partons de la suite exacte de pro-p-groupes
1— H—G—T—01,

avec ' >~ Zj.

Lorsque A est un I'-module de p-torsion, on sait que H(T, A) ~ Ar
(cf. par exemple [32], proposition 1.6.3, chapitre I).

Alors, la suite spectrale de Hochschild-Serre appliquée a la précédente
suite exacte donne :

Proposition 2.6.
l— HI(P, HI(H,QP/Z,,)) - HQ(G,QP/Z;D) - HQ(H,Qp/Zp)F — 1,

ot HY(T, H'(H,Q,/Z,)) s’identifie d ((H“b)*)r.

Ce qui permet d’en déduire le corollaire suivant :

Corollaire 2.1. La trivialité du groupe H*(G, Q,/Z,) implique la trivialité
de H*(H,Q,/Zy).

Preuve. On utilise la proposition 2.6 puis la proposition 2.4 appliquée a
H%(H,Qp/Zy). O

2.2. L’algebre d’Iwasawa. Soit A := Zy[[X]] 'algebre d’Iwasawa topolo-
giquement isomorphe & Z,[[[]] := im Z,[[/T?"], ot T =< v >~ Z, et ol
~ — X + 1. Rappelons que si X’ est un A-module de type fini, il existe des
polyndémes distingués irréductibles f; € Z,[X], des entiers a;, b, et py tels
que X est pseudo-isomorphe a

E=M*e P N ePA/()
i=1, rx i

(c’est a dire, qu'il existe un morphisme de A-modules ¢ de X vers £ & noyau
et conoyau finis). Les entiers Ay = >, bideg(f;), px = > ;*; a; et px sont
appelés invariants d’Iwasawa de X.

Le polynéme Py =[], fib i est appelé polynome caractéristique de X.

Ce théoréme de structure permet de donner des informations sur le com-
portement du p-rang de certains quotients de X' le long de K /K.

Lemme 2.1. Soient X un A-module de type fini, pseudo-isomorphe a &,
et Y un sous-A-module de X tels que le Z,-module X /Y soit de type fini.
Fizons un entier m > 0. Alors
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(1) dpX/wpmY = p"(px +1x) + O(1);
(i) rkZpX/wn,my =ppx + O(1);
(iil) rkz, X /wnX = p"px + Z tkz, A/(fi,wn)

Preuve. Nous nous contenterons de montrer le point (i). Partons de la suite
exacte
1 —A—Xx2eB—1
ou A et B sont deux A-modules finis. Cette suite exacte devient
By X E
— _——_—
WamY +pX  wpmd +pX wn,m€ + pE
&
—_ —_—
d(X) + wpm€ + pE

ott By = ¢~ Hwnm€ +p€). Clairement, le dernier membre de cette suite est
fini. Il reste & évaluer le premier membre. Pour cela, soit ’homomorphisme
de A-modules

F: Bo/(@nm +PX) = wnmé +PE/(d(wnmd) +Po(X))
z — ¢(z)

Alors kerF est exactement (wpm) + pX + kere)/(wnmY + pX) et est
donc fini.

Maintenant, la suite exacte
$(X) € €

— —_— —

oY)  ¢()  #(X)
indique que £/¢(Y) est de type fini sur Z, (car X' /Y V'est). Il en est ainsi
de méme pour I'image de F' (F' est surjectif). En conclusion, dpyX /wp mY =
dp€ Jwnm& + O(1), d’ot le résultat. d
Lemme 2.2. Soient X un A-module de type fini, d’invariants (px,Tx, A\x),
et Y un sous-A-module de X.

1) Supposons qu’il existe deux entiers m > n > 0 tels que X/Y =
X JwmnY. Alors X = X/Y. En particulier, si X /Y est de type fini sur Zy,
on apy =1x =0 et \y = dimg, (Q, ®z, X/V).

2) Supposons qu’il existe deuz entiers m > n > 0 tel que dpX /wmpY =
dpX /Y. Alors X /pX = X/(pX + ). En particulier, si X/Y est de type
fini sur Zy, px =r1x =0.

1

Y

1 — 1

Preuve. 1) Par hypothese wpm Y = Y. Comme wrp,, appartient & I'idéal
maximal (p,T), par le lemme de Nakayama, J = 0. Ainsi X/Y = X.
Lorsque X' /Y est de type fini sur Zjy, le p-rang de X est alors fini et par
conséquent py = px = 0.

2) Par hypothese, on a I'isomorphisme X /(wm oY + pX) >~ X /(Y +pX).
Ainsi, wppY + pX = Y + pX. Par le lemme de Nakayama, le A-module
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(Y + pX)/pX est trivial et ainsi Y C pX. Par conséquent, X /(Y + pX) =
X /pX. Lorsque X' /) est de type fini sur Z,, on trouve bien py = px = 0.0

2.2.1. Modules d’Twasawa et dimension cohomologique. Soient G un pro-
p-groupe et, H un sous-groupe fermé et distingué de G vérifiant G/H =
I' ~ Z,. Rappelons que X = H' % est un A-module (par rapport a I').

Lemme 2.3. Lorsque H*(G,Qp/Zy) est trivial, X n’a pas de sous-module
fini.

Preuve. Puisque H*(G,Qp/Zyp) est trivial, la proposition 2.6 indique que
(X)T est trivial. Ainsi, le sous-module A” des invariants par ' d'un sous-

module fini A de X est trivial, ce qui implique que A est trivial (d’apres la
proposition 2.4). d

Cette proposition permet alors de montrer la proposition suivante :

Proposition 2.7. Sous les conditions rx = 0 et H*(G,Qp/Z,) = 0, le
pro-p-groupe H est libre. Ainsi, cdp(G) < 2.

Preuve. Supposons H?(G,Qp/Z,) trivial. D’apres le corollaire 2.1, nous
avons H?(H,Qp/Zy,) = 0. D’autre part, d’aprés le lemme précédent, X =
H® n’a pas de sous-module fini. Ainsi

xoAve @ A e @A/

’i=1,-~ JTx A

Si de plus ry est aussi trivial, alors
X < A* & @PA/(f)
i

et ainsi X' est sans Z,-torsion. D’apres la proposition 2.5, le pro-p-groupe
H est libre et par conséquent c¢d(G) < cd(H) + c¢d(Zp) < 2. O

Remarque. (i) Lorsque H est de type fini et non trivial ou que G* a de
la torsion, la dimension cohomologique c¢d,(G) de G est exactement 2.

(ii) Lorsque H%(G, Qp/Zy) est nul, il vient également : px = —x2(G) :=
1 —dp,G® + d, H?(G, Fyp).

2.2.2. Modules d’Iwasawa et corps de nombres. Reprenons les notations
de la section 1. Soient K un corps de nombres, S un ensemble de places de
K au-dessus de p, T un ensemble fini de places de K disjoint de S, et Ko
une Zy-extension de K contenue dans Ks.

Lemme 2.4. Soit K,, le sous corps de Koo de degré p" sur K. Lorsque T =
T (c’est-a-dire les places de T' sont totalement décomposées dans Koo /K),
il vient

Gal(KZ:gb/Koo) ~ XF jw,&F
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Preuve. Contentons-nous de montrer le lemme pour T' = @. Soit K‘,‘fs
l’extension abélienne maximale de K, contenue dans Kg. C’est aussi la
pro-p-extension abélienne maximale de K, non-ramifiée en dehors de S.
Soit F}, le corps maximal fixé par w,X = ((1 + X)P" —1)X.

Le groupe de Galois Gal(Keo/K,) =< 4P" > agit trivialement sur le
quotient X /wn,X (se rappeler : v — X + 1). Ainsi, Gal(Kw/Kpy) étant
cyclique, Pextension F,/K;, est abélienne. Par maximalité de Kg’,’s’ on a
F, C K%’S. L’inclusion inverse est évidente : ng(,)s /Kp étant abélienne,
Gal(Keo/Kp) agit trivialement sur Gal(Kg{’S /Koo). Ainsi Gal(Koo/Kp) est
un quotient de X /wy, et K%’S C F,. O

Soit Ky, un corps de nombres de Ko /K ot toutes les places ramifiées et
inertes de S et T' dans I’extension K /K le sont totalement dans Koo /Kp,.

Lemme 2.5. (i) Il existe un sous-A-module Y de X2 tel que pour n > ny,
Gal(Kp7 /Kn) = X7 /un neY
(it) Lorsque T est différent de T, il eziste un sous-A-module Y de Xt
tel que pour n > ny,
Gal(Kp & /Kn) = X JwnnoY
Preuve. 11 suffit dc reprendre la preuve du lemme 13.18 de [31] tout en
notant que : (i) toute extension K'/K de LJ/K, S|S-décomposée, est
S-décomposée ; (ii) toute extension K'/K de LL/K, T|T-décomposée, est
T-décomposée. O
Remarque. Le lemme de Nakayama indique que les A-modules XTS et X ST
sont de type fini.
Proposition 2.8. Notons par Gnps (reps. GiT) le groupe de Galois
Gal(Kn,s/Kp) (resp. Gal(K;S;T/Kn)).
(i) S’il existe deux entiers m > n > 0 pour lesquels dyGm s = dpGn g,
alors pg =rg =0y
(i) S'il eziste deuz entiers m >n > ng pour lesquels dyG5 1 = dpG5, 1,
alors p3. =13 = 0.
Preuve. Ces deux points sont une conséquence immédiate des lemmes 2.2,
2.4 et 2.5. O

3. Les conditions de type “Leopoldt”
3.1. Quelques évidences.

Définition et Proposition. Les deux assertions suivantes sont équivalen-
tes
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(1) Q®z, G‘gb est un Qp-espace vectoriel de dimension dg — (r + 72 — 1)
(2) Le morphisme de Z,-modules ps : Z, ®z, Ex — H Upl est injectif
pesS

oudg = Z[KP : Qp). Lorsque ces conditions sont remplies, nous disons que

pes
K vérifie la S-condition arithmétique.

Définition. Lorsque le groupe H2(Gg, Qp/Z,) est trivial (ou encore quand
Hy(Gs,Zp) = 0), nous disons que K vérifie la S-condition cohomologique.

Lorsque S contient ’ensemble des places au-dessus de p, il y a équivalence
entre la S-condition cohomologique et la S-condition arithmétique (cf. par
exemple [24]). Pour le cas général, nous avons besoin du lemme suivant
(par exemple, cf. [20], [7] appendice) :

Lemme 3.1.
dpH2(Gs,Zy) < rkz,Ex — 1kz,Im(ps)

C’est plus ou moins une conséquence du lemme 3.2 & suivre.

Proposition 3.1. La S-condition arithmétique implique la S-condition co-
homologique.

Preuve. Si la S-condition arithmétique est vérifiée, alors d,Ho(Gs,Zp) =
0. Le lemme de Nakayama appliqué au Z,-module compact Ha(Gs,Zp)
permet de conclure. d

Notons que, comme pour la conjecture de Leopoldt, nous pouvons avancer
deux S-conditions faibles.

Définition. Soient Ko/K une Z,-extension de K contenue dans Kg et
Hs = Gal(Ks/Ku). Nous disons que le couple (K, S) vérifie
- la S-condition arithmétique faible de Leopoldt pour K. /K, si le
p-rang du noyau de ¢, g : Zp ®z Ex, — Us,, est borné ;
- la S-condition cohomologique faible de Leopoldt pour K /K, si le
groupe Ho(Hg,Zp) est trivial.

Proposition 3.2. 1) La S-condition cohomologique forte entraine la
S-condition cohomologique faible (pour toutes les Zy,-extensions Koo /K,
contenue dans Kg/K).

2) La S-condition arithmétique (resp. cohomologique ) faible pour Ko /K
implique que le p-rang des groupes Ho(Gn.s,Zy) est borné (UK" =Ky).

3) Si cdp(Gs) < 2, la S-condition arithmétique faible entraine la
S-condition cohomologique faible.

4) La S-condition arithmétique faible équivaut a ps = ds — (r1 +r2).
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Preuyve. 1) La S-condition cohomologique se traduit par la trivialité du
groupe H%(Gs/Qp/Zp). Maintenant la suite exacte de la proposition 2.6
montre que H?(Hs,Qp/Zy)' est trivial. Il en est de méme pour
HQ(HS’QP/ZP)°

2) La condition Ha(Hg, Zp) = 0 implique Ha(Gn s, Zp) ~ Xg™. Ainsi, la
suite des p-rang des groupes Ha(Ghr s, Zp) est bornée.

Enfin, le lemme 3.1 indique que si le S-défaut de Leopoldt est borné dans
Ko /K par m, alors le p-rang de Ha(Gr s, Zp) est aussi borné par m.

3) On s’inspire de [23], chapitre V, lemme 5.6.13. Puisque Gg est de
dimension cohomologique au plus 2, le groupe Ha(Hs, Zy) est un A-module
libre. Si la S-condition cohomologique faible est vérifiée, d’aprées le point
2) le p-rang des groupes Ho(Ghn,s,Zp) est borné. De lim Hy(Gps,Zyp) =

n

Hy(Hg, Zy), on conclut alors aisément.
4) On rappelle que pour tout n,

rkZpG‘,’L{’S = p"ds — kg, Im(ps,) = p"(0s — (r1 +72)) + 1 + 1kgz ker(ys,)

Mais, d’un autre coté, le théoréme de structure nous indique que rkz, Gf:’s =
p"ps + O(1). On conclut alors facilement.

3.2. S-conditions et dimension cohomologique. Commencons par re-
marquer que la dimension cohomolgique de Gg est fortement liée a la
S-condition arithmétique.

Proposition 3.3. (i) Si la S-condition arithmétique faible est vérifiée le
long de Kg/K, c’est a dire s’il existe une constante c telle que pour tout
corps de nombres L contenu dans Kg/K, le Zp-rang du noyau de o1, g :=
B, — Uﬁ’ g est borné par c, alors ou bien Gg est fini ou bien la dimension
cohomologique de Gg est au plus 2.

(i1) Si la S-dimension arithmétique forte est vérifiée le long de Kg/K,
alors la dimension cohomologique de Gg est au plus 2.

Avant de passer a la preuve de ceci, nous rappellerons un lemme bien
connu.

Lemme 3.2. Soit G un pro-p-groupe pour lequel H'(G,F,) et H*(G,Fp)
sont finis. Alors

dpHa(G, Zp) — kg, G = x2(G) — 1,
ot x2(G) est la caractéristique d’Euler-Poincaré de G tronquée a l'ordre 2.

Preuve. La preuve de la proposition 2.5 a fait apparaitre l'identité
dpH?(G,F,) = dpHs(G, Zp) + d,GP[p).

On a donc bien : dH?(G,F,) = dpH2(G,Fp) = dpHo(G, Zp) + dpyG® —
rkz, G, d
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Remarque. C’est en partie ce lemme qui permet de montrer le lemme 3.1.

Preuve de la proposition 3.3. Avant toute chose, rappelons que pour un pro-
p-groupe M, la caractéristique d’Euler-Poincaré x2(M) tronquée a I'ordre
2 est définie par : x2(M) := 1 — dp,H'(M,F,) + d, H?(M, F), lorsque tout
ceci a un sens.

(i) Soit U un sous-groupe ouvert de Gs. Notons par L le corps de nombres
associé par la théorie de Galois & U. D’apres le lemme 3.2, x2(U) =1 —
tkz, U + dyH3(U,Zp) = 1 = (G : U)ds + kg Imor s + dpHa(U, Zy) et
également x2(Gs) =1 — dg + rkz, Impg + d, Ho(G, Zy).

Il vient ainsi, d’apres le lemme 3.1, x2(Gg) < 71 + 79 — ds.

Si 'on suppose que dans l'extension Kg/K le défaut de la S-condition
arithmétique est borné par c, alors tkz, U% < (L : K)(ds—(r1+72))+c+1. Il
vient ainsi x2(U) > dpH2(U, Zp)—(L : K)(dg—(r1+72))—c. Par conséquent,
c+ x2(U) > [Gs : Ul(r1 + 12 — ds) > [Gs : Ulx2(Gs). On conclut avec le
résultat de Schmidt (cf. proposition 2.2).

(ii) Supposons la S-condition arithmétique satisfaite le long de Kg/K.
Pour tout ouvert U de G, le groupe Ha(U, Zp) est trivial. Il vient ainsi :
x2(U) = (Gs : U)(ds — (r1+7r2)). Par conséquent, x2 est multiplicatif pour
les ouverts de Gg. Le point 3 de la proposition 2.1 permet de conclure. [J

Nous venons de voir qu’une certaine condition arithmétique le long de G
impliquait que la dimension de Gg est au plus 2. Citons un autre résultat
dans ce sens.

Proposition 3.4. Si K vérifie la S-condition arithmétique et s’il existe
une Zp-extension Koo /K pour laquelle rs = 0, alors cd,(Gs) < 2.

Preuve. D’aprés la proposition 3.1, H?(Gs,Qp/Z,) = 0. La conclusion
découle alors immédiatement de la proposition 2.7. (]

C’est ce résultat que nous utiliserons. Ces conditions sont parfaitement
adaptées aux calculs : la condition arithmétique se teste apres réduction
modulo une puissance p* convenable ; la condition rg = 0 se teste avec
le lemme de Nakayama (aprés quelques calculs dans les premiers étages
de Koo /K : voir la proposition 2.8 pour une premiere version brute, et la
section 5 pour une version plus fine).

Notons que le cas des corps quadratiques trouve une réponse immédiate
grace & un résultat de Gillard [6].

Proposition 3.5. Soit K/Kq une extension abélienne d’un corps quadra-

tique imaginaire Ko. Soit S C S, un sous-ensemble non-vide de places de

K au-dessus de p stable par Gal(K/Ko). Enfin, soit Gg = Gal(Kg/K).
Alors la dimension cohomologique de Gg est au plus 2.
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Preuve. Si S contient toutes les places au-dessus de p, c’est bien connu.
Supposons que S ne contient qu'une place au-dessus de p. L’extension
Ko,s/Ko ne contient qu’une Zy-extension Ko . Gillard dans [6] a montré
que pour la Z,-extension Ko K/K, l'invariant us de Gal(Ks/Ko oK)
est trivial (cf. également [28]).

Ensuite g est injective, c’est classique. Le théoréme 3.4 s’applique. [

Remarque. (i) Plus généralement, Wingberg, dans [32], montre que si
ps = 0 et que si la S-condition arithmétique faible est vérifiée, alors Xs n’a
pas de sous-module fini. Si I'on suppose de plus rg = 0, on obtient alors
que le groupe Gal(Kg/Ko) est libre.

(ii) On peut noter que la conjecture de Schanuel (cf. [14], [20], ...) as-
sociée a la proposition 3.4 permet de remplacer dans la proposition 3.5 la
condition “K/Kg abélienne” par “K/Kg galoisienne”.

Enfin, nous avons vu que la condition arithmétique impliquait la condi-
tion cohomologique. Que peut-on dire de la réciproque ?

Proposition 3.6. Soient K un corps de nombres et S C S, un sous-
ensemble de places de K au-dessus de p. Soit Kg la pro-p-extension maz-
imale de K, S-ramifiée ; Gg = Gal(Kg/K). Supposons Gg de dimension
cohomologique au plus 2. Alors pour toute extension L/K de corps de nom-
bres contenue dans Kg/K, il vient :

dpH>(GL,s,Zp) — dpker(pv,s) = [L : K] (dpH2(GK,s, Zp) — dpker(¢k,s))

Preuve. Soit H = Gal(Kg/L). Comme Gg est de dimension cohomologique
au plus 2, la caractéristique d’Euler-Poincaré s’arréte au plus au troisiéme
terme et elle est multiplicative dans Kg/K. 1l suffit alors de noter que
rkZpGL,S = TkZpHab =0Ls — [L:K]|(r1 +7r2) + 1 + ker(pr, S). O

On en déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 3.1. (i) Sicdp(Gs) = 1, la S-condition arithmétique est vérifiée
pour (K, S) si et seulement si elle est conservée dans Kg/K.

(ii) Supposons que la dimension cohomologique de Ggs est au plus 2 et
que K vérifie la S-condition arithmétique. Alors, pour toute extension finie
L/K contenue dans Kg,

dpker(¢r,s) = dpyH2(GL,5, Zp)

En particulier, dans ce cas, il y a équivalence entre la S-condition coho-
mologique et la S-condition arithmétique.

3.3. S-conditions et polyndéme caractéristique. Des informations sur
les S-conditions cohomologiques peuvent se déduire & partir du A-module
Xs, le point de départ étant la proposition suivante :
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Proposition 3.7. Soit Koo/K une Zy-extension contenue dans Kg/K.
Alors la S-condition cohomologique est vérifiée pour K si et seulement si la
S-condition cohomologique faible Uest et XgX = (‘9\,’5)F =0.

Preuve. C’est la proposition 2.6. |

Proposition 3.8. Supposons que Xs n’a pas de sous A-module fini. Alors,
la S-condition cohomologique est vraie a l'étage K, de Koo /K si et seule-
ment si, la S-condition cohomologique faible l’est et si le polynome car-
actéristique Ps de Xg est premier avec wy.

La preuve de cette proposition repose sur le lemme suivant :

Lemme 3.3. Soit X un A-module de type fini n’ayant pas de sous-A-module
fini. Alors, pour tout n, X** = 0 équivaut 4 w, et Py premiers entre eux,
ou Py = H fibi est le polynome caractéristique de X.

1

Preuve. Par hypotheése, il existe un morphisme injectif de A-modules ¢ :
X—->E=NoP, A/(flb’) a conoyau fini.

Soit z € X tel que wpx = 0. Alors wpé(z) = 0. Si pour tout 4, (fi,wn) =
1, alors ¢(x) =0 et ainsi z = 0.

Réciproquement. Supposons w, et f; non premiers entre eux, pour un
certain indice ¢. Il existe y € £ avec Zyy ~ Z;, et tel que wpy = 0. D’autre
part, il existe également b € B et x € X tels que y = ¢(z) + b. En
particulier, #Bwy, -y = ¢(wp#B - x) = 0, et ainsi w, #B -z = 0. Par
conséquent, #B -x € X“. Comme < y >z, est sans-torsion, on en déduit
que X" est non trivial. O

Preuve de la proposition 3.8. Supposons la S-condition cohomologique
vérifiée pour K,. Alors, d’une part, la S-condition cohomologique faible
est satisfaite : Ho(Hg,Zp) est trivial. Et d’autre part, d’apres la proposi-
tion 2.6 et le lemme 3.3, Ps et w, sont premiers entre eux. La conclusion
en découle.

La réciproque se montre de fagon identique. a

Corollaire 3.2. (i) Si la S-condition arithmétique forte est satisfaite pour
un étage K, de Koo /K, alors la S-condition arithmétique faible est satisfaite
pour Koo /K.

(i1) Supposons la S-condition arithmétique faible vérifiée pour Koo/K.
Alors pour tout étage K,, de Koo/K, la S-condition arithmétique forte et la
S-condition cohomologique forte sont équivalentes.

Preuve. (i) Supposons la S-condition arithmétique forte réalisée pour K,.
La S-condition cohomologique forte est donc aussi réalisée pour le corps
K,. Alors, Xs n’a pas de sous-Z[[["”"]]-module fini et donc n’a pas de
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sous A-module fini. D’autre part, d’apres la proposition 3.8, le polynome
Ps =TI, fz.bi est premier & w,. Maintenant, il est bien connu (cf. [31], par
exemple), que pour un polynéme irréductible f, f et w, sont premiers entre
eux si et seulement si, le quotient A/(f,wy) est fini. Ainsi, rkz ,Xs JwnXs =
p'ps + D ;tkz, A/( fib",wn) = p"pg. Il suffit ensuite de se rappeler que
tkz, Xg/wnXs = IkZPGZI,’S—l = p™(ds—(r1+72)) +1kg ker(yps,) = p"(6s—
(r1 4+ r2)), ceci par hypothese. Ainsi, ps = dg — (r1 + 72), ce qui indique
que la S-condition arithmétique faible est vérifiée dans Koo /K.

(ii) Il faut donc montrer, pour un étage K, de K /K, que la S-condition
cohomologique implique la S-condition arithmétique.

Supposons donc satisfaite la S-condition cohomologique a I’étage K,,.
Alors X5 n’a pas de sous-A-module fini. La proposition 3.8 nous indique que
Pgs est premier a w,. Par conséquent, rkZpG;’Lf’S—l = rkz,Xs JwnXs = pps.
Mais par hypothese, pg = dg — (r1 +12). Et ainsi, pg, : Zp ® Ex, — Uén
est injectif. |

Pour terminer, notons qu’un nombre fini de calculs le long de Ko /K
permet de s’assurer dans certains cas si la S-condition arithmétique forte
le long de Koo /K est réalisée ou non. En effet :

Corollaire 3.3. Supposons la quantité kapG%IfS — p"ps bornée par une
constante c+ 1. Alors la S-condition arithmétique est vérifiée pour tous les
étages K, de Ko /K si et seulement si, elle est vérifiée pour le corps K ainsi
que le corps Ky, ot m est le plus grand entier vérifiant (p — 1)p™~! < c.

Preuve. Supposons assurée la S-condition arithmétique pour K. Ainsi : (i)
la S-condition arithmétique faible est satisfaite dans Koo /K (cf. corollaire
3.2); (ii) Ha(Gs,Zp) est trivial.

Soit m le plus grand entier vérifiant (p — 1)p™ < c.

D’apres la proposition 3.8, pour n < m, Pg et w, sont premiers entre eux.
Pour conclure, il suffit alors de noter que pour j > 0, nécessairement f; et
Wm+j sont aussi premiers entre eux : en effet, sinon, (Wm+jm) = (fi) pour
un certain entier j > 0 (se rappeler que les polynémes f; sont irréductibles)
et alors, on aurait »_, A/(fi,wm+j) > ¢, et ainsi, tkz, Gmij,5 — p™tipg =
tkz, Xs/wmyj + 1 — pP™ps = dpker(ps,, ;) + 2 A/ (fiywmyj) + 1 >
¢+ 1, d’ou la contradiction. La proposition 3.8 s’applique : la S-condition
cohomologique est vérifiée le long de Ko /K. D’apres le corollaire 3.2, il en
est de méme pour la S-condition arithmétique. |

3.4. S-conditions et A-torsion de Xs. Notons par 7gs le sous-A-module
de torsion de Xjg.

Le quotient Xg/7g est un A-module de type fini sans torsion. En parti-
culier, Xs/7s n’a pas de sous-module fini. Le théoréme de structure nous
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indique alors 'existence d’un A-module fini B tel que ’on ait la suite exacte
de A-modules :
1— Xg/Tg — APS — B — 1

Appliquant wy, a cette suite puis utilisant le lemme du serpent, on obtient :

1 — BY" — Xs/(Tg+wnXs) — APS Jw,APS = Zgnps — B/wp,B —'1

Ainsi, B~ est exactement la partie de torsion du Z,-module de type fini
Xs/(Ts + wnXs).
Ce dernier A-module apparait dans la suite exacte :

1 — (Ts + wpdXs)/wnXs — Xg/wnXs — Xs/(Ts + wpXs) — 1
ot (Ts + wn)Xs/wnXs est naturellement isomorphe au module 7g/wy7s.

Lemme 3.4. Si la S-condition cohomologique est vérifiée pour tout étage
K, de K /K, alors Tg/wnTg est fini.

Preuve. En effet, le A-module 7g/w,7g est annulé a la fois par wy, et &
la fois par p*Pg, ou @ = max;a; (cf. section 2.2). Par hypothése, ces
polynémes sont premiers entre eux, et ainsi 7g/wp7g est fini. O

A présent, supposons vérifiée la S-condition cohomologique forte & chaque
étage K,, de Koo /K. La suite exacte précédente de Z,-modules devient dans
ce cas :

1— %/wnTS — Toer(XS/wnXS) — BY" — 1
Ainsi,
Corollaire 3.4. Lorsque la S-condition cohomologique forte est vérifiée le

long de Ko /K, le quotient Tg/wnTg s’injecte dans la torsion de G‘:L{’S.

Ceci va nous permettre de montrer que si le rang de Torz, (G%) ne croit
pas suffisament vite, alors rg est trivial.

Proposition 3.9. Supposons la S-condition cohomologique vérifiée a cha-
que étage Ky, de Koo /K.
(a) S’il existe n > 0 pour lequel

dyTorz, (fos) <n,

alors : (i) Ts/pTs est fini ; (ii) rs = 0.
(b) S’il existe n > 0 pour lequel

#Torz, (Gpls) < p",
alors : (i) Tg est trivial; (ii) A\g = rg = 0.
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Preuve. (a). Sin =0, alors T7g/X7gs = 0. Par le lemme de Nakayama, on
en déduit que 7Tg est trivial.
Pour n > 0, on a la suite de quotients :

Ts/(Ts + wnTs) - Ts/(pTs + wn—1Tg) — - -+ — Ts/(pTs + X Ts)

Comme d,T5/wnTs < n, on est assuré que : ou bien Tg/ X 7Tg est trivial ; ou
bien que pour un certain entier m, 7g/(p7s+wm7s) ~ Ts/(pTs +wm+17Ts).
Dans le premier cas, on a 7g = 0. Dans le second, il vient pTs + w,Ts =
PTs + wm+1,mwmTs, et ainsi wy,Tg +pTs/pTs est trivial, et ce par le lemme
de Nakayama. Par conséquent, w,,7s C pZs. Ainsi, le quotient Tg/p7g, qui
est isomorphe & Tg/(wm7Ts + pTg), est fini, car Tg/wmTs — Toer(G;‘,'L” s)
Pest, ce qui prouve (i). D’apres le lemme de Nakayama, le Z,-module
compact Tg (car Xg l'est) est donc de type fini, et ainsi rg = 0.

(b) Le point (i) implique clairement (ii).

Montrons donc (i).

Sin =0, alors Tg/X7Tg = 0. Par le lemme de Nakayama, on en déduit
que 7g est trivial.

Pour n > 0, on a la suite de quotients :

TS/WnIZS” - %/wn—l o » TS/X,I:S'

Comme #7g/wnTs < p", on est assuré que : ou bien Tg/XTg est trivial;
ou bien que pour un certain entier m, 7s/wm7Ts ~ T /wm+1Tg. Dans le
premier cas, on a 7g = 0. Dans le second, il vient w41 mwmZs = wn7s,
et ainsi wy,7g = 0. Or,

T ~ Ts/wmTs — Torz, (G 5)

Par conséquent, 7g est fini. La S-condition cohomologique étant vérifiée,
Xs n’a donc pas de sous-A-module fini. En conclusion, 7g = 0. O

Remarque. Restons dans la situation ou la S-condition cohomologique le
long de Koo /K est vérifiée.
Supposons que la norme de Toer(G,‘,‘L’fs) vers Torz, ( ‘}lﬁ_l’ g) est un iso-

morphisme pour un entier n. Alors, le diagramme commutatif
Ts/wpyTs — Tor(Xs/wpXs) — B~ — 1

Wn+1,n

Ts/wns1Ts — Tor(Xs/wpi1Xs) — B —s 1

o qs Wn+1, . . .
nous indique que B¥n+! “5" B¥n est aussi un isomorphisme.

Le lemme du serpent appliqué a
B — B — w,B

Wn41,n [ Wn+1,n I\ incl T

B¥n+1 < B —» wnpB
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montre que BY“n+ln est trivial. Par conséquent, d’apres le lemme de
Nakayama, B l’est aussi. On obtient, dans ce cas, et pour tout n, que
G% est sans-torsion.

On peut alors faire la remarque suivante. Supposons les conditions de
la proposition 3.9 satisfaites (cf. section 6). Pour n >> 0, les groupes de
torsion de G;’l{’S sont isomorphes, mais cet isomorphisme ne provient pas de
la norme (lorsque ceux-ci ne sont pas triviaux). Ce qui indique que, pour
n >> 0, une partie de torsion a I’étage n est absorbée par les Z,-extensions
du (n + 1)-eme étage.

Pour plus de détails sur ce module de torsion, on renvoit par exemple a
[14].

4. Zp-extensions et logarithme de Gras.

Certains renseignements sur extension K‘é” /K s’obtiennent apres calcul
dans un corps de rayon Ky, adapté. Par exemple, rappelons comment on
peut calculer de cette fagon le p-rang de Gg.

4.1. Calcul de d,(Gg). Le rayon & prendre est facile & déterminer lorsque
K contient les racines p-émes de l'unité. Il découle de la proposition suiv-
ante :

Proposition 4.1. Soit K,/Q, un corps local contenant les racines p-émes
de Uunité. Soit m une uniformisante de K. Posons a = pe(K,/Qp)/(p—1).
Le plus petit entier n pour lequel U™ est contenu dans Kg est l'entier a+ 1.
Ce dernier est appelé module d’hyperprimalité de K,/Q,.

Corollaire 4.1. Supposons que les racines p-émes de l'unité sont dans K.
Le compositum L des p-extensions élémentaires de K contenues dans Kg
est contenu dans l’extension K; de K de conducteur §f = Hpe g p®* L on

ap = pe(Kp/Qp)/(p — 1).

Corollaire 4.2. Soit le module m = H p* L. Alors, lorsque K contient

peS
les racines p-emes de l'unité, d,Gg = dpClg m-
p ’ i 4 P ]

4.2. Le logarithme de Gras. Fixons S un ensemble fini de premiers
de K au-dessus de p. Pour un idéal A de Ix s (idéaux fractionnaires
de K premiers & S), le logarithme Log(2) de A relativement & S est
défini comme suit : Soient n € N et x € Ok tels que A” = (z). On
pose Log' (%) = 1/n]],cslog,(z) € J[,Kp puis Log() = Log'(A) +
QpLog'(Ex) mod Q,Log'(Exk).

On peut noter que le logarithme sur les idéaux de Ik s est défini & partir
d’un systéme de générateurs du groupes des classes de K et du logarithme
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Log(Pk) des idéaux principaux Px. Le théoreme d’approximation indique
alors que Log(Pk) = [[es log,(Uy) + QpLog'(Ex) mod QpLog'(Exk).

Le théoréme suivant est au coeur des calculs & venir. Il permet, entre
autre, de décrire la loi de décomposition des idéaux premiers dans une
Zy-extension.

Théoréme 4.1 (Gras, cf. [7], chapitre III, théoreme 2.5). 1) Notons par

Kg le compositum des Zy-extensions de K contenues dans S. Il vient alors
la suite exacte :

1— TOI‘(ng) — Ik s BE< Log(Ik,s) >z,— 1,

ot < Log(Ik.s) >z, ~" Gal(Ks/K).

2) Pour p ¢ S, le groupe de décomposition de p dans Kg/K est donné
par Zy, Log(p).

8) L’ordre de la torsion Tor(GY) de G¥ est donné par la formule :

|Zp ® Clk|

(Z,Log(Clx) + Log(U4) : Log(U))

4) Enfin, [K¥ NKs : K] = (Z,Log(Clk) + Log(U}) : Log(U})), ou KH
est le corps de Hilbert de K.

|Tor(G¥)| = |Torz, (Us/¢k,s(Ex))| X

A noter que dans [10], on trouve une généralisation du logarithme de
Gras.

4.3. Recherche des Z)-extensions de K. Commengons par une simple
question. Soit L une sous-extension finie de Kg/K. A quelle condition,
le corps de nombres L est-il un étage d’une Z,-extension de K 7 C’est le
“logarithme de Gras” qui va nous permettre de répondre explicitement a
cette question. Précisons notre situation.

Soit un corps de nombres K contenant les racines p-émes de 'unité.
Soit S C S, un sous-ensemble de places de K tel que le Z,-rang de G¥
est au moins 1. Soit K; le i-eme étage d’une Zy,-extension de K contenue
dans Kg/K. On veut déterminer toutes les p-extensions élémentaires L =
K;(¥/a) de K; qui correspondent au i + 1-éme étage d’une Zy-extension de
Ks/K.

Il y a deux volets. D’une part, il faut déterminer si L = K;(¥/«) est dans
le compositum I,(vs des Z,-extensions de K contenues dans Kg : c’est le
logarithme de Gras qui va permettre de répondre. D’autre part, il faut voir
si L est ’étage d’une Zy-extension. Pour ce second point, on peut s’appuyer
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sur le lemme suivant, conséquence d’un résultat élémentaire & propos des
modules sur les anneaux principaux.

Lemme 4.1. Soient K C L C I~(5. Alors L est l’étage d’une Zy-extension
de K si et seulement si, L/K est cyclique.

Preuve. Un sens est évident. Réciproquement. Supposons L/K cyclique.
Soit H le sous-groupe de G = Gal(Kgs/K) vérifiant G/H ~ Gal(L/K) ~
Z/p"Z. Le Zp-module H est de méme rang r que G. D’apres la théorie
des diviseurs élémentaires, il existe une Zy-base {e1,--- ,e,} de G telle que
{e1,--- ,er—1,p"er} soit aussi une base de H. Soit H' = Zpe1+- - -+Zper_1.
Alors H' C H. Le sous-corps de I~(S fixé par H' contient L et c’est aussi
une Zy-extension de K. O

La recherche va alors se faire en trois étapes.

(i) Déterminer, a l’aide de la théorie de Kummer, toutes les extensions
p-€lémentaires de K; contenues dans Kg. Parmi celles-ci, trouver celles qui
sont abéliennes puis cycliques sur K ;

(i) Déterminer un conducteur f de K tel que K contient toutes les p-
extensions élémentaires de K; abéliennes sur K.

Trouver ensuite un systéme de Frobenius frob(p()),--- , frob(p(™) en-
gendrant le groupe Gal(K;/K;) C Gal(Ks/K) (il faut s’assurer que pour
i=1,---,7 pl9 est premier & p) . Notons par €2 une telle famille.

Le lemme suivant est une application immédiate du théoreme 4.1.

Lemme 4.2. Soit Qi+ 1) =
T
{6 = [ frob(p®)*,p® € Q,0; =0,--- ,p— 1 | Log(b) € p"*'Loglk s}
i

Alors le sous-corps mazimal de K; fizé par tous les éléments de Q(i+1) est
le compositum de tous les i + 1-étages de Ks/K.

(iii) Enfin, la proposition suivante permet de conclure.

Proposition 4.2. Soit L = K;(¢/a)/K une sous-extension cyclique de
Ks/K. Le corps Ki(¥/a) est le i + 1-étage d’une Zy-extension de Kg/K
si et seulement si, pour tout b = [[} frob(p®)% € Q(i + 1),

T a aj
oy = 1,
jI:—[l (S:p(ﬁ)

ot P, j=1,--- 1 est un premier (quelconque) de K; au-dessus de pl9).
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Preuve. Notons tout d’abord que par le choix de f, L est un sous-corps de
K;. Pour j =1,---,r, l'idéal p\) est décomposé dans K;/K. Ainsi, on a la
propriété suivante du symbole d’Artin :

. () ()
frob(P(])) = (Igf;K) = (qu/;{z)

pour n’importe quel idéal premier P de K; au-dessus de p(). Ensuite,

()
Tp) g, = <§B ) Ainsi, il vient :

L/K;

( b >€/_ H B “J‘{r ﬁ(a)aj{)/_
N — = —_— o = vty Q.
Ki(¢/a)/K; o \Ki(¥)/K; i \BY)

Le lemme 4.2 permet finalement de conclure . O

5. A propos du théoréme du miroir

Choisissons maintenant T" et S vérifiant SUT = S,. Supposons toujours
également que Kg/K contient une Z,-extension Ko, /K.

Nous désirons appliquer un résultat de dualité le long de K/K. Pour
ce faire, nous allons supposer que K contient les racines p-emes de l'unité.
Il va alors étre possible de donner des informations sur les invariants rg et
ps de Xg a partir du A-module Xi? . A noter que contrairement & la Z,-
extension cyclotomique, K, /K ne va contenir qu’un nombre fini de racines
de I'unités, nous empéchant d’obtenir théoriquement des renseignements
sur l'invariant Ag.

Ceci nous permettra de donner un critére de nullité de 'invariant rg.
Celui-ci est adapté a la situation “déséquilibrée”, c’est a dire lorsque dg est
bien plus grand que d7.

Pour ’étude d’une telle dualité dans le cas cyclotomique, nous renvoyons
a [15].

Proposition 5.1. Soit K un corps totalement imaginaire contenant les
racines p-émes de Uunité. Soit Koo/K une Zy-extension contenue dans
Kg/K. Notons par (p%,15, A7) (respectivement (p3,13,A%)) les invariants
du A-module XE (respectivement X3 ) relativement d Gal(Koo/K). Notons
par § (respectivement t) le nombre de places de S (respectivement de T')
totalement décomposées dans Koo /K. Il vient alors la formule suivante :

9s
2

Preyve. Nous allons utiliser une identité due & Gras que ’on peut trouver
dans [7] (théoréme 4.6, chapitre I).

o - _
S it ok trh=F + i+ pf 4o
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Proposition 5.2. Sous la condition T U S = Sp, nous avons pour chaque
étage Ky, la formule

dpGl 1 — dpGY g = tn — sn + 01, — T2(Kp)

D’apres les lemmes 2.1, 2.4 et 2.5, asymptotiquement cette formule de-
vient

(3 +15) — p"(05 +15) = p™(F - 3) + p"or — p"ra + O(1)

On conclut en notant que 2ry = é7 + dg. a

Nous sommes en mesure de pouvoir donner un critére de nullité de
I'invariant rg.

Corollaire 5.1. Sous les hypotheses de la proposition 5.1, il vient

r§ < §+pP+r7
Ainsi dés lors quet = § = pf‘lqﬂ rT—O onarg=0cetps=1/2(0s—0r) =
05 — T9.

Preuve. A V'étage Ky, le Z,-rang du groupe Gal(KZ‘ s/Kn) est exactement
égal a ds, —rkz, s, (Eggn) et est donc minoré par dgk,,) — (r2(Kn) +tn —1).
Pour n assez grand le Z,-rang de Gal(KZ; s/Kn) est donc minoré par :

p"(ds) —p"(r2 + )+ 0(1)
On a donc 'inégalité (avec le lemme 2.1)

p"ps > p"s —p"(re +t) + O(1)
qui permet d’obtenir
pg >0 —r9g—1t

Reportant cette inégalité dans celle de la proposition 5.1 et en notant que
ro = 6% 4+ 6T, on obtient bien :

§ <5+ p7+17.

Lorsque § = p% = r% = 0, il vient rg = 0. Maintenant si ¢ = 0, cela

signifie qu’il n’y a qu’un nombre fini de places dans K /K au-dessus des
places de T. Or on passe de Xg a XST en quotientant par les groupes de
décomposition des places de T, chacun étant cyclique ou pro-cyclique. Ces
groupes étant en nombre fini, le quotient ne change pas 'invariant r et par
conséquent rg = rL 5 =0.

La formule de la proposition 5.1 montre alors que pS =1/2(0s—6r). La
aussi, comme ¢ = 0, on conclut en notant que pS = ps. O
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Remarque. Soit K,, un étage de Ko/K ol toutes les places inertes et
ramifiées de S, dans Koo /K le sont totalement dans Koo/Kp,. Supposons
qu'il existe n > ng tel que dst’T = dpGg +1,7- Alors, pour tout m > n, on
a dpG;f’T = dpGTSn’T. Utilisant ensuite le proposition 5.2, on obtient, pour

tout m > n, dyGr, g = —tm + 5m — P07 + pry + dpG 1.

Nous allons montrer que dans un certain sens, le corollaire 5.1 est opti-
mal.

Mais avant d’énoncer le résultat, remarquons que la section 4, peut étre
développée dans un contexte un peu plus général, en considérant des pro-p-
extensions S-ramifiées et T-décomposées (avec T non nécessairement con-
tenu dans Sp). D’apres le lemme 2.4, la lecture & chaque étage K, du
groupe G;‘I;’gb est alors relativement simple. Comme pour le cas T = ), il
alors est naturel d’introduire les notions de S — T-conditions arithmétiques
faibles et fortes, cohomologiques faibles et fortes. Les résultats de la section
4 restent alors parfaitement valables dans ce cadre.

Revenons au contexte de cette section. On suppose donc SUT = S,
mais également que pour une Zy-extension Ko /K contenue dans Kg, il
vient T = T.

Cela signifie en particulier que la quantité dg —rkZpgo(Egg ) n’est pas nulle.

Alors sous ces conditions, on a la proposition suivante :

Proposition 5.3. Supposons le morphisme pg : Zp ® E;-’g — U é injectif
(c’est ce que l'on peut appeler la S—T condition arithmétique forte). Alors,
r5=r§=r§+pqs~+§
Preuve. La S—T-condition arithmétique est satisfaite pour le corps K. Cela
signifie que pour toute Z,-extension K /K contenue dans Kg JK,laS—-T
condition arithmétique faible est vérifiée, & savoir : p§ = dg — (r1+r2 +1),
ceci d’apres les propositions 3.1, 3.2 et le lemme 3.2. Il en est de méme pour
la S-condition arithmétique faible le long de toute Z,-extension contenue

dans Ks/K 1 ps =065 —(r+ 7'2).

Ainsi, pour une Zp-extension K /K contenue dans Kg /K, la proposition
5.1 nous donne exactement : 15 = p3. + 13 + 3.

De plus,

b
rkz, Gal(Ky s/Kn)™ = p"(ps —t) + O(1)
rkz, Gal(Kn,s/Kn)® = p"ps + O(1).

Il vient ainsi :
tkz, < Dpp, P € T, >=p"t + O(1),
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ou Dy, ¢ est le groupe de décomposition de °f dans ’extension K%{’S /Kp. Les
groupes D, sy étant procyclique, il vient dp < Dy, 3,B € T, >=p"t+O(1).

Pour finir, I'égalité (p§ + r§)p™ = (ps + r5)p™ — dp < Dpgp,B € T, >
+0(1), devient apres simplification :

r§ =rg—t+1/p"dy < Do, P € T, > +1/p"0(1)

d’olt 1§ = rg. O

Cette proposition indique donc que pour montrer que I'invariant rg est
trivial, il est nécessaire d’effectuer un choix judicieux de la Z,-extension
Ko /K. L’exemple 6.2 illustrera ceci.

6. Deux exemples

Dans cette section, nous allons détailler deux exemples. Tout d’abord,
présentons notre démarche.

On se donne un corps de nombres K, un nombre premier p et un ensemble
fini S de places de K contenu dans Sj,.

e Dans un premier temps, le logarithme de Gras nous permet de privilé-
gier une Zjy-extension Ko, de K.

e Ensuite, on vérifie que K satisfait la S-condition arithmétique forte. Si
c’est le cas, le corollaire 3.2 et la proposition 3.2 montrent que l'invariant
ps du Zy[[Gal(Ko /K)]]-module Xg est exactement g — (r1 + 72).

¢ Dans un contexte favorable, le corollaire de dualité 5.1 permet de mon-
trer que ug = 0. La proposition 3.4 indique alors que la dimension coho-
mologique de Gg est au plus 2.

e Maintenant, si le corollaire 5.1 ne s’applique pas, on peut essayer la
proposition plus fine 3.9. Dans ce cas, il faut s’assurer que la S-condition
arithmétique est satisfaite le long de Koo /K. A noter que ce corollaire peut
également servir a montrer que l'invariant A\g est trivial.

e Le résultat de dualité de la remarque 5 peut permettre de donner une
majoration de la quantité rkz, G, s —p" ps le long de Ko /K. Si la situation
est bien choisie, cette majoration ne dépendra pas de n.

e Grace au corollaire 3.3, on s’assure, apres un nombre fini de calculs,
que la S-condition arithmétique (ou cohomologique) est vérifiée le long de
K /K. Si tel est le cas, une partie des hypotheses de la proposition 3.9 est
réunie.

e Enfin, si la partie de torsion de fo”s ne grandit pas trop vite, la
proposition 3.9 s’applique et ug est trivial.

6.1. Prenons K = Q(6), ou 6 vérifie 6* + 6% + 802 — 460 + 2 = 0.

La signature de K est (0,2). L’anneau des entiers Ok de K est monogene :
Ok =Z[f] ; Ex =< £1,¢ := 2076% — 3836% 4+ 1906 — 65 >. Le discriminant
de Ok vaut 132692 = 22 .72 . 677.
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Enfin, le groupe des classes de K est d’ordre 2, il est engendré par un
idéal p5 au-dessus de 5.
Il y a exactement deux places de K au-dessus de 2 : pgl) = (0) et ng) =

(2,1+6) = (17 + 30 + 26?). L’indice de ramification de pgl) est 3.

Prenons p = 2.

Exemple. Soit K = Q(f) avec 0 vérifiant 8%+ 03 +86% —46+2 = 0. Posons
S = {(0)}. 1l existe une Zs-extension K., de K contenue dans Kg/K telle
que

(i) Kg/Koo est libre ;
(ii) le A-module H% = Gal(Kg/Ko)® est un sous-A-module de A :=
Zp||Gal(Koo /K)]] d’indice fini (ps =1 et pg = Ag = 0).

De plus, la dimension cohomologique de Gg est exactement 2.

L’ensemble des calculs vont étre effectués dans Kp(l) ;™ = 0 est une
2

uniformisante de Kp(l) ; on notera par v = v, la valuation.
2
On sait tout d’abord que U;(l) ~tlo(l+m)=a(1+r) 2@ (14752,
2

voir par exemple [13].
On obtient ainsi la décomposition suivante de 'unité fondamentale :

e = (1 + 7r)2+...(1 + 7_r5)1+...(1 + 71.6)2-#"'

Rappelons ensuite que le logarithme défini par Gras donne I’isomor-
phisme suivant

Gal(IZTS/K) ~ log U:(l) + Q2 log(e) mod Q2 log(e),
2

ou log désigne le logarithme 2-adique dans Kp(l). (on identifiera log et Log).
2

Le groupe des classes de K est engendré par un premier p5 au-dessus de
5: ps = (5,3+0). Il vient pg = (z5) avec 25 = 3—80 — 02 — 63 et finalement
5= (1+7) 1+ 7r5)4("')(1 - 776)4("')

Ainsi clairement log(ps) = 1/2log(zs) € log U;(l).
2

Par conséquent,
(1/2108a5) +106U + Qatogte) : og U, + Qatog(e)) = 1
2 2

Il y a donc disjonction linéaire entre K# et Kg (cf. théoréme 4.1).
Notons ensuite que 5 = (1 + 6 + 02)% — 4(2 — 260 + 90% + 50°%). Ainsi
'extension quadratique K(,/z5)/K est non-ramifiée.
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Un calcul élémentaire montre que I’ordre de la torsion de G% est 2 (celui-
ci vaut 2 - #Torz, (log U}/ log(EK))).

Notons enfin que le morphisme g est (trivialement) injectif et ainsi
I'extension Kg/K contient deux Zg-extensions linéairement indépendantes.
On peut résumer tout ceci dans le

Lemme 6.1. (i) G¥ ~ Zy x Z/2Z.
(i) K(,/Z5) est le corps de Hilbert K de K. Il est linéairement disjoint
de I/{\:q

6.1.1. Les Zy-extensions de Kg/K. Comme ng) = (17 + 30 + 262), le

groupe de décomposition Dp(z) de p§2) dans Gal(f(g/K) correspond, via
2

le logarithme de Gras, & Zylog(17 + 30 + 20?) dans Qo logU ;(1) + Qqloge
2

mod Qs loge.
De I'égalité 17 + 30 + 262 = (1 + m)1t (1 + 7%+ (1 + 7)1, on en
déduit que le groupe Dp(z) est engendré par a; log(1+ ) +2aslog(1+7°) +
2

a3 log(147°) dans Z3 log U;(l) +Q2 loge mod Qg loge, avec a; € Z5 . Posons
2
T = 17 + 30 + 262

Remarquons ensuite que le premier 43 se décompose dans K en produit
de trois idéaux premiers principaux (non-ramifiés) dont 'un, noté pa3, est
de degré résiduel 1 : pyz = (=1 + 176 + 362 + 263). Posons x43 = —1 +
176 + 36% + 263.

On note ensuite que z43 = (14 7)1 4 (1 + 7%)1* (1 + 75)2+. Ainsi

log(z43) = b1 log(1 + 7) + by log(1 4 7°) + 2b3 log(1 + 7°)

avec b; € Z .

La famille {logz2,logz43,log(1 + 7)} constitue une base de log U;z(l)
(il suffit de noter que le déterminant de la matrice de passage est dans
Z3). Ensuite, il est facile de voir que le Zy-rang de < logz4s,logzs >
+Q2 log e mod Q9 log e vaut 2.

Montrons pour finir que log(l + 7) €< log z43,log za > +Qyloge. Sup-
posons qu'il existe une puissance de 2 non triviale et minimale, 2™, telle
que 2Mlog(l + m) = alogzys + Blogza + vloge, avec a, 3,y € Zs. En
regardant la composante en log(1 + 7®), on trouve 8 = 0 mod 2. Repor-
tant dans ’équation issue de la composante en log(l + 7), on en déduit
a = 0 mod 2, puis finalement v = 0 mod 2, ce qui contredit la minimalité
de m. Ainsi log(1 + 7) €< log z43,logzs > +Q2 loge.
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On vient donc de montrer que Gal(I,{T; /K) = Dp@)x < frob(psz) >.
2

Posons
—~ <frob(ps3z)>

(2)

Le sous-corps K, de Kg est une Zs-extension de K dans laquelle p,~ est

totalement inerte. La place pgl) est totalement ramifiée dans K, /K. Ainsi,

pour Koo /K, t = 5= 0.
6.1.2. Le premier étage de Ko /K.

Lemme 6.2. Les extensions quadratiques de K contenues dans Kg/K sont
les estensions K(V0), K(v/€), K(,/T5) ainsi que leurs compositums. Les
extensions quadratiques de K contenues dans Kg/K sont : K(y/E-5),
K(V0), K(vO-€-x5). Le premier étage de la Zy-extension Koo/K est le
corps K(v/@ - € - x5).

Preuve. On peut noter que z,e = 1 mod(ng))Q. Les extensions K(v/8),
K(/€) sont donc S-ramifiées.

On veut ensuite déterminer le p-radical de f{} /K. Tout va se passer dans
le corps de rayon Ky, de K pour m = (67).

Un calcul montre : Clgm = Z/4 x (Z/2)? =< Cl(ps), Cl(p}), Cl(p7) >,
ol ps, p5, p7 sont des idéaux premiers au-dessus de 5 et 7.
Il faut alors déterminer le développement de ces générateurs dans Up(l) :
2

o p2 = (25:=3-80—02—6%); 25 = (1+m)2+" (1 +7°)4) (1 +78)40);

o pi? = (zh ;= =5+ 80462+ 6%) ; exf = (14 m)0F (1 4 7B)8+
(1 +7r6)2+"';

o p? = (v7:=—-1+20-302—-0%) ; exy = (L + m)* (1 + %)%+
(14 78)4+

De Palgebre linéaire élémentaire dans Fo montre que seul Log(p;) €
2Loglk s (ici, 2(1) = {pr}). Ainsi le radical des 2-extensions élémentaires

de Kg/K est fixé par le frobenius de p7.

Comme (i) = (ﬂ> = <§> -1, <£—> = (é) = 1, concernant le
p7 pr 7 pr7 7

radical, on conclut facilement.

Pour finir, rappelons que la place py3 = (=1 + 170 + 362 + 26%) doit
étre décomposée dans K;/K. Comme 6 = 35 mod p43, € = 32 mod p43

0
et x5 = 26 mod p43, il vient, (—) = -1, <—€—) =+1, et <£) = -1,
P43 P43 P43

d’ou K1 = K(\/H &€ .’)35). O
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6.1.3. Les A-modules Xrﬁ et Xg . On peut calculer directement la torsion
de G‘ff’s et noter que celle-ci est d’ordre 2. Si ’on montre que la S-condition
cohomologique est satisfaite le long de K /K, alors la proposition 3.9 peut
s’appliquer, pour obtenir rg = Ag = 0, c’est a dire Hgb — A.

D’autre part, d’apreés le corollaire 3.4, on a c¢d(Gg) < 2. Comme le
groupe G‘gb a de la torsion, Gg n’est pas libre est ainsi cd(Ggs) = 2.

Il reste donc & s’assurer que ’on peut appliquer la proposition 3.9.

La stratégie va étre la suivante. Nous allons d’abord controler le rang
du défaut de la S-condition arithmétique le long de K /K. Pour ce faire,
nous allons utiliser la dualité le long de K, /K. Puis, nous appliquerons le
corollaire 3.3.

Lemme 6.3. On a l’égalité suivante :
d2G} = doGip =1
Preuve. D’apres la proposition 5.2, nous avons
dpG§ = dp,GL — 1

D’autre part, G¥ ~ Z2 x Clg. Comme ng) est inerte dans K /K, on a

d2GE =2, d'ott doGF = 1.
Au niveau du second étage, la proposition 4.1 indique
dpGi = dpGl g — 2

Apres calcul, on a : d2G1 g = 4. Comme la place de T est inerte dans
K /K, il vient : dgG{S =4 — 1 = 3. Par conséquent, dQGiT =1. O

A noter que 'on obtient des ici r% = p,f, = 0, ceci par la proposition
2.8. En fait, le module ng est de 2-rang égal & 1 et ainsi pour tout n,
dZG’I'Sl’,T == ]..

Utilisant la formule de la remarque 5, on en déduit dgGg g =2"4+1,
et ce pour tout entier n. L’extension K /K étant S-ramifiée mais pas
T-décomposée, on obtient que pour tout n, doGp g = 2" + 2 (car t, = 1).

On va appliquer le corollaire 3.3. Pour cela, on note que rkz, G%’S—pgn <
2. Ainsi le polynéme caractéristique Ps de X's ne peut-étre divisible que par
X ou bien par X + 2. Il faut donc vérifier que la S-condition arithmétique
est satisfaite pour K et K;. Pour K, c’est déja fait. Pour K; = K(a),
avec a® + 7a® + 260* + 56a% + a = 0, on note que Ex, =< £1 > x
< €1,69,69 >, tel que : e1 = 1+ 7!l + 713 mod(n!®), e3 = 1+ 7! mod(71%)
es = 1+ 72 + 7 + 1'% + 7'2 mod(7'5), ol 7 est une uniformisante du

complété de K; en 1'unique place 8 de K; au-dessus de p(Ql) .
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Si zsf’ = 1 est une relation linéaire entre les unités fondamentales ¢;
de K, avec a; € Zo, il suffit de la regarder modulo 7', pour obtenir a; = 0,
quelque soit ¢ = 1,2,3. La condition arithmétique est donc vérifiée pour
K;. Le corollaire 3.3 s’applique. La S-condition cohomologique est vérifiée
le long de K /K. O

Pour finir, notons que le corps K{K est absorbé dans une Zs-extension
de Kl.

6.2. L’exemple qui vient illustre la proposition 5.3.
Soit le corps K = Q(f), ot1 8 vérifie 610 + 26° + 268 + 7 + 2 = 0.

Le corps K est totalement imaginaire. L’anneau des entiers est Ok =
Z[6], Ex = +1 < £1,9,63,64 >, avec e; =07 + 05 + 05 +0* — 1,0 =07 +
2004205404 +034+602—1,e3 = 09403 +1 et 4 = 00+0"—0°+65—04+-63+1.

7

L’ideal 20k se factorise comme suit : 20k = pgl) ng) P4, OU pyg est un

idéal premier de degré résiduel 2.

Posons S = {pgl),p?)} et T = {ps}.

On peut alors vérifier que G¥ ~ Z35 x Z/2Z. En particulier, K vérifie la
S-condition arithmétique.

Exemple. Soit K(8) avec  vérifiant 610 + 26° + 268 + 67 + 2 = 0. Posons
S ={(6),(1+6)}.

(i) Il existe une Zs-extension Ko /K contenue dans Kg/K ou le
Z5[[Gal(Keo/K)]-module HY := Gal(Ks/Kw)® a pour invariant ps = 3
et ug = Ag =0.

(ii) Le groupe Gal(Kg/Kuo) est libre et la dimension cohomologique de
Gs est exactement 2.

(iii) Il existe une Zs-extension K/ /K contenue dans Kg/K ou le
Zo[[Gal(KL,/K)]]-module Hgab a pour invariant py = 3 et puy = 1. Le
groupe Gal(Kg/KL.,) est de dimension cohomologique 2.

Détaillons succintement cet exemple.

6.2.1. Une premiére Zo-extension. Le logarithme de Gras permet ensuite
de montrer que le corps K; = K(v0?2 + 6), de degré 20 sur Q, est le premier
étage d’une Zg-extension de K contenue dans Kg/K. Soit K une telle Zo-
extension. Pour cette Zo-extension, 'invariant pg de Xg := Gal(Kg/Ko)?
est donc égal & dg — (11 + r2) c’est & dire & 3.

On vérifie dans un premier temps que doGr = doG1 17 = 0.
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D’apres la proposition 2.8, X7 = 0. Il en est donc de méme pour X:;q .
D’apres la remarque 5, pour tout n, dQG;I;S =—t,+58,—2-2"+5.2™.
Ainsi, dan?S —2"pg < dQGz;S +t, < 2.

D’apres la proposition 3.1, la condition arithmétique est satisfaite le long
de K /K si et seulement si, elle ’est pour les corps K et Kj, ce que I'on
peut vérifier.

Pour Kj, on note ensuite que le 2-rang de Torz, (G(f,bs) est égal a 1.

La proposition 3.9 s’applique et ainsi rg = 0.
Par conséquent, le groupe Gal(Kg/Kx) est libre et donc ¢cd(Gs) = 2.

6.2.2. Une seconde Zs-extension. Posons ensuite S’ = {Pgl)} et TV =
{ng),p4}. Un calcul montre que le morphisme de Zs-modules pg =
Zo®EL — U;él) est injectif. Par conséquent, rkZng,’“b =7-(4+42)=1.
Il existe une unique Zo-extension K/  de K contenue dans Kg et dans

laquelle, les places ng) et p4 sont totalement décomposées. En fait, on a :
Gal(GL, /K) =~ Zs.

La proposition 5.3 indique que pour cette Zs-extension K/ /K, 'invariant
rs du Zso[[Gal(K’,/K)]]-module Gal(Ks/K.,)? est au moins 1. Calculons
sa valeur exacte : Le corps K| = K(v/—¢1-€2-€3 - 0) est le premier étage
de K/ /K. On vérifie ensuite que p’ 2 =13 = 0. Ainsi, la proposition 5.3
indique que l'invariant r's est égal & 1.

En résumé, le pro-2-groupe Gal(Kg/K.,) n’est pas libre. Il est de di-
mension cohomologique 2.
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