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Le théorème de Skolem-Noether pour les modules

sur des anneaux principaux

par ANNE CORTELLA et JEAN-PIERRE TIGNOL

RÉSUMÉ. Soit k un anneau principal et M un k-module de torsion
de type fini. Nous donnons une preuve élémentaire du fait que tout

automorphisme de k-algèbre de R = Endk M est intérieur.

ABSTRACT. Let 1~ be a principal ideal domain and M a torsion
k-module of finite type. ive give an elementary proof of the fact
that any k-algebra automorphism of R = End/c M is inner.

Introduction

D’après le théorème de Skolem-Noether classique, tout automorphisme
de l’algèbre des endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension fi-
nie sur un corps commutatif est intérieur. Ceci se généralise facilement
aux automorphismes d’une algèbre centrale simple (voir par exemple [Thz,
Th. 1.9 p4]).

L’obstruction SN R = Aut R/ Int R à cette propriété est connue pour
différents types d’algèbre R, par exemple pour les algèbres d’Azumaya sur
un anneau commutatif ([RZ]), l’obstruction étant alors un sous-groupe du
groupe de Picard de l’anneau de base.

Pour des algèbres d’endomorphismes, la détermination de cette obs-
truction constitue un cas particulier de la question de Baer-Kaplansky-
Wedderburn : quels peuvent être les isomorphismes d’algèbres, ou même
d’anneaux, entre deux algèbres d’endomorphismes de modules (éventuel-
lement même sur des anneaux distincts) ? Les réponses les plus naturelles
portent sur des modules libres ou projectifs, de type fini, sur des anneaux
commutatifs (voir l’article d’état des lieux fait par A.V. Mikhalev [M]).

Nous nous intéressons ici à une autre sorte de modules ayant une notion
de dualité : les modules de torsion de type fini sur un anneau principal.
Grâce aux théorèmes de structure sur ces modules, on se ramène aisément
à des modules fidèles de type fini sur un anneau local.

R. Baer en 1943 (dans (B1~) a montré que, modulo des hypothèses tech-
niques supplémentaires mais en type non nécessairement fini, le théorème
de Skolem-Noether vaut pour les algèbres d’endomorphismes de ce genre
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de modules. Sa démonstration utilise sa théorie ad-hoc des cycles sur l’en-
semble partiellement ordonné des sous-modules du module de départ.
En 1952, 1. Kaplansky ([K1],[K2]) donne une preuve complète du résultat

de Baer, reposant sur une longue étude spécifique des anneaux fidèles sur
un anneau local.

Nous donnons ici une preuve très courte du théorème de Skolem-Noether

pour les algèbres d’endomorphismes de modules de torsion de type fini sur
un anneau principal s’appuyant sur des résultats et des méthodes classiques
sur les anneaux non commutatifs (voir par exemple ~L 1~ ) .

Soit donc k un anneau principal et soit M un k-module de torsion de
type fini, notons R = Endk M. Dans une première partie, nous montrons
qu’un automorphisme a de R est intérieur si et seulement si M et son

tordu par l’action de a sont des R-modules isomorphes. Nous utilisons
alors un système d’idempotents orthogonaux de R pour décrire les modules
projectifs de type fini sur R, ce qui, appliqué dans une troisième partie aux
sous-modules de p~-torsion de M nous permet de conclure.

1. Automorphismes d’algèbres d’endomorphismes

Soit M un module à droite sur un anneau commutatif quelconque k
et soit R = Endk M. Par définition, M est un module à gauche sur R.
Comme k est commutatif, les homothéties hA : m H mÂ pour m E M et
pour À fixé sont des endomorphismes du k-module M. On a donc un
homomorphisme canonique l~ -~ R qui fait de R une k-algèbre.

Soit a un k-automorphisme de R. Un procédé classique pour établir que
a est intérieur consiste à tordre par a la structure de R-module à gauche
de M. Définissons

avec les opérations

et

Proposition 1.1. L’automorphisme a est intérieur si et seulement si

M ri Q M comme 

Démonstration. S’il existe u E RX tel que a(r) = uru-1 pour tout r e R,
alors l’application cp: M - aNl définie par

est un isomorphisme de R-modules car pour m e M et r E R
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Réciproquement, si 1/J: ~M 2013~ lüf est un isomorphisme de R-modules, alors
l’application 1/Jo: M - M définie par

est un isomorphisme de k-modules, car pour À la relation = ha
entraîne

Dès lors, il existe u E R’ tel que

Par la linéarité de 0, on déduit

donc

2. Structure de l’algèbre des endomorphismes des modules de
longueur finie

Lorsque M est un k-module de longueur finie, l’algèbre R = Endk M
est semi-przmaire, c’est-à-dire que son radical de Jacobson J est nilpotent
et que le quotient R = R/J est (artinien) semi-simple, voir [LI, Th. de
Hopkins-Levitzki, Th. 4.15, p. 59]. Pour reprendre le début de la preuve
donnée en [L3, Ex. 21.24, p. 245], considérons une décomposition du k-
module M en k-modules indécomposables

et désignons par ei E R la projection M 2013~ relative à cette décomposi-
tion. Les éléments el, ... , 1 en sont des idempotents orthogonaux qui satis-
font

et

Comme lülz est indécomposable de longueur finie, Endk Nli est un anneau
local, par [Ll, (19.1?)~. Il en résulte par [LI, (21.18)] que l’image éi de ei
dans R engendre un idéal à gauche minimal de R. La relation (2.1) entraîne

donc R est artinien semisimple, et tout R-module à gauche simple est iso-
morphe à l’un des modules Quitte à renuméroter, on peut supposer
que Rei ? ..., sont non isomorphes deux à deux et représentent tous
les types de R-modules à gauche simples.
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Proposition 2.1. Pour tout R-module à gauche projectif de type fini P, il
existe des entiers ni, ... , nr déterminés de manière unique tels que

Preuve (recopiée de [Ll, (25.3)~~. Comme R est artinien semi-simple, le R-
module P/ JP admet une décomposition unique

Une application simple du lemme de Nakayama (voir [Ll , (19.27)]) permet
de relever cet isomorphisme en

Il suffit alors de remarquer que M) pour tout i =1, ... ,
r. Fi

3. Modules de longueur finie sur un anneau principal

Supposons à présent que l’anneau k soit principal. Les k-modules indé-
composables de longueur finie sont alors de la forme où p est

irréductible. Soit M un k-module de longueur finie, de torsion p-primaire,
et R = Endk M. Pour tout entier f &#x3E; 0, soit éM C M le sous-module de
p~-torsion,

Il est clair que ÊM est stable sous tout endomorphisme de donc îM est
un R-module à gauche. Considérons une décomposition de M en k-modules
indécomposables

Proposition 3.1. Pour i = l, ... , n, les R-modules miM sont projectifs
et indécomposables, et tout R-module à gauche projectif indécomposable de
tgpe , fini est isomorphe à l’un des miMe En particulier, M est un R-module
indécomposable.

Démonstration. D’après la Proposition 2.1, les R-modules à gauche projec-
tifs indécomposables de type fini sont les modules du type

Pour m = m,,I, on a mM = llil, donc M est un R-module
projectif indécomposable. D

En combinant les Propositions 1.1 et 3.1, on obtient un analogue du
théorème de Skolem-Noether pour les algèbres d’endomorphismes de mo-
dules de longueur finie sur un anneau principal.



515

Théorème 3.1. Soit M un modules de longueur finie sur un anneau prin-
cipal k. Tout k-automorphisme de Endk M est intérieur.

Démonstration. La décomposition primaire de M induit une décomposition
de R = Endk M qui est stable par tout k-automorphisme. On peut donc
se limiter à considérer le cas où M est de torsion p-primaire, pour un
certain irréductible p. Alors M est un R-module projectif indécomposable
de type fini, d’après la Proposition 3.1. Si a est un k-automorphisme de R,
le module a M est aussi projectif et indécomposable de type fini, car il est
clair que l’opération qui à chaque R-module P associe le module tordu Q P
préserve les modules libres et les sommes directes. De plus, la plus haute
puissance de p qui annule Q M est la même que celle qui annule lV.l. Dès

lors, la Proposition 3.1 entraîne M, et le théorème découle de la

Proposition l.l. D
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