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Transformée de Fourier–Mukai sur les schémas
formels

par Florian VIGUIER

Résumé. En 1981, Mukai a construit la transformée de Fourier–Mukai pour
des variétés abéliennes sur un corps algébriquement clos, qui donne une équi-
valence de catégories entre les faisceaux quasi-cohérents sur A et ceux sur A∨,
sa variété duale. Laumon a généralisé ces résultats pour les variétés abéliennes
sur une base localement noethérienne. Dans cet article, nous définissons une
transformée de Fourier–Mukai dans le cas où A est un schéma abélien formel
sur S = Spf(V ), avec V un anneau à valuation discrète, et nous étendons les
résultats classiques de la transformée de Fourier–Mukai dans ce cas. Nous trai-
tons enfin le cas de la fibre générique AK de A afin d’obtenir une équivalence
de catégories entre les faisceaux cohérents sur AK et ceux sur A∨

K .

Abstract. In 1981, Mukai constructed the Fourier–Mukai transform for
abelian varieties over an algebraically closed field, which gives an equivalence
of categories between quasi-coherent sheaves over A and the one over A∨, its
dual variety. Laumon generalized these results for abelian varieties over a
locally noetherian base. In this article, we define a Fourier–Mukai transform
for an abelian formal scheme A/S = Spf(V ), where V is a discrete valua-
tion ring, and we extend the classical results of Fourier–Mukai transform to
this case. Finally, we discuss the case of the generic fiber AK of A to obtain
an equivalence of categories between coherent sheaves over AK and the ones
over A∨

K .

Introduction

La transformée de Fourier–Mukai, introduite par Shigeru Mukai dans [16]
pour une variété abélienne sur un corps algébriquement clos, est un outil
très puissant permettant d’étudier les faisceaux quasi-cohérents sur une
variété abélienne. Grâce aux travaux de Mazur–Messing [15] et de Lau-
mon [13], cette construction peut être étendue au cas d’une variété abé-
lienne A sur un schéma S localement noethérien. On peut construire un
foncteur de la catégorie des S-schémas dans la catégorie des groupes abé-
liens :

Pic0(A× •/•) : T 7→ Pic0(A×S T/T ),

Manuscrit reçu le 16 novembre 2020, révisé le 12 février 2022, accepté le 21 mai 2022.
Classification Mathématique (2010). 11N56, 14G42.
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où Pic0(X/T ) est le groupe abélien des faisceaux de OX -modules inversibles
L tels que

m∗L ' p∗1L ⊗ p∗2L,
où m, p1, p2 : X ×T X → X sont respectivement la multiplication et les
projections canoniques (on dit que L vérifie le théorème du carré). Pour
plus d’informations sur les foncteurs et schémas de Picard on renvoie à [7,
partie 5], ou encore à [6, chapitre I.1].

Le foncteur Pic0(A×•/•) est représentable par un schéma abélien sur S
de même dimension que A, noté A∨ et appelé variété abélienne duale. La
représentabilité de ce foncteur donne un élément universel P de Pic0(A ×
A∨/A∨), correspondant à idA∨ ∈ Hom(A∨, A∨). Le faisceau P est donc un
OA×A∨-module inversible vérifiant le théorème du carré pour la A∨-variété
abélienne A×A∨, qui est appelé faisceau de Poincaré.

On définit alors la transformée de Fourier–Mukai comme étant le foncteur
F de la catégorie dérivée bornée des complexes de faisceaux quasi-cohérents
sur A dans la catégorie dérivée bornée des complexes de faisceaux quasi-
cohérents sur A∨ défini par

F(E ·) = Rp∨∗ (P
L
⊗ p∗E ·),

où p : A × A∨ → A et p∨ : A × A∨ → A∨ sont les projections. On défi-
nit de même la transformée de Fourier–Mukai duale F∨ : Db

qcoh(OA∨) →
Db

qcoh(OA) par

F∨(E ·) = Rp∗(P
L
⊗ p∨∗E ·).

Les propriétés les plus importantes de la transformée de Fourier–Mukai
(voir [16]) sont les suivantes

(1) Si E · ∈ Db
coh(OA), F(E ·) ∈ Db

coh(OA∨).
(2) F : Db

qcoh(OA)→ Db
qcoh(OA∨) réalise une équivalence de catégories.

(3) F est involutive, dans le sens où F∨ ◦ F ' 〈−1〉∗ à un faisceau
inversible et un décalage près, avec 〈−1〉 : A → A le morphisme
d’inversion (voir par exemple [13]).

(4) Si (A,L) est principalement polarisée, les foncteurs F et ⊗L mu-
nissent la catégorie Db

qcoh(OA) d’une action de SL2(Z).
Le but de toute extension de la transformée de Fourier–Mukai est de conser-
ver ces propriétés.

L’objectif des travaux exposés ici est d’étendre la définition de la trans-
formée de Fourier–Mukai, définie sur les faisceaux quasi-cohérents sur une
variété abélienne classique, pour en faire un foncteur sur les faisceaux quasi-
cohérents sur un schéma abélien formel. Plus précisément, on fixe V un
anneau à valuation discrète, π une uniformisante, p = char(V/π) > 0 et Vi
la réduction modulo πi. On considère (Ai) un système inductif de variétés
abéliennes sur les Si = Spec(Vi) et A = lim−→Ai.
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Pour construire une tranformée de Fourier–Mukai sur A, on s’appuie
sur les transformées de Fourier–Mukai déjà construites sur les Ai. L’idée
générale sera alors de faire « commuter » les résultats fondamentaux de la
transformée de Fourier–Mukai avec la limite projective.

Dans le premier chapitre, on étudiera en détail les faisceaux quasi-
cohérents sur une variété formelle. On se rendra alors compte que les fonc-
teurs image directe et image inverse définis naïvement sur ces faisceaux
n’auront pas les bonnes propriétés, ce qui nous poussera à définir de nou-
veaux foncteurs, d’une manière analogue à ce qui est fait dans [2].

Dans le second chapitre, on donnera une méthode pour étendre la trans-
formée de Fourier–Mukai en un foncteur sur les O-modules sur un schéma
formel. On montre alors que les opérations cohomologiques pour les fais-
ceaux quasi-cohérents commutent au foncteur dérivé de la limite projective
et on en déduit les propriétés fondamentales de la transformée de Fourier–
Mukai (théorèmes 2.22 et 2.30).

Dans le troisième chapitre, on se placera sur la fibre générique AK (vue
comme espace analytique rigide) d’un schéma abélien formel A et on mon-
trera qu’on peut étendre la transformée de Fourier–Mukai ainsi que ses pro-
priétés fondamentales sur les faisceaux cohérents sur AK (corollaire 3.11).
On déduira ces résultats de ceux de la partie précédente en les faisant com-
muter au morphisme de spécialisation.

Je remercie Christine Huyghe pour les nombreuses conversations que
nous avons eues à propos de cet article ainsi que pour ses précieux conseils.
Je souhaite aussi remercier le professeur Urs Hartl pour son aide précieuse
et les références qu’il m’a fournies pour la section 3.2, ainsi que Rutger
Noot pour les précisions qu’il m’a apportées sur les variétés principalement
polarisées.

On considère dans la suite V un anneau à valuation discrète d’uniformi-
sante π et Vi sa réduction modulo πi.

1. Faisceaux quasi-cohérents sur un schéma formel

Dans cette section, on considère un schéma formel propre et lisse X =
lim−→i

Xi sur Spf(V ). On fixe I son idéal de définition maximal (voir [10,
proposition 9.5]). A partir du second chapitre, I sera l’idéal (π).

1.1. Outils de dévissage. Étant donnée une catégorie abélienne C, on
notera D(C) la catégorie dérivée de C, D+(C) la sous-catégorie pleine de
D(C) dont les objets sont bornés inférieurement, D−(C) la sous-catégorie
pleine de D(C) dont les objets sont bornés supérieurement et Db(C) la sous-
catégorie pleine de D(C) dont les objets sont bornés.

On aura besoin dans la suite d’outils de dévissage, en particulier du
résultat suivant :



422 Florian Viguier

Proposition 1.1. Soient C et C′ deux catégories abéliennes et F et G deux
δ-foncteurs de D∗(C) dans D(C′) (où « * » désignera tour à tour « b »,
« - », « + » et « »). Soit X · un objet de D∗(C). On suppose l’existence
d’un morphisme de foncteurs η : F → G tel que pour tout n, η induit un
quasi-isomorphisme F (Xn) ' G(Xn).

On suppose de plus l’une des conditions suivantes :
(1) F,G : Db(C)→ D(C′).
(2) F,G : D−(C)→ D(C′) sont way-out à gauche.
(3) F,G : D+(C)→ D(C′) sont way-out à droite.
(4) F,G : D(C)→ D(C′) sont way-out dans les deux directions.

Alors η induit un quasi-isomorphisme F (X ·) ' G(X ·).

Pour plus de détails sur les foncteurs way-out et leurs utilisations dans
les techniques de dévissage, on revoit à [9, chapitre I.7].

On rappelle aussi les deux lemmes classiques suivants.

Lemme 1.2 (Formule de la projection). Soit f : X → Y un morphisme
de schéma quasi-compact et quasi-séparé. Pour tout E · ∈ Dqcoh(OX) et
F · ∈ Dqcoh(OX) on a un isomorphisme

Rf∗(E ·)
L
⊗OY

F · ' Rf∗(E ·
L
⊗OX

Lf∗F ·).

Démonstration. On renvoie à [18, Lemme 08EU]. �

Lemme 1.3 (Changement de base). Soient g : S′ → S un morphisme de
schémas et f : X → S quasi-compact et quasi-séparé. Soit le diagramme de
changement de base suivant

X ′
g′ //

f ′
��

X

f
��

S′
g // S

Si X et S′ sont Tor-indépendants sur S (en particulier, si X ou S′ est plat
sur S) alors pour tout E · ∈ Dqcoh(OX) on a Rf ′∗L(g′)∗E · ' Lg∗Rf∗E ·.

Démonstration. On renvoie à [18, Lemme 08IB]. �

1.2. Caractérisation des faisceaux quasi-cohérents. Dans la suite,
on dénotera par D(OX ) la catégorie dérivée de la catégorie Mod(OX ) des
OX -modules, et D−(OX ) sa sous-catégorie dont les objets sont les com-
plexes bornés supérieurement.

Avant toute chose, on rappelle la définition des faisceaux quasi-cohérents
sur un schéma formel.

https://stacks.math.columbia.edu/tag/08EU
https://stacks.math.columbia.edu/tag/08IB
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Définition 1.4. On définitD−qcoh(OX ) comme étant la sous-catégorie pleine
de D−(OX ) dont les objets E · vérifient

• E ·0 ∈ D−qcoh(X0).
• E · ' R lim←−i E

·
i .

Où E ·i = OXi

L
⊗OX E ·.

On poseX• le topos des systèmes projectifs de faisceaux E• = (Ei)i sur X ,
qu’on voit comme un topos annelé en le munissant du faisceau d’anneaux
OX• = (OXi)i. On a alors deux foncteurs (voir [2])

R lim←− : E ·• ∈ D−(OX•) 7→ R lim←−(E ·i) ∈ D−(OX )
et

LS : E · ∈ D−(OX ) 7→ (OXi

L
⊗OX E

·)i ∈ D−(OX•).

Définition 1.5. Un élément E ·• de D−(OX•) est dit quasi-consistant si
pour tout i le morphisme canonique

OXi

L
⊗OXi+1

E ·i+1 → E ·i
est un isomorphisme.

On a la caractérisation suivante, énoncée dans [2], bien qu’elle n’y soit
pas démontrée.

Théorème 1.6 (Berthelot). Le foncteur Rlim←− réalise une équivalence de
catégorie (d’inverse LS) entre la catégorie D−qcoh(OX ) et la sous-catégorie
pleine de la catégorie D−(OX•) formée des objets (E ·•)i tels que :

• Le complexe E ·0 appartient à D−qcoh(X0).
• E ·• est quasi-consistant.

Dans la suite cette catégorie sera notée ˜D−qcoh(OX•).

Démonstration. Ce résultat est un corollaire direct de la proposition B.5
en annexe B de [3]. �

Définition 1.7. Soit I l’idéal de définition maximal de X . On pose A =
Γ(X ,OX ) et pour tout i, Ai = A�IiA. On définit alors D−qcoh(A) comme
la sous-catégorie pleine de D−(A) dont les éléments M · vérifient M · '
R lim←−iM

·
i , où M ·i = M ·

L
⊗A Ai.

La caractérisation du théorème précédent s’applique aussi dans ce cas
et donne une équivalence de catégories entre D−qcoh(A) et la sous-catégorie

pleine de D−(A•), notée ˜D−qcoh(A•), dont les objets (M ·i)i vérifient

∀ i, Ai
L
⊗Ai+1 M

·
i+1 'M ·i .
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Théorème 1.8. On suppose que X = Spf(A) où A est un anneau π-
adiquement complet.

Le foncteur Λ : D−(A)→ D−(OX ) défini par

Λ(M ·) = R lim←−
i

(OXi

L
⊗AM ·)

est à image dans D−qcoh(OX ).
De plus, Λ : D−qcoh(A)→ D−qcoh(OX ) réalise une équivalence de catégories

de quasi-inverse RΓ.

Pour la démonstration nous allons avoir besoin du résultat suivant, tiré
de [18, Lemme 0D60].

Lemme 1.9. Le foncteur Rlim←− commute avec le foncteur RΓ.

Remarque 1.10. Le foncteur RΓ est bien défini sur D−qcoh(OX ) car pour
tout i, RΓ est de dimension cohomologique finie sur Db

qcoh(OXi) et RΓ
commute à R lim←− qui est de dimension cohomologique 1 (voir par exemple
[18, Lemme 091D]), donc RΓ est de dimension cohomologique finie sur
Db

qcoh(OX ).

Démonstration. (du théorème 1.8.) Soit M · ∈ D−(A). Pour montrer que
Λ(M ·) est quasi-cohérent, on utilise la caractérisation du théorème précé-
dent en posant E ·i = OXi

L
⊗AM · pour tout i.

• E ·0 = OX0

L
⊗AM · est clairement dans D−qcoh(OX0).

• Pour tout i, on a

OXi

L
⊗OXi+1

E ·i+1 = OXi

L
⊗OXi+1

OXi+1

L
⊗AM · ' OXi

L
⊗AM · = E ·i .

Ainsi, Λ(M ·) est quasi-cohérent.
Pour la suite on va procéder par dévissage. Pour ce faire, on va en grande

partie s’appuyer sur la proposition 1.1.
Pour montrer l’équivalence de catégories on va passer par des catégories

intermédiaires. On a alors les foncteurs suivants :

D−qcoh(OX )
LS ..

RΓ

%%
˜D−qcoh(OX•)

Ψ --

R lim←−
nn

˜D−qcoh(A•)
R lim←− --

Φ
nn D−qcoh(A)

LS
nn

Λ

ff

https://stacks.math.columbia.edu/tag/0D60
https://stacks.math.columbia.edu/tag/091D
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où
Ψ((E ·i)i) = (RΓ(Xi, E ·i))i

et

Φ((M ·i)i) = (OXi

L
⊗Ai M

·
i)i.

Notons que, comme les Xi sont affines, RΓ(Xi, E ·i) est le complexe consti-
tué des Γ(Xi, Eni ). De même, OXi est plat sur Ai, donc OXi

L
⊗Ai M

·
i est le

complexe constitué des OXi ⊗Ai M
n
i .

Comme RΓ et R lim←− commutent, on a les isomorphismes suivants :

R lim←−◦Ψ ◦ LS(E ·) = R lim←−
i

(RΓ(Xi, E ·
L
⊗OX OXi))

' RΓ(X , R lim←−
i

(E ·
L
⊗OX OXi)) = RΓ(X , E ·).

R lim←−◦Φ ◦ LS(M ·) = R lim←−
i

(OXi

L
⊗Ai Ai

L
⊗AM ·)

' R lim←−
i

(OXi

L
⊗AM ·) = Λ(M ·).

Ainsi, pour montrer que RΓ et Λ réalisent une équivalence de catégories,
il suffit de montrer que c’est le cas pour Ψ et Φ.

Étape 1. Dans un premier temps, il faut s’assurer que les foncteurs Ψ et
Φ sont bien définis, dans le sens où il faut que leurs images vérifient les
conditions des catégories D̃−qcoh(∗).

Soit (M ·i)i ∈ ˜D−qcoh(A•). Alors

• Φ((M ·j)j)0 = OX0

L
⊗A0 M

·
0 est clairement un objet de D−qcoh(X0).

• Soit i ∈ N, alors

OXi

L
⊗OXi+1

Φ((M ·j)j)i+1

= OXi

L
⊗OXi+1

OXi+1

L
⊗Ai+1 M

·
i+1 ' OXi

L
⊗Ai+1 M

·
i+1

' OXi

L
⊗Ai Ai

L
⊗Ai+1 M

·
i+1 ' OXi

L
⊗Ai M

·
i = Φ((M ·j)j)i,

le dernier isomorphisme venant du fait que (M ·i) ∈ ˜D−qcoh(A•).

Ainsi, Φ((M ·j)j) ∈ ˜D−qcoh(OX•).
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Étape 2. Soit (E ·i)i ∈ ˜D−qcoh(OX•). Soit i ∈ N, alors la condition à vérifier
est

RΓ(Xi+1, E ·i+1)
L
⊗Ai+1 Ai ' RΓ(Xi, E ·i).

Or on sait que E ·i ' OXi

L
⊗OXi+1

E ·i+1, donc il faut vérifier que

RΓ(Xi+1, E ·i+1)
L
⊗Ai+1 Ai ' RΓ(Xi,OXi

L
⊗OXi+1

E ·i+1).

Comme Xi+1 = Spec(Ai+1) est un schéma affine, tout faisceau quasi-
cohérent est quotient d’un OXi+1-module libre. Ainsi, E ·i+1 est quasi-iso-
morphe à un complexe L·i+1 de faisceaux libres. Il suffit alors de vérifier que

RΓ(Xi+1,L·i+1)
L
⊗Ai+1 Ai ' RΓ(Xi,OXi

L
⊗OXi+1

L·i+1).

Ici Xi+1 est lisse et donc le foncteur OXi

L
⊗OXi+1

• a dimension cohomo-
logique finie. On cherche donc à comparer F (L·i+1) et G(L·i+1) où F et G
ont dimension cohomologique finie. D’après la proposition 1.1, il suffit de
vérifier que

RΓ(Xi+1,L)
L
⊗Ai+1 Ai ' RΓ(Xi,OXi

L
⊗OXi+1

L),

où L est un faisceau libre sur Xi+1.

Remarque 1.11. Dans le cas général, le foncteur OXi

L
⊗OXi+1

• est way-out
à gauche, ce qui suffit à appliquer le lemme pour E ·i qui est supérieurement
borné.

De plus, Xi+1 est quasi-compact (car affine) donc Γ commute aux limites
inductives ([12, proposition 6]). Comme tout OXi+1-module libre s’écrit
comme limite inductive de OXi+1-module libres de rang fini, il suffit de
montrer le résultat dans le cas où L ' OkXi+1

. Dans ce cas, on a clairement

RΓ(Xi+1,OkXi+1)
L
⊗Ai+1 Ai ' Aki ' RΓ(Xi,OXi

L
⊗OXi+1

OkXi+1).

Ψ(E ·i) est alors bien un objet de ˜D−qcoh(A•).

Étape 3. On va maintenant vérifier que Ψ et Φ réalisent une équivalence de
catégorie.

Soit (M ·i)i ∈ ˜D−qcoh(A•). Pour montrer que Ψ ◦ Φ((M ·i)i) ' (M ·i)i, on
montre pour tout i que

RΓ(Xi,OXi

L
⊗Ai M

·
i) 'M ·i .
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De même que précédement, comme tout Ai-module est quotient d’un Ai-
module libre, M ·i est quasi-isomorphe à un complexe de Ai-modules libres
L·i et il suffit de montrer que

RΓ(Xi,OXi

L
⊗Ai L

·
i) ' L·i.

A nouveau, les deux foncteurs qui apparaissent sont de dimension cohomo-
logique finie (on rappelle que (OXi

L
⊗Ai L

·
i)n = OXi⊗AiL

n
i ), donc d’après la

proposition 1.1 il suffit de montrer que

Γ(Xi,OXi⊗AiLi) ' Li,

pour tout Ai-module libre Li. Enfin, comme Γ commute aux limites induc-
tives, il suffit de vérifier que

Γ(Xi,OXi⊗AiA
k
i ) ' Aki ,

ce qui est vrai.

Étape 4. Soit (E ·i)i ∈ ˜D−qcoh(OX•). Pour montrer que Φ ◦ Ψ((E ·i)i) ' (E ·i)i,
on montre pour tout i que

OXi

L
⊗Ai RΓ(Xi, E ·i) ' E ·i .

Pour les mêmes raisons qu’au point 2, il suffit de vérifier l’isomorphisme
dans le cas où E ·i est réduit à OkXi

. Dans ce cas on a bien

OXi⊗AiΓ(Xi,OkXi
) ' OkXi

.

Ainsi, Ψ et Φ réalisent une équivalence de catégorie et il en est donc de
même pour RΓ et Λ. �

1.3. Foncteurs agissant sur les faisceaux quasi-cohérents. La dé-
finition des faisceaux quasi-cohérents sur un schéma formel est beaucoup
plus rigide que celle sur les variétés classiques. Ce faisant, la définition na-
turelle du pull-back sur D−qcoh(OX ) ne garantie pas que le pull-pack d’un
quasi-cohérent soit quasi-cohérent, comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 1.12. Soit V un anneau à valuation discrète d’uniformisante π.
Soit X = Spf(V {t}) avec V {t} =

{∑
k≥0 akt

k
∣∣∣ vπ(ak) −→

k→∞
∞
}
. On

considère la projection sur la première coordonnée p : X × X → X . Grâce
au théorème précédent, on définit un objet E ∈ D−qcoh(X ) par

Γ(X , E) =

∑
k,l≥0

ak,lt
k∂l

∣∣∣∣∣∣ ak,l ∈ V, vπ(ak,l) −→
k,l→∞

∞

 .
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Remarque 1.13. E est le faisceau D̂(0)
X de Berthelot. On renvoie à [2] pour

plus de détails sur ce faisceau. On ne se servira de ce faisceau qu’en guise
d’exemple et on n’utilisera à aucun moment dans cet article la théorie des
opérateurs différentiels de Berthelot.

Dans ce cas, les sections globales du faisceau F = OX×X ⊗p−1OX p
−1E

(le pull-back classique) sont données par
Γ(X × X ,F) = V {s, t} ⊗V {t} Γ(X , E),

c’est-à-dire les éléments de la forme
∑
<∞ bk(s, t)⊗ ck(t, ∂), où les bk et les

ck sont des séries respectivement en s, t et en t, ∂ à coefficients dans V et à
décroissance π-adique, dans le sens où elles sont de la forme

bk(s, t) =
∑

n,m≥0
bk,n,ms

ntm et ck(t, ∂) =
∑

n,m≥0
ck,n,mt

n∂m

avec vπ(bk,n,m) −→
n,m→∞

∞ et vπ(ck,n,m) −→
n,m→∞

∞.
L’anneau des sections globales de F n’est pas complet, donc F ne peut

pas être quasi-cohérent.
Ce constat pousse à définir autrement le tiré en arrière d’un objet de

D−qcoh(OX ).
Définition 1.14. Soit f : X → Y un morphisme de schémas formels. On
pose

f !E · = R lim←−
i

(Lf∗i E ·i).

Remarque 1.15. Si tous les fi sont plats, f !E · ' R lim←−i(f
∗
i E ·i).

Proposition 1.16. Soit f : X → Y un morphisme de schémas formels
p-adiques sur Spf(V ). On suppose que pour tout i, Xi et Yi+1 sont Tor-
indépendants sur Xi+1 ainsi que Xi ' Xi+1 ×Yi+1 Yi. Alors pour tout E · ∈
D−qcoh(OY) on a f !E · ∈ D−qcoh(OX ).
Démonstration. Pour montrer ce résultat, on utilise la caractérisation don-
née par le théorème 1.6.
E ·0 étant quasi-cohérent, il en est de même pour Lf∗0E ·0, du fait qu’il s’agit

cette fois de faisceaux sur des variétés classiques.
Pour ce point il faut faire plus attention. En effet, quand on énonce la

caractérisation du théorème 1.6, on commet un abus de langage en écrivant
E ·i+1⊗OXi+1

OXi ' E ·i car les faisceaux ne sont pas tous sur la même variété.
La condition s’écrit plus précisément

E ·i+1 ⊗OYi+1
ψi,∗OYi ' ψi,∗E ·i ,

avec ψi : Yi → Yi+1 donné par le système inductif (Yi)i. Ce détail nous force
à utiliser la formule du changement de base (lemme 1.3) et donc à avoir
des conditions supplémentaires pour le morphisme f .
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Les conditions imposées dans l’énoncé permettent d’utiliser la formule
du changement de base dans le diagramme cartésien

Xi
fi //

φi
��

Yi

ψi
��

Xi+1
fi+1 // Yi+1

et permettent de trouver que φi,∗Lf∗i E ·i ' Lf∗i+1ψi,∗E ·i , φi,∗ et ψi,∗ étant des
immersions fermées.

Ainsi
φi,∗Lf

∗
i E ·i ' Lf∗i+1(E ·i+1 ⊗OYi+1

ψi,∗OYi)
' Lf∗i+1E ·i+1 ⊗OXi+1

φi,∗Lf
∗
i OYi ' Lf∗i+1E ·i+1 ⊗OXi+1

φi,∗OXi . �

Corollaire 1.17. Soit f : X → Y un morphisme de schémas formels plats
sur Spf(V ). Alors pour tout E · ∈ D−qcoh(OY) on a f !E · ∈ D−qcoh(OX ).

Démonstration. Tout repose sur le lemme suivant.

Lemme 1.18. Soit f : X → Y un morphisme de schémas formels plats
sur Spf(V ). Alors pour tout i

• Xi ' Xi+1 ×Yi+1 Yi
• Xi et Yi+1 sont Tor-indépendants sur Xi+1.

Démonstration. Comme les schémas sont sur Spf(V ), on a les isomor-
phismes suivants

Xi+1 ×Yi+1 Yi ' Xi+1 ×Yi+1 (Yi+1 ×Si+1 Si) ' Xi+1 ×Si+1 Si ' Xi,

où Si = Spec
(
V�πiV

)
avec π une uniformisante de V .

On a la suite exacte de V -modules suivante

· · · ×π
i
// V�πi+1V

×π // V�πi+1V
×πi
// V�πi+1V

// // V�πiV
// 0 .

On fixe x ∈ X et y = f(x). Par platitude de Y, en appliquant le foncteur
· ⊗V OY,y à la suite exacte précédente on trouve la suite exacte

· · · ×π
i
// OYi+1,y

×π // OYi+1,y
×πi
// OYi+1,y

// // OYi,y
// 0 .

Ainsi on vient d’exhiber une résolution projective plate sur OYi+1,y de OYi,y.
En appliquant le foncteur ·⊗OYi+1,y

OXi+1,x on trouve un complexe quasi-
isomorphe à
Tor·OYi+1,y

(OYi,y,OXi+1,x) :

· · · ×π
i
// OXi+1,x

×π // OXi+1,x
×πi
// OXi+1,x

// 0 .
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Comme X est plat, ce complexe est quasi-isomorphe au complexe

· · · // 0 // OXi,x
// 0 // · · ·

qui n’a de cohomologie qu’en degré 0. Ainsi, Xi et Yi+1 sont Tor-indé-
pendants sur Xi+1. �

On conserve aussi certaines propriétés du pull-back classique.

Proposition 1.19. Soient f : X → Y et g : Y → Z.
(1) Pour tout E · ∈ Dqcoh(OZ), on a f !g!E · ' (f ◦ g)!E ·.
(2) Pour tout E cohérent sur Y, f !E est cohérent sur X .
(3) Pour tout E inversible sur Y, f !E est inversible sur X .

Démonstration. (1). Par définition, E · ' R lim←−i E
·
i . Ainsi :

f !g!E · = R lim←−
i

f∗i g
∗
i E ·i ' R lim←−

i

(fi ◦ gi)∗E ·i = (f ◦ g)!E ·.

(2). On sait que dans ce cas E ' lim←−i Ei où les Ei = OYi ⊗OY E sont
cohérents. Ainsi, les f∗i Ei sont cohérents aussi, et il en va donc de même
pour f !E ' lim←−i f

∗
i Ei.

(3). On fixe un point x dans X et y = f(x). Le faisceau E étant inversible,
il existe un ouvert U de Y contenant y et trivialisant E , et donc Ei =
OYi ⊗OY E pour tout i. On pose V = f−1(U), de sorte que pour tout i
(f∗i Ei)|V ' OXi|V . Ainsi, f !E|V ' lim←−(f∗i Ei)|V ' OX|V . �

Remarque 1.20. Attention : tous les résultats classiques ne sont pas
conservés ! Par exemple il n’est plus vrai que f !(E ⊗ F) ' f !E ⊗ f !F (sauf
si un des deux faisceaux est inversible, par exemple). La raison étant que ⊗
ne commute en général pas avec lim←−. On peut s’en convaincre en constatant
que lim←−(Z/pi)⊗Q ' Qp alors que lim←−(Z/pi ⊗Q) = 0.

On peut aussi construire un analogue à l’image directe sur les schémas
formels.

Définition 1.21. Soit f : X → Y un morphisme de schémas formels. On
pose

f+E · = R lim←−
i

(Rfi,∗E ·i).

Contrairement au cas de l’image inverse, cette définition n’apporte en
réalité pas grand chose, étant donné la propriété suivante.

Proposition 1.22.
f+ ' Rf∗.

Démonstration. Il s’agit d’un résultat de [18, Lemme 0BKP]. �

https://stacks.math.columbia.edu/tag/0BKP
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2. Transformée de Fourier–Mukai pour les schémas abéliens
formels

A présent, on va étendre la définition classique de la transformée de
Fourier–Mukai en un foncteur sur les schémas formel. Pour ce faire, on va
avoir besoin de plusieurs outils pour faire passer à la limite projective des
résultats connus sur les variétés classiques, et ainsi obtenir leur équivalent
sur les schémas formels.

2.1. Un résultat de commutativité du produit tensoriel et de la
limite projective. De manière générale, le produit tensoriel et la limite
projective ne commutent pas. Cependant, on peut tout de même avoir un
morphisme en imposant la platitude d’un des deux systèmes projectifs.

Lemme 2.1. Soit (Ri)i un système projectif d’anneaux (ou de faisceaux
d’anneaux) et soit R = lim←−iRi. On fixe (Li)i ∈ Mod(R•) un système pro-
jectif de modules et L = lim←−i Li (qui est donc un R-module). On fixe aussi
(K ·i)i ∈ D−(Mod(R•)) et K · = R lim←−iK

·
i. On suppose enfin que pour tout

i, Li est plat sur Ri et que L est plat sur R.
Alors on a un morphisme

K · ⊗R L→ R lim←−
i

(K ·i ⊗Ri Li).

Démonstration. Par définition (ou caractérisation) de lim←− (voir [18, Lem-
me 0CQD]), on a le triangle distingué suivant

K · →
∏

K ·i →
∏

K ·i → K ·[1],

où le second morphisme est donné par φ : (ki)i 7→ (ki − fi+1(ki+1))i, si on
note fi : Ki → Ki−1 les morphismes du système projectif (K ·i)i.

Comme L est plat sur R, le foncteur · ⊗R L est un δ-foncteur (il est son
propre foncteur dérivé) et ainsi on a le triangle distingué suivant

K · ⊗R L→
(∏

K ·i

)
⊗R L→

(∏
K ·i

)
⊗R L→ K · ⊗R L[1].

Or pour tout i on a un morphisme pi⊗ qi : (
∏
K ·i)⊗R L→ K ·i ⊗Ri Li où

pi est la projection donnée par la propriété universelle du produit et qi est
donné par celle de la limite projective. Ainsi, par propriété universelle du
produit, on trouve un morphisme (

∏
K ·i)⊗R L→

∏
(K ·i ⊗Ri Li).

De plus, on a un diagramme commutatif

(
∏
K ·i)⊗ L

φ⊗id //

��

(
∏
K ·i)⊗ L

��∏
(K ·i ⊗ Li)

ψ // ∏ (K ·i ⊗ Li)

https://stacks.math.columbia.edu/tag/0CQD
https://stacks.math.columbia.edu/tag/0CQD
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avec ψ : (ki⊗li)i 7→ (ki⊗li−(fi+1⊗gi+1)(ki+1⊗li+1))i, où les gi : Li → Li−1
sont les morphismes du système (Li)i.

On trouve alors un morphisme de triangles distingués :

K · ⊗ L //

��

(
∏
K ·i)⊗ L //

��

(
∏
K ·i)⊗ L

��

// K · ⊗ L[1]

��
R lim←−i(K

·
i ⊗ Li) // ∏ (K ·i ⊗ Li) // ∏ (K ·i ⊗ Li) // R lim←−i(K

·
i ⊗ Li)[1].

L’existence de ce morphisme de triangles à partir des deux morphismes
de complexes de faisceaux est donnée par un axiome de la définition des
catégories dérivées (dans [9], il est appelé (TR3)).

Le morphisme de complexes en pointillés est le morphisme souhaité. �

Corollaire 2.2. Soient (Xi) un système inductif de schémas sur les Si et
X = lim−→Xi le schéma formel associé. On fixe (Li) un système projectif de
faisceaux inversibles sur les Xi et L = lim←−Li tels que L est inversible sur X .
On fixe aussi (E ·i) un système projectif d’objets de D−(OXi) et E = R lim←−E

·
i.

Alors on a un isomorphisme

E ·
L
⊗OX L ' R lim←−

i

(E ·i
L
⊗OXi

Li).

Démonstration. La proposition précédente assure qu’on a un morphisme

E ·
L
⊗OX L → R lim←−

i

(E ·i
L
⊗OXi

Li).

Il reste alors à montrer que ce morphisme réalise un isomorphisme au
voisinage de chaque point x de X . L étant inversible, il existe un ouvert U
contenant x tel que L|U = OX|U . Comme Li ' L/πi, l’ouvert U trivialise
aussi les Li. Ainsi, le morphisme se réduit à

E ·|U → R lim←−
i

(E ·i|U ),

qui est un isomorphisme (voir par exemple [18, Section 009E]). �

2.2. Le faisceau de Poincaré est compatible aux changements de
base. Soit A une variété abélienne sur S. On note A∨ la variété abélienne
duale de A.

Proposition 2.3. Soit T un S-schéma. On pose A′ = A×S T .
Alors A′∨ ' A∨ ×S T .

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence directe de la construction de la
variété abélienne duale, de la propriété universelle du produit et du lemme
de Yoneda. �

https://stacks.math.columbia.edu/tag/009E
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Corollaire 2.4. Notons αi : Ai ×Si A
∨
i ↪→ Ai+1 ×Si+1 A

∨
i+1 l’immersion

fermée canonique. Si Pi désigne le faisceau de Poincaré associé à Ai, alors
Pi ' α∗iPi+1.

2.3. Transformée de Fourier–Mukai pour les schémas en groupes
abéliens formels. Dans toute cette partie on considère V un anneau à
valuation discrète d’uniformisante π, p = char(V/πV ) > 0. On note S =
Spec(V ) et pour tout i ∈ N, Vi = V�πiV et Si = Spec(Vi). On fixe (Ai) un
système inductif de variétés abéliennes sur les Vi.

On va s’intéresser au schéma formel A = lim−→i
Ai sur S = Spf(V ).

Les résultats suivants sont immédiats.

Proposition 2.5. La famille (A∨i )i est un système inductif.

Définition 2.6. On définit le schéma formel dual de A par A∨ = lim−→i
A∨i .

Proposition 2.7. La famille (Pi)i des faisceaux de Poincaré associés aux
variétés Ai est un système projectif.

Définition 2.8. On définit le faisceau de Poincaré associé à A comme
P = lim←−i Pi, qui est donc un faisceau cohérent (et même inversible) sur
A×S A∨.

2.3.1. Cas des faisceaux cohérents. On va dans un premier temps
construire la transformée de Fourier–Mukai formelle sur les faisceaux co-
hérents. Cette décision est motivée par le fait qu’un faisceau cohérent sur
A est isomorphe à la limite projective de ses réductions sur les Ai. Dans
ce cas, les foncteurs images directe et inverse sur A ont la même définition
que ceux sur les Ai.

Définition 2.9. On note p : A ×S A∨ → A et p∨ : A ×S A∨ → A∨ les
deux projections cannoniques.

Pour tout faisceau cohérent E sur A, on définit la transformée de Fourier–
Mukai de E par

F(E) = Rp∨∗ (Lp∗E
L
⊗OA×A∨ P) ∈ Db

coh(OA∨).

Remarques 2.10.
• p est plat, donc Lp∗ = p∗.
•
L
⊗P = ⊗P (car P est inversible donc plat).
• Comme E est cohérent, il est π-adiquement complet et

E = R lim←−
i

Ei = lim←−
i

Ei,

où Ei = E�πiE .
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Lemme 2.11. On a l’isomorphisme suivant :
lim←−
i

(p∗i Ei ⊗ Pi) ' p∗E ⊗ P,

où pi : Ai ×S A∨i → Ai est la projection cannonique.

Démonstration. p∗E ⊗ P est cohérent, donc p∗E ⊗ P ' lim←−i
(
p∗E ⊗ P�πi

)
.

De plus, p
∗E ⊗ P�πi ' p

∗
i Ei ⊗ Pi. �

Proposition 2.12. Rp∨∗ commute avec R lim←−. En particulier,

Rp∨∗ lim←−
i

(p∗i Ei ⊗ Pi) ' R lim←−
i

Rp∨i,∗(p∗i Ei ⊗ Pi).

Démonstration. On renvoie à [18, Lemme 0BKP]. �

Proposition 2.13. Pour tout faisceau cohérent E sur A,
F(E) ' R lim←−

i

Fi(Ei),

où Fi désigne la transformée de Fourier–Mukai sur Ai.

Démonstration. Il suffit de mettre tous les résultats précédents bout à bout.
�

2.3.2. Cas des faisceaux quasi-cohérents. Pour les faisceaux quasi-
cohérent, on va utiliser les foncteurs image inverse et image directe formels
construits dans la partie précédente. On définit la transformée de Fourier–
Mukai formelle de la façon suivante.

Définition 2.14. Soit E ·∈D−qcoh(OA). On définit la transformée de Fourier–
Mukai de E · par

F(E ·) = p∨+(p!E ·
L
⊗ P).

On définit symétriquement F∨ pour les objets de D−qcoh(OA∨).

Avant de poursuivre, remarquons le résultat suivant, induit par la défi-
nition du foncteur image inverse sur les schémas formels.

Proposition 2.15. Soient E · ∈ D−qcoh(OA), p : A×A∨ → A et pour tout
i, pi : Ai ×A∨i → Ai. Dans ce cas,

p!E ·
L
⊗ P ' R lim←−

i

(p∗i E ·i
L
⊗ Pi).

Démonstration. On sait que P est inversible et par définition, p!E · =
R lim←−i p

∗
i E ·i . Ainsi, on peut appliquer le corollaire 2.2. �

Ce résultat permet de montrer que la tranformée de Fourier–Mukai dé-
finie plus haut commute à la limite projective.

https://stacks.math.columbia.edu/tag/0BKP
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Corollaire 2.16. Pour tout E · ∈ D−qcoh(OA),

F(E ·) ' R lim←−
i

Fi(E ·i),

où Fi est la transformée de Fourier–Mukai sur Ai.

Démonstration. Il suffit d’utiliser le résultat précédent, la proposition 1.22
et la commutativité de Rp∨∗ et R lim←−. �

Grâce à ce résultat, on peut déduire les propriétés importantes de la
transformée de Fourier–Mukai formelle à partir de celles déjà connues sur
la transformée de Fourier–Mukai classique.

Proposition 2.17. Pour tout E · ∈ D−qcoh(OA), F(E ·) ∈ D−qcoh(OA∨).

Démonstration. On va utiliser le corollaire précédent et montrer que le
système (Fi(E ·i))i est dans ˜D−qcoh(OA•) en utilisant la caractérisation du
théorème 1.6.

On sait déjà par construction de F0 que F0(E0) ∈ D−qcoh(OA0). Il reste
alors à montrer que pour tout i

Fi+1(E ·i+1)
L
⊗OA∨

i+1
OA∨i ' Fi(E

·
i).

Plus précisément, avec les notations du diagramme suivant

Ai� _

βi

��

Ai ×A∨i� _
αi

��

pioo
p∨i // A∨i� _

β∨i
��

Ai+1 Ai+1 ×A∨i+1
pi+1oo

p∨i+1 // A∨i+1

il faut montrer que

Fi+1(E ·i+1)
L
⊗OA∨

i+1
β∨i,∗OA∨i ' β

∨
i,∗Fi(E ·i),

en sachant que

E ·i+1
L
⊗OAi+1

βi,∗OAi ' βi,∗E ·i .

Remarquons aussi que comme βi est une immersion fermée le foncteur
βi,∗ est exact et donc son propre foncteur dérivé. Pour montrer l’isomor-
phisme ci-dessus on va s’appuyer sur le lemme suivant qui est une consé-
quence directe du lemme 1.3 car pi+1 est plat.

Lemme 2.18. Pour tout E ·i ∈ D−qcoh(OAi), p∗i+1βi,∗E ·i ' αi,∗p∗i E ·i.
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Grâce à ce lemme et à la formule de la projection (lemme 1.2), on trouve
β∨i,∗Fi(E ·i) ' β∨i,∗Rp∨i,∗(Pi ⊗OAi×A∨

i

p∗i E ·i)

' Rp∨i+1,∗(αi,∗(α∗iPi+1 ⊗OAi×A∨
i

p∗i E ·i))

' Rp∨i+1,∗(Pi+1 ⊗OAi+1×A∨
i+1

αi,∗p
∗
i E ·i)

' Rp∨i+1,∗(Pi+1 ⊗OAi+1×A∨
i+1

p∗i+1βi,∗E ·i).

On peut alors appliquer l’hypothèse :

β∨i,∗Fi(E ·i) ' Rp∨i+1,∗(Pi+1 ⊗OAi+1×A∨
i+1

p∗i+1(E ·i+1
L
⊗OAi+1

βi,∗OAi))

' Rp∨i+1,∗(Pi+1 ⊗OAi+1×A∨
i+1

p∗i+1E ·i+1
L
⊗OAi+1×A∨

i+1
p∗i+1βi,∗OAi)

' Rp∨i+1,∗(Pi+1 ⊗OAi+1×A∨
i+1

p∗i+1E ·i+1
L
⊗OAi+1×A∨

i+1
αi,∗p

∗
iOAi)

' Rp∨i+1,∗(Pi+1 ⊗OAi+1×A∨
i+1

p∗i+1E ·i+1
L
⊗OAi+1×A∨

i+1
αi,∗OAi×A∨i ).

D’un autre côté, on trouve que

Fi+1(E ·i+1)
L
⊗OA∨

i+1
β∨i,∗OA∨i

' Rp∨i+1,∗(Pi+1 ⊗OAi+1×A∨
i+1

p∗i+1E ·i+1)
L
⊗OA∨

i+1
β∨i,∗OA∨i

' Rp∨i+1,∗(Pi+1 ⊗OAi+1×A∨
i+1

p∗i+1E ·i+1
L
⊗OAi+1×A∨

i+1
p∨∗i+1β

∨
i,∗OA∨i )

' Rp∨i+1,∗(Pi+1 ⊗OAi+1×A∨
i+1

p∗i+1E ·i+1
L
⊗OAi+1×A∨

i+1
αi,∗p

∨∗
i OA∨i )

' Rp∨i+1,∗(Pi+1 ⊗OAi+1×A∨
i+1

p∗i+1E ·i+1
L
⊗OAi+1×A∨

i+1
αi,∗OAi×A∨i ).

Ainsi β∨i,∗Fi(E ·i) ' Fi+1(E ·i+1)
L
⊗OA∨

i+1
β∨i,∗OA∨i . �

Proposition 2.19. Pour tout E · ∈ D−coh(OA), F(E ·) ∈ D−coh(OA∨).

Démonstration. Comme tout faisceau cohérent sur A est π-adiquement
complet, E · ' lim←−i E

·
i , où les E ·i sont cohérents. Ainsi,

F(E ·) ' R lim←−
i

Fi(E ·i),

avec Fi(E ·i) cohérent pour tout i. Dans ce cas, le système projectif est donc
acyclique et

F(E ·) ' lim←−
i

Fi(E ·i) ∈ D−coh(OA∨). �
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Proposition 2.20. F : D−qcoh(OA) → D−qcoh(OA∨) réalise une équivalence
de catégories de quasi-inverse

G = 〈−1〉!F∨( · )
L
⊗OA π

!ωA�S
[g],

où :

• 〈−1〉 : A → A est le morphisme d’inversion.
• π : A → S est le morphisme structural.
• ε : S → A est le morphisme neutre.
• g est la dimension relative de A (et donc des Ai).
• ωA�S = lim←−i ωAi�Si

avec ωAi�Si

= πi,∗Ωg
Ai�Si

' ε∗iΩ
g
Ai�Si

.

Démonstration. Pour tout i on note

Gi = 〈−1〉∗iF∨i ( · )
L
⊗OAi

π∗i ωAi�Si

[g].

On sait que Fi et Gi réalisent une équivalence de catégorie entre D−qcoh(OAi)
et D−qcoh(OA∨i ) (voir par exemple [13]). Pour montrer qu’ils induisent une
équivalence de catégorie entre D−qcoh(OA) et D−qcoh(OA∨) il suffit de vérifier

que si (E ·i)i ∈ ˜D−qcoh(OA∨• ) alors (Gi(E ·i))i ∈ ˜D−qcoh(OA•). Pour ce faire, il
suffit de le montrer pour G̃i défini par

G̃i(E ·i) = 〈−1〉∗i E ·i
L
⊗OAi

π∗i ωAi�Si

,

pour tout (E ·i)i ∈ ˜D−qcoh(OA•).
On a le diagramme suivant

Si� _

ιi

��

εi // Ai� _

βi

��

πi

oo Ai� _

βi

��

〈−1〉ioo

Si+1
εi+1 // Ai+1
πi+1

oo Ai+1.
〈−1〉i+1oo

Dans un premier temps, remarquons que

ι∗iωAi+1�Si+1
= ι∗i ε

∗
i+1Ωg

Ai+1�Si+1
' ε∗iβ∗i Ωg

Ai+1�Si+1
' ε∗iΩ

g
Ai�Si

= ωAi�Si

.
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Ainsi, on trouve grâce à la formule de la projection (lemme 1.2)

βi,∗G̃i(E ·i) = βi,∗

(
〈−1〉∗i E ·i

L
⊗OAi

π∗i ωAi�Si

)
' βi,∗

(
〈−1〉∗i E ·i

L
⊗OAi

π∗i ι
∗
iωAi+1�Si+1

)
' βi,∗

(
〈−1〉∗i E ·i

L
⊗OAi

β∗i π
∗
i+1ωAi+1�Si+1

)
' βi,∗〈−1〉∗i E ·i

L
⊗OAi+1

π∗i+1ωAi+1�Si+1
.

Pour continuer il faut appliquer un changement de base (lemme 1.3). On
peut le faire car le morphisme 〈−1〉i est un isomorphisme et est donc plat.
On trouve alors que βi,∗〈−1〉∗i E ·i ' 〈−1〉∗i+1βi,∗E ·i . Ainsi,

βi,∗G̃i(E ·i) ' 〈−1〉∗i+1(βi,∗E ·i)
L
⊗OAi+1

π∗i+1ωAi+1�Si+1

' 〈−1〉∗i+1(E ·i+1
L
⊗OAi+1

βi,∗OAi)
L
⊗OAi+1

π∗i+1ωAi+1�Si+1

' 〈−1〉∗i+1E ·i+1
L
⊗OAi+1

βi,∗〈−1〉∗iOAi

L
⊗OAi+1

π∗i+1ωAi+1�Si+1
,

en appliquant à nouveau le changement de base. Enfin, comme 〈−1〉∗iOAi '
OAi , on trouve

βi,∗G̃i(E ·i) ' G̃i+1(E ·i+1)
L
⊗OAi+1

βi,∗OAi .

On en conclut alors que le foncteur (Gi)i est bien un foncteur de
˜D−qcoh(OA∨• ) dans ˜D−qcoh(OA•) et qu’il induit ainsi une équivalance de

catégorie de quasi-inverse (Fi)i (comme pour chaque i, Gi en induit une
de quasi-inverse Fi). Ainsi, F réalise bien une équivalence de catégorie.

Il reste maintenant à expliciter le quasi-inverse de F . On a le diagramme
suivant :

D−qcoh(OA)
LS ..

F

&&
˜D−qcoh(OA•)

(Fi)i ..

R lim←−
nn

˜D−qcoh(OA∨• )
R lim←− ..

(Gi)i

nn D−qcoh(OA∨)
LS
nn

G

ff

Il faut donc montrer que la composition R lim←−◦(Gi)i ◦ LS est bien le
foncteur G.
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On a vu plus haut qu’on a un isomorphisme canonique

ι∗iωAi+1�Si+1
' ωAi�Si

.

Ainsi, si on note ei la section de ωAi�Si

telle que ωAi�Si

' OSiei, on sait que
l’image de ei+1 par le morphisme canonique est ei, donc ωA�S est inversible.
Il en est donc de même pour π!ωA�S

.
Soit à présent E · ∈ D−qcoh(OA∨). Par le corollaire 2.16 on peut écrire

G(E ·) ' R lim←−
i

(
〈−1〉∗iF∨i (E ·i)

) L
⊗OA lim←−

i

π∗i ωAi�Si

[g].

On peut alors appliquer le corollaire 2.2 :

G(E ·) ' R lim←−
i

(Gi(E ·i)) .

Ceci finit de prouver que F et G sont quasi-inverse. �

Remarque 2.21. Dans notre cas, les faisceaux ωAi�Si

et ωA�S sont libres
de rang 1.

Théorème 2.22. On a les formules d’involutivité suivantes :

∀ E · ∈ D−qcoh(OA),F∨ ◦ F(E ·) ' 〈−1〉!E ·
L
⊗OA π

!ω−1
A�S

[−g],

∀ E · ∈ D−qcoh(OA∨),F ◦ F∨(E ·) ' 〈−1〉∨!E ·
L
⊗OA∨ π

∨!ω−1
A�S

[−g].

Démonstration. Soit E · ∈ D−qcoh(OA). Le corollaire 2.16 donne l’isomor-
phisme suivant

F∨ ◦ F(E ·) ' R lim←−
i

F∨i ◦ Fi(E ·i).

Or sur Ai on a la formule d’involutivité

F∨i ◦ Fi(E ·i) ' 〈−1〉∗i E ·i
L
⊗OAi

π∗i ω
−1
Ai�Si

[−g].

Pour montrer le résultat il suffit alors de prouver l’isomorphime

R lim←−
i

(
〈−1〉∗i E ·i

L
⊗OAi

π∗i ω
−1
Ai�Si

[−g]
)

'
(
R lim←−

i

〈−1〉∗i E ·i

)
L
⊗OA

(
lim←−
i

π∗i ω
−1
Ai�Si

)
[−g].

A nouveau, on applique le corollaire 2.2 pour conclure. �



440 Florian Viguier

2.4. Action de SL2(Z) sur un schéma abélien formel principale-
ment polarisé. Avant toute chose, remarquons le fait suivant :

Proposition 2.23. Soient A un schéma en groupes abéliens (formel ou
non) et L un faisceau inversible sur OA, alors le faisceau

QL = m∗L ⊗ p∗1L−1 ⊗ p∗2L−1

est dans Pic0(A×A/A).

Ce faisant, on peut associer à L un morphisme de A dans A∨ de la
manière suivante :

Définition 2.24. On pose ϕL : A→ A∨ comme étant l’unique morphisme
vérifiant

QP ' (idA×ϕL)∗P.

Dans cette partie, nous prendrons la définition suivante pour un schéma
abélien formel principalement polarisé :

Définition 2.25. Soient A un schéma abélien formel sur Spf(V ) et L un
faisceau ample sur A. On dit que (A,L) est principalement polarisé si ϕL
est un isomorphisme.

Il s’agit d’une légère modification de la définition donnée dans [5, défi-
nition 11.6]. La seule différence c’est qu’on n’autorise pas d’extension du
corps de base. On aurait pu prendre la définition de [5], mais dans ce cas
on se serait placé directement sur le schéma abélien obtenu après extension
de la base.

Proposition 2.26. Si (A,L) est un schéma abélien formel principalement
polarisé, alors il est algébrisable.

De plus, si A est un S-schéma propre tel que le complété π-adique de A
est isomorphe à A, il existeM ample sur A tel que

(1) L = lim←−M/πi

(2) Pour tout i, (Ai,M/πi) est principalement polarisé.

Démonstration. Le fait que A soit polarisable implique l’existence d’un
faisceau ample sur A/π. Le théorème 5.4.5 des EGA III ([8]) assure alors
que A est algébrisable.

Si A est un S-schéma propre tel que le complété π-adique de A est iso-
morphe à A et queM est un faisceau ample sur A tel que L = lim←−M/πi, on
peut de plus montrer que (A,M) est une variété abélienne principalement
polarisée. Il en va donc de même pour les (Ai,M/πi). �

Notons enfin que pour toute variété abélienne (A,L) principalement po-
larisée (sur Spec(R) avec R un corps, un anneau à valuation discrète V ou
un quotient V/πi), on connait la transformée de Fourier–Mukai de L.
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Proposition 2.27. Si (A,L) est principalement polarisée, alors

ϕ∗LF(L) = L−1.

Démonstration. Ce résultat a déjà été montré par Mukaï ([16, proposi-
tion 3.11 et théorème 3.13]) sur un corps algébriquement clos de caracté-
ristique nulle. Le fait est que la quasi-totalité de la démonstration s’adapte
sans mal au cas d’un anneau à valuation discrète. On ne donnera donc ici
que l’idée de la démonstration.

Par construction, en utilisant la formule de la projection, du changement
de base et des isomorphismes bien choisis, on obtient l’isomorphisme

Rm∗(E ·
L
� L) ' L

L
⊗ ϕ∗LF(〈−1〉∗E ·

L
⊗ L),

pour tout E · ∈ Db
qcoh(OA).

En appliquant cet isomorphisme à E · = OA, on trouve à gauche (après
simplifications) Rp2∗p

∗
1L.

Or on sait que les groupes de cohomologie de L sont tous triviaux sauf un.
Ce fait est par exemple montré dans [17, « vanishing theorem », chapitre 16].
Même si dans cet ouvrage l’auteur se place sur un corps algébriquement clos,
la preuve de ce résultat reste vraie sur une base plus générale. Plus préci-
sément, l’essence de ce résultat est l’isomorphisme Rp∨∗P ' ε∨∗OS [dim(A)],
qui est vrai sur une base de la forme Spec(R) avec R un corps, un an-
neau à valuation discrète V ou un quotient V/πi (voir par exemple [13,
lemme 1.2.5]).

Comme L est ample, le groupe de cohomologie non-trivial est nécessai-
rement le H0 et comme (A,L) est principalement polarisée, χ(L) = 1 (voir
par exemple [11, lemme 9.17 et définition 9.18]). Ainsi, Rp2∗p

∗
1L ' OA.

A droite, on trouve simplement L ⊗ ϕ∗LF(L). On en déduit donc le ré-
sultat. �

Remarque 2.28. Une autre démonstration, toute aussi rapide à adapter,
est donnée dans [11, lemme 9.29]. Elle utilise essentiellement les mêmes
arguments mais un point de vue légèrement différent.

Il est important de noter que les isomorphismes utilisés dans cette preuve
sont tous compatibles aux réductions modulo πi. On peut donc trouver le
même résultat sur un schéma abélien formel principalement polarisé.

Proposition 2.29. Soit (A,L) un schéma abélien formel principalement
polarisé. Alors on a un isomorphisme ϕ∗LF(L) ' L−1.

Démonstration. On considère (A,M) principalement polarisée sur S =
Spec(V ) telle que A = Â et L = M̂. Il suffit alors d’appliquer le résultat
précédent aux variétés principalement polarisées (A/πi,M/πi) et d’appli-
quer la limite projective aux isomorphismes ainsi trouvés. �
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Théorème 2.30. Soit (A,L) un schéma abélien formel principalement po-
larisé. Alors ϕ∗LF et ⊗L munissent Db

qcoh(OA) d’une action de SL2(Z)
modulo les décalages.

Plus précisément,
(ϕ∗LF)4 ' [−2 dim(A)]

et
(⊗L ◦ ϕ∗LF)3 ' [− dim(A)].

Démonstration. Le premier isomorphisme est une conséquence directe du
théorème 2.22.

Pour ce qui est du deuxième isomorphisme, c’est une conséquence di-
recte du résultat précédent et des formules de changement de base et de la
projection.

On renvoie à [11, proposition 9.30] pour les calculs explicites dans le cas
non-arithmétique. Compte tenu des résultats qu’on vient de prouver, les
mêmes calculs fonctionnent dans le cas arithmétique. �

3. Cas des faisceaux cohérents sur une variété analytique rigide
avec bonne réduction

Dans cette partie, on suppose que V est d’inégale caractéristique (0, p)
(p > 0). On considère alors K = Frac(V ) le corps des fractions de V . On
se fixe A un schéma abélien formel sur S = Spf(V ) et on note AK sa fibre
générique (qui est donc une variété analytique rigide surK) et sp : AK → A
le morphisme de spécialisation.

On rappelle le résultat suivant, tiré de [1, résultats 0.2.3.3 et 0.2.3.4]

Lemme 3.1.
sp∗OAK

= OA,Q = OA ⊗V K
et pour tout ouvert quasi-compact U de A,

Γ(U ,OA)⊗V K ' Γ(UK ,OAK
),

avec UK = sp−1 U .

On muni AK d’une structure de variété abélienne de la façon suivante :
Comme A est une variété abélienne, on a les morphismes

OA → OA ⊗OA, OA → OA et OA → OS ,
qui correspondent respectivement à la multiplication, l’inverse et l’élément
neutre. En les tensorisant par K et en appliquant le foncteur sp∗, on obtient
la multiplication, l’inverse et l’élément neutre sur AK .

Remarque 3.2. Par construction, les morphismes mK , 〈−1〉K et εK de
multiplication, inverse et élément neutre sur AK commutent à la spéciali-
sation. On renvoie à [1, proposition 0.2.3] pour plus de détails.

En particulier, 〈−1〉 ◦ sp = sp ◦〈−1〉K .
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3.1. Quelques propriétés du morphisme de spécialisation. Avant
de construire la transformée de Fourier–Mukai sur les variétés analytiques
rigides avec bonne réduction, il faut comprendre un peu mieux le morphisme
sp : AK → A.

Lemme 3.3.
(1) Si E est un OAK

-module cohérent, alors sp∗E est OA,Q-cohérent.
(2) Si E est un OA,Q-module cohérent, alors sp∗ E est OAK

-cohérent.

Démonstration. Comme la cohérence se vérifie localement, on peut suppo-
ser que A = Spf(A) et AK = Spm(AK). Dans ce cas, un théorème de Kiehl
(voir par exemple [4, théorème 4 de la partie 6.1]) assure que pour tout
ouvert U de A

sp∗E(U) = Γ(UK , E) = OAK
(UK)⊗AK

Γ(AK , E).
Or le faisceau OA,Q ⊗AK

Γ(AK , E) est OA,Q-cohérent et

Γ(U ,OA,Q ⊗AK
Γ(AK , E)) = OA,Q(U)⊗AK

Γ(AK , E)
= OAK

(UK)⊗AK
Γ(AK , E) = sp∗E(U).

Donc sp∗E est bien OA,Q-cohérent.
Pour ce qui est de sp∗ E , le résultat est une conséquence du fait que

sp∗ = OAK
⊗sp−1OA,Q sp−1 · est exact à droite. �

Proposition 3.4. Les foncteurs sp∗ : Coh(OAK
) → Coh(OA,Q) et sp∗ :

Coh(OA,Q)→ Coh(OAK
) sont exacts.

Démonstration. On sait déjà que sp∗ = OAK
⊗sp−1OA,Q sp−1 · est exact

à droite. Or, comme OAK
(UK) est plat sur AK = Γ(AK , sp−1OA,Q) =

Γ(AK ,OAK
), sp∗ est exact.

Pour sp∗, on calcule Ri sp∗(U , E) = H i(UK , E) pour E un OAK
-module

cohérent et U un ouvert affinoïde. Or, dans ce cas, le théorème de Tate
(voir [19]) assure que H i(UK , E) = 0 pour i > 0. Donc E est acyclique
pour sp∗, i.e. sp∗ est exact. �

Proposition 3.5. sp∗ et sp∗ réalisent une équivalence de catégories entre
Coh(OAK

) et Coh(OA,Q).

Démonstration. On a les morphismes canoniques E → sp∗ sp∗ E et
sp∗ sp∗E → E. Il suffit de montrer que ces morphismes sont des isomor-
phismes pour E et E cohérents.

Comme E est cohérent, il existe une résolution
OaA,Q → ObA,Q → E → 0.

Comme sp∗ et sp∗ sont exacts, on a la résolution
sp∗ sp∗OaA,Q → sp∗ sp∗ObA,Q → sp∗ sp∗ E → 0.
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Comme sp∗ sp∗OA,Q ' OA,Q, on trouve que sp∗ sp∗ E ' E .
Le second isomorphisme fonctionne exactement pareil. �

3.2. Dual de la fibre générique. Comme AK est une variété abélienne,
elle admet une variété abélienne duale, notée (AK)∨. On peut relier (AK)∨
à A∨ (le schéma abélien dual de A) grâce au résultat suivant, tiré de [14,
théorème 6.1.1].

Proposition 3.6.
(AK)∨ '

(
A∨
)
K .

On notera donc cette variété A∨K dans la suite. De même, on dispose d’un
morphisme de spécialisation sp∨ : A∨K → A∨. On peut alors construire le
morphisme s̃p = sp× sp∨ : AK ×A∨K → A×A∨.

On peut alors compléter la proposition précédente.

Proposition 3.7. Le faisceau de Poincaré PK sur AK ×A∨K est cannoni-
quement isomorphe à s̃p∗P, où P est le faisceau de Poincaré sur A×A∨.

Remarquons aussi le fait suivant.

Proposition 3.8. s̃p est le morphisme de spécialisation de AK ×A∨K .

Démonstration. On renvoit à [1, résultat 0.2.4(iv)]. �

3.3. Transformée de Fourier–Mukai rigide sur les faisceaux cohé-
rents. On a maintenant tous les outils nécessaires pour définir une trans-
formée de Fourier–Mukai sur AK .

Définition 3.9. Pour tout E· ∈ Db
coh(OAK

), on définit la transformée de
Fourier–Mukai de E·, notée FK(E·), par

FK(E·) = Rq∨∗ (PK ⊗ q∗E·).

De même, pour tout F · ∈ Db
coh(OA∨K ), on définit la transformée de

Fourier–Mukai duale de F ·, notée F∨K(F ·), par

F∨K(F ·) = Rq∗(PK ⊗ q∨∗F ·).

Avec cette définition, on peut exprimer FK en fonction de F , la trans-
formée de Fourier–Mukai sur A.

Proposition 3.10. On a l’isomorphisme de foncteurs de Db
coh(OAK

) dans
Db

coh(OA∨,Q),
sp∨∗ ◦FK ' F ◦ sp∗ .

De même, on a l’isomorphisme de foncteurs de Db
coh(OA∨K ) dans Db

coh(OA,Q),

sp∗ ◦F∨K ' F∨ ◦ sp∨∗ .
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Démonstration. On rappelle que dans le cas des faisceaux cohérents, les
foncteurs p! et p+ définis dans la partie précédente pour les schémas formels
sont exactement les foncteurs p∗ et Rp∗.

On s’appuie sur le diagramme commutatif suivant

AK

sp

��

AK ×A∨K
qoo q∨ //

s̃p

��

A∨K

sp∨

��
A A×A∨

poo p∨ // A∨.
On ne montrera que le premier isomorphisme, l’autre se montrant exac-

tement de la même manière. Soit E· ∈ Db
coh(OAK

). Par définition,

sp∨∗ FK(E·) = sp∨∗ Rq∨∗ (PK ⊗ q∗E·).

Comme sp∨ ◦q∨ = p∨◦s̃p, on a sp∨∗ ◦q∨∗ ' p∨∗ ◦s̃p∗. Comme sp∨∗ et s̃p∗ sont
exacts, on trouve l’isomorphisme de foncteurs dérivés sp∨∗ ◦Rq∨∗ ' Rp∨∗ ◦s̃p∗.

On en déduit donc

sp∨∗ FK(E·) ' Rp∨∗ s̃p∗(PK ⊗ q∗E·).

Ensuite, on montre que pour F · ∈ Db
coh(OAK×A∨K ), s̃p∗(F · ⊗ PK) '

s̃p∗F · ⊗ P.
En fait, comme s̃p∗ est exact, que F · est cohérent et que les faisceaux de

Poincaré sont inversibles et donc plats, il suffit de trouver un morphisme
entre s̃p∗(F · ⊗ PK) et s̃p∗F · ⊗ P, puis montrer l’isomorphisme pour F =
OAK×A∨K .

Le morphisme se trouve en applicant le morphisme d’adjonction E →
s̃p∗s̃p∗E au faisceau s̃p∗F · ⊗ P. On trouve alors un morphisme

s̃p∗F · ⊗ P → s̃p∗(s̃p∗s̃p∗F · ⊗ PK),

car PK = s̃p∗P. En utilisant l’autre morphisme d’adjonction, on trouve un
morphisme

s̃p∗(s̃p∗s̃p∗F · ⊗ PK)→ s̃p∗(F · ⊗ PK).
La composée de ces deux morphismes donne le morphisme voulu. Dans le
cas où F · = OAK×A∨K , l’isomorphisme est immédiat.

On trouve alors

sp∨∗ FK(E·) ' Rp∨∗ (P ⊗ s̃p∗q∗E·).

Il suffit alors de montrer que s̃p∗q∗E· ' p∗ sp∗E·. A nouveau, comme
tous les foncteurs sont exacts et que E· est cohérent, il suffit de trouver un
morphisme entre ces deux faisceaux et de montrer l’isomorphisme dans le
cas où E· = OAK

.
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De la même manière que précédement on a retrouvé le morphisme utilisé
pour montrer la formule de la projection sur les O-modules, ici, en usant des
morphismes d’ajonction, on retrouve le morphisme utilisé pour montrer le
théorème du changement de base (voir par exemple [18, Remarque 08HY]).
Dans le cas où E· = OAK

, l’isomorphisme est immédiat
On conclut que

sp∨∗ FK(E·) ' Rp∨∗ (P ⊗ p∗ sp∗E·) = F(sp∗E·). �

Corollaire 3.11. Les foncteurs FK et F∨K réalisent une équivalence de
catégorie entre Db

coh(OAK
) et Db

coh(OA∨K ). De plus, on a les formules d’in-
volutivité suivantes

F∨K ◦ FK ' 〈−1〉∗K · ⊗π
∗
Kω
−1
AK

[−g],
FK ◦ F∨K ' 〈−1〉∨∗K · ⊗π

∨∗
K ω−1

AK
[−g].

Où 〈−1〉K et 〈−1〉∨K sont les morphismes d’inversion sur AK et A∨K
respectivement, g est la dimension de AK , πK et π∨K les morphismes struc-
turaux de AK et A∨K et ωAK

= πK∗Ωg
AK/K

' ε∗KΩg
AK/K

, en notant εK
l’élément neutre de AK .

Démonstration. Avec les isomorphismes de la proposition précédente, on
peut écrire

F∨K ◦ FK ' sp∗ ◦(F∨ ◦ F) ◦ sp∗ .
Le théorème 2.22 permet d’écrire

F∨K ◦ FK ' sp∗ ◦(〈−1〉∗ · ⊗π∗ω−1
A [−g]) ◦ sp∗,

où 〈−1〉 est le morphisme d’inversion de A, π son morphisme structural,
g sa dimension et ωA = π∗Ωg

A/V ' ε∗Ωg
A/V , en notant ε l’élément neutre

de A.
Or g est aussi la dimension de AK , sp∗ ◦ 〈−1〉∗ ◦ sp∗ ' 〈−1〉∗K (voir la

remarque en p. 442) et sp∗ π∗ω−1
A ' π∗Kω

−1
AK

(car ω commute au changement
de base).

Ainsi, on trouve le résultat attendu. A nouveau, l’autre isomorphisme se
prouve de la même manière. �
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