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(¢, 7)-modules différentiels et représentations
potentiellement semi-stables

par LEO POYETON

RESUME. Soit K un corps p-adique et soit V' une représentation p-adique de
Gk = Gal(K/K). La surconvergence des (¢, 7)-modules nous permet d’at-

Iyrig(V) sur 'anneau de

Robba BI vig, K- On montre dans cet article comment retrouver les invariants
Jrig,

tacher a V un ¢-module différentiel & connexion D

Deis(V) et Dgt(V) & partir de D;rig(V), et comment caractériser les repré-
sentations potentiellement semi-stables, ainsi que celles de E-hauteur finie, a

partir de la connexion.

ABSTRACT. Let K be a p-adic field and let V' be a p-adic representation of
Gk = Gal(K/K). The overconvergence of (¢, 7)-modules allows us to at-
tach to V a differential p-module Diyrig(V) on the Robba ring Bjrr,rig,K that
comes equipped with a connection. We show in this paper how to recover
the invariants Deyis(V) and Dg (V) from Di’rig(V), and give a characteriza-

tion of both potentially semi-stable representations of Gx and finite E-height
representations in terms of the connection operator.

1. Introduction

Soit K un corps p-adique et soit K une cloture algébrique de K. Pour étu-
dier les représentations p-adiques de G = Gal(K /K), Fontaine a construit
dans [17] une équivalence de catégories V +— D(V') entre la catégorie des
représentations p-adiques de G et celle des (¢, 'k )-modules étales. Un
(p,T'k)-module est un espace vectoriel de dimension finie sur un corps
local Bx de dimension 2, muni d’actions semi-linéaires compatibles d’un
Frobenius ¢ et de 'k, et on dit qu’il est étale si le Frobenius est de pente
0. On peut en fait identifier Bg a ’anneau des séries formelles ) ;.. apT",
ou la suite (ax) est une suite bornée d’éléments d’une certaine extension
non ramifiée F’ de F, et telle que limy_,_, ar = 0. L’extension cyclo-
tomique K((pe) = U,>1 K(¢pn), engendrée par les racines p"-iemes de
'unité, joue dans cette construction un role fondamental. La construction
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de ces (p, 'k )-modules étales repose en effet sur le fait que les représenta-
tions p-adiques de Hy = Gal(K /K ({p=)) sont classifiées par les p-modules
étales sur By, et c’est en rajoutant une action de I'x = Gal(K ((y~)/K)
qu’on obtient 1'équivalence de catégories V +— D(V) énoncée précédem-
ment.

Remarquant le role particulier joué par les extensions de Kummer vis-
a-vis des représentations semi-stables dans les travaux de Breuil [7] et Ki-
sin [25], Caruso a introduit dans [8] une variante des (¢, k)-modules de
Fontaine, les (¢, 7)-modules, en remplacant ’extension cyclotomique dans
la théorie de Fontaine par une extension de Kummer K., = {J,~; K, ou
K, = K(m,) et (m,) est une suite compatible de racines p"-itmes d’une
uniformisante m de K fixée. Comme dans le cas cyclotomique, les représen-
tations p-adiques de H, x = Gal(K /K) sont classifiées par les p-modules
étales sur B, , un corps local de dimension 2 qu’on peut identifier a I’an-
neau de séries formelles Y,z axT*, ou la suite (ax) est une suite bornée
d’éléments de F, et telle que limy_,_ o, ar = 0. Cependant, la comparaison
avec la stratégie de Fontaine s’arréte ici, puisque l'extension Ko, /K n’est
pas Galoisienne et on n’a donc pas de groupe a faire agir. L’idée de Caruso
est alors d’ajouter une action d’un élément bien choisi 7 de G, pas direc-
tement sur le ¢-module mais apres avoir tensorisé au-dessus de B, g par
une certaine B g-algebre B, munie d'une action de Gal(KS?!/K). Caruso
montre alors que la catégorie de ces (¢, 7)-modules étales est équivalente a
celle des représentations p-adiques de Gg.

Les anneaux By et B, x n’ont malheureusement pas d’interprétation
analytique satisfaisante, ce qui les rend difficiles & manipuler, mais ils
contiennent les anneaux respectifs B}( et Bl x des séries surconvergentes,
c’est-a-dire qui convergent et sont bornées sur une couronne bordée par
le cercle unité. Un des résultats fondamentaux concernant les (¢, 'k )-
modules étales est le théoréme principal de [11] qui montre que tout (¢, 'k )-
module étale provient par extension des scalaires d’un (¢, 'k )-module sur-
convergent défini sur B}(. Le pendant de ce théoreme pour les (¢, 7)-
modules a été démontré récemment (voir [21] lorsque k est fini et [22] pour le
cas général), c’est-a-dire que les (¢, 7)-modules étales sur B, g proviennent
par extension des scalaires d'un (¢, 7)-module surconvergent sur Bi’ K-

La surconvergence des (@, 'k )-modules cyclotomiques a notamment per-
mis a Berger [2] d’associer a toute représentation p-adique V un (¢, 'k)-
module sur I’anneau de Robba Biig’  constitué des séries A(T) ="y cz arT*
ou la suite (ai) est une suite d’éléments de F’ telle que la série A(T)
converge sur une couronne bordée par le cercle unité (on ne suppose plus
que la suite (ay) est bornée), et d’obtenir et de retrouver les invariants Deyis
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et Dy associés a V via I’étude de ce module. De plus, 'action infinitési-
male de I'c permet de munir ce (¢, 'k )-module d’une connexion V, dont
I’étude poussée a permis & Berger de faire le lien avec les (¢, N)-modules fil-
trés et de montrer comment caractériser les représentations potentiellement
semi-stables & partir de la connexion [3].

On va dans cet article s’intéresser a des conséquences de la surconver-
gence des (@, 7)-modules, en montrant notamment qu’on peut adapter les
constructions de Berger dans [2] et [3] aux (¢, 7)-modules. Partant d’une
représentation p-adique V' de G, la surconvergence des (g, 7)-modules per-
met, en tensorisant le (¢, 7)-module surconvergent avec I’anneau de Robba

B;rig’K, d’associer a V un (¢, 7)-module Di rlg(V), dont I’étude permet
de retrouver les invariants D¢, et Dy associés a la représentation V. On

pose BT log K = BI rig e llog(T)] et D;log(V) B! ! og.K ®Bt e Dl,rig(V).

Si A désigne I’élément défini dans [25, 1.1.1] et si prendre les invariants sous
7 = 1 dans ce qui suit signifie que les éléments sont invariants sous I’action
de 7 une fois qu’on a tensorisé par des Bi x-algebres sur lesquelles I’action
de 7 est bien définie, on a : ’

Théoréme 1.1. 57V est une représentation p-adique de Gi, alors

Dg(V) = (DI, (V)[1/A)™™" et Deris(V) = (DL, (V)[1/N])™".

log 7,rig

On dispose également d’isomorphismes de comparaison faisant le lien
entre Dgis ou Dy et DI (V) :

T,rig
Théoréme 1.2. Soit V' une représentation p-adique de G .
(1) si V est semi-stable, alors

Bl o ic[1/N @5 DI(V) =Bl x[1/A @p Dat(V)
(2) stV est cristalline, alors

Bl g [/ @1 DIV) =Bl [1/A @ Deis(V).

Si on souhaite attacher au (¢, 7)-module D V) une connexion, il

TI‘lg(
semble naturel de considérer Iaction infinitésimale de 727, mais 'opéra-

teur ainsi obtenu n’est pas défini sur Di rig

puisque T n’agit pas directement sur D;rig(V). On va en fait montrer qu’on
peut renormaliser I'opérateur obtenu en une connexion Ny qui a le bon

gotit de stabiliser Di +ig(V) et donc de lui conférer une structure de -

module différentiel & connexion, ce qui nous permet de définir la notion de

(¢, Ny)-module sur Bi rigx €t de construire un foncteur V' Dijrig(V)

de la catégorie des représentations p-adiques de G dans celle des (¢, Ny )-

(V') mais sur un objet plus gros,

modules sur B

Torig K- L’avantage de considérer des (¢, Ny)-modules sur
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B;rig’ 5 blutdt que des (¢, 7)-modules est que la connexion Ny est déja
définie sur le p-module, ce qui fait qu’on n’a pas besoin de tensoriser par
des B, g-algebres sur lesquelles 'action de 7 peut étre compliquée. Il y a
cependant plusieurs problemes a travailler avec des (¢, Ny)-modules sur

Bivri& i~ Le premier probleme est qu’on travaille avec des objets définis sur
Bmig’K, ce qui fait qu’on n’a pas de bonne notion d’intégralité, 1a ou les

(¢, 7)-modules étaient au départ tres liés aux modules de Breuil-Kisin :
si V' est une représentation p-adique semi-stable a poids de Hodge—Tate
négatifs, alors le p-module sous-jacent au (g, 7)-module associé a V' par la
théorie de Caruso est en fait engendré par un ¢-module sur Op[T][1/p]
qui est exactement le module de associé a V' par la théorie de Kisin [25].
Le deuxiéme probléme est qu’on peut avoir un isomorphisme de (¢, Ny )-
modules D;rig(V) = Divrig(V’ ) sans que V et V' soient isomorphes en tant
que représentations. En fait, la proposition 3.7 nous dit exactement quand
cela peut se produire : deux représentations p-adiques V.V’ de Gx sont
telles que Di}rig(V) = D;rig(v/) en tant que (¢, Ny)-modules si, et seule-
ment si, il existe un rang n > 0 tel que V\an et |/gK7, sont isomorphes en
tant que représentations de G, (ce qui semble raisonnable si on se rappelle
de l'opérateur Ny provient de I’action infinitésimale de 7%7).

Ensuite, en utilisant les (¢, 7)-modules différentiels & connexion, on peut
généraliser les constructions de Kisin dans [25], en utilisant des démons-
trations analogues & celles de Berger dans [3] pour les (¢, I')-modules, et
associer a tout (¢, N, Gy i )-module filtré D un (¢, 7)-module différentiel

M(D), ce qui nous permet d’obtenir le résultat suivant :

Théoréme 1.3. Le foncteur D — M(D), de la catégorie des (¢, N, Gar/x)-

modules filtrés dans la catégorie des (p, T)-modules différentiels sur Bi’rig’K

dont la connexion associée est localement triviale, est une équivalence de
catégories. De plus, le (¢, N, Gy i )-module filtré D est admissible si et
seulement si M(D) est étale.

Enfin, on s’intéresse aux représentations de E-hauteur finie (ce sont celles
dont le (¢, 7)-module associé admet un (¢, 7)-réseau sur Op[T] et vérifient
une condition technique sur le conoyau du Frobenius), en montrant com-
ment retrouver le théoréme principal de [20] & partir des (¢, Ny )-modules :

Théoréme 1.4. Soit V une représentation p-adique de Gi. Alors V est
de E-hauteur finie si, et seulement si, il existe n > 0 tel que Vigy, est
semi-stable a poids de Hodge—Tate négatifs.

On peut méme montrer qu’un tel n est nécessairement borné par une
constante ne dépendant que de K. On montre également comment réinter-
préter le fait d’étre de E-hauteur finie en termes de la connexion Ny :
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Théoréme 1.5. Soit V' une représentation p-adique. Alors V est de E-

hauteur finie si et seulement si Dj’rig(V) est unipotent.

On montre également comment passer du (¢, 7)-module associé a une
représentation V' et relatif a une extension de Kummer donnée, au (¢, 7)-
module associé a V mais relatif a une autre extension de Kummer, en
construisant un anneau B, -/ g :

Théoréme 1.6. Soit V une représentation p-adique de Gg . Alors on a
Br vk @8, D(V) = Bryx @p,  D(V).
De plus, on peut récupérer D(V) en fonction de D'(V) via la formule
D(V) =Bk ®B,, D'(V))Hrx.

Plan de l’article. Cet article comporte quatre chapitres, chacun divisé
en plusieurs sections. Le premier chapitre est consacré a des rappels sur la
théorie des (¢, 7)-modules de Caruso et des anneaux de périodes associés,
et a I'exposition de nombreux résultats concernant la théorie des vecteurs
localement analytiques dans le cadre des (g, 7)-modules. Les vecteurs lo-
calement analytiques ont été un ingrédient essentiel dans la démonstration
de la surconvergence des (¢, 7)-modules dans [22] et apportent un point
de vue tres utile pour étudier les (¢, 7)-modules différentiels. On donne
dans le deuxiéme chapitre la construction des (p,7)-modules différentiels
et (¢, Ny)-modules et on y montre les théorémes 1.1 et 1.2. Dans le troi-
sieme chapitre, on rappelle les propriétés a connaitre en ce qui concerne
les (¢, N, Gy i )-modules filtrés et la théorie de Kisin et on démontre le
théoréme 1.3. Enfin, dans le quatrieme et dernier chapitre, on s’intéresse
aux représentations de FE-hauteur finie et on montre comment déduire
des constructions du chapitre 2 concernant les (¢, Ny)-modules les théo-
remes 1.4 et 1.5. On en profite également pour donner une recette qui
permet de passer du (¢, 7)-module associé a une représentation et relatif a
une extension de Kummer a son (¢, 7')-module relatif & une autre exten-
sion de Kummer, ce qui est 'objet du théoreme 1.6, et on discute de la
compatibilité de cette construction avec la notion de E-hauteur.

Remerciements. Une grande partie des résultats de cet article ont été
démontrés dans le cadre de ma theése. Je tiens en particulier a remercier
mon directeur, Laurent Berger, pour ses conseils et discussions sur le sujet,
ainsi que 'UMPA (UMR 5669 CNRS) pour m’avoir offert d’excellentes
conditions de travail durant ma thése. La fin de la rédaction de cet article a
eu lieu au BICMR, que je tiens a remercier ainsi que Ruochuan Liu pour leur
hospitalité. Je tiens également & remercier Xavier Caruso pour sa lecture
et ses remarques.
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2. (p,7)-modules et vecteurs localement analytiques

2.1. Extensions de Kummer et (¢, 7)-modules. Soit K un corps p-
adique, c’est-a-dire un corps de caractéristique 0, muni d’une valuation
discrete pour lequel il est complet et dont le corps résiduel est un corps
parfait k de caractéristique p, i.e. K est une extension finie totalement
ramifiée de F' = W (k)[1/p], ot W (k) est 'anneau des vecteurs de Witt &
coeflicients dans k.

Soit mp = m une uniformisante de Ox. On note aussi E(X) € Op[X] le
polynéme minimal de 7 sur F' qui est un polynéme d’Eisenstein, et on note
e = [K : F]. On fixe également une suite compatible de racines p"-iémes de
7, ¢’est-a-dire une suite (7, ),>0 telle que pour tout n € N, 7> | = m,. On
pose K, = K(m,) et Koo = Upen Kn- On appelle extension de Kummer
une telle extension K, /K. Les extensions K, /K ne sont pas galoisiennes,
en tout cas a partir du moment ot {,» n’est pas dans K, et donc K /K
n’est pas galoisienne. La cloture galoisienne de K, est L = Ko - Keycl.
On note Goo = Gal(L/K) et Hy, = G, = Gal(K/L), et T' = Gal(L/K)
qui s’identifie & Gal(Kcyel/ (Koo N Keyel)) et donc aussi a un sous-groupe
ouvert de Z;. Pour g € i et pour n € N, il existe un unique élément

cn(g) € Z/p"Z tel que g(m,) = ;ﬁ(g)ﬂn. Comme ¢,41(9) = ¢n(g) mod p",

la suite (¢, (g)) définit donc un élément c(g) de Z,,.
L’application g + c(g) est en fait un 1-cocycle (continu) de Gy dans
Z,(1), tel que ¢~ 1(0) = Gal(K /K ), et vérifie pour g,h € Gk :

C(gh) = C(g) + chcl(g)c(h)'

Par conséquent, si Zj, x Z; désigne le produit semi-direct de Z, par
Z; et ou Z; agit sur Z, par multiplication, 'application g € Gk
(c(9)s Xeya1(g)) € Zp x Zy est un morphisme de groupes de noyau He.
Le cocycle ¢ se factorise a travers H,, ce qui nous donne un cocycle qu’on
note toujours ¢ : G — Z, et qu’on appelle le cocycle de Kummer de
Iextension K /K.

Soit maintenant 7 un générateur topologique de Gal(L/Kcyc1) tel que
¢(t) = 1 (c’est donc I’élément correspondant a (1,1) via I'isomorphisme
9 € Goo > (c(9), Xeya1(9)) € Zp x Z;). La relation entre 7 et I' est donnée
par grg—1 = X9 On note également 7, := 77" .

Le cas p = 2 est légerement différent des autres et le résultat suivant
montre pourquoi on devra faire attention et parfois effectuer des modifica-
tions pour inclure ce cas de figure :

Proposition 2.1. On a :

(1) 8t Koo N Koyl = K, Gal(L/Ky) et Gal(L/Keyel) engendrent topo-
logiquement G ;
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(2) si Koo N Keyel # K, alors nécessairement p = 2 et dans ce cas
Gal(L/K) et Gal(L/Kcy1) engendrent un sous-groupe ouvert de
G d’indice 2.

En particulier, si p # 2, alors Koo N Koy = K.

Démonstration. Pour le premier point, voir [29, Lem. 5.1.2]. Pour le deux-
ieme, voir [30, Prop. 4.1.5]. O

Pour bien faire la différence avec les anneaux définis dans le cadre cycloto-
mique, on mettra en indice des anneaux relatifs a ’extension de Kummer un
symbole 7. Il s’agit simplement d’une notation, les anneaux ne dépendant
pas du choix de I’élément 7 mais uniquement de I'extension de Kummer
considérée. Ainsi, on notera Hx = Gal(K /K y1) comme usuellement, et
H, i = Gal(K/Kx) et, si A est une algébre munie d’une action de G, on
pose A = AK et Ak = Al x|

On définit ET= lim  Oc,= {(z@ 2z e Og, : (2D = (M)}

et on rappelle que E* est naturellement muni d’une structure d’anneau qui
en fait un anneau parfait de caractéristique p, complet pour la valuation vg
définie par vg(z) = v,y(2(?)). On note E son corps des fractions. La théorie
du corps des normes (cf. [38]) permet d’associer & lextension K,/K son
corps des normes et de le plonger dans E. La famille (¢pn) et la famille ()
définissent chacune un élément de E+, qu’on notera respectivement € et 7.
On pose & = € — 1, et on rappelle que vg(u) = p%l. L’image du plongement
du corps des normes de Ko, /K dans E est alors E; ik := k((7)). Soit E; la
cloture séparable de E; g dans E. Comme Gal(K/Ky) agit trivialement
sur E; i, tout élément de Gal(f{' /K~ ) stabilise E;, ce qui nous donne un
morphisme Gal(K/K) — Gal(E;/E, k). Par le théoréeme 3.2.2 de [38],
c’est méme un isomorphisme.

On pose A = W(E), A* = W(E*), B = A[l/p] et Bt = A*+[1/p].

On définit maintenant un anneau A, x a l'intérieur de A de la fagon
suivante :

A g = {Zai[%]i,ai € Op lim q; = 0} )
ZGZ 1—>—00

Muni de la valuation p-adique v,(3;c7 ai[7]") = min;ez vp(a;), Ar i est un
anneau de valuation discréte qui admet E; x comme corps résiduel. Si M /K
est une extension finie, on note E; j; I'extension de E; g correspondant
a M - Ky/Ky par la théorie du corps des normes. On note également
B, x = A, k[1/p] le corps des fractions de A, k.

Proposition 2.2. Si M est une extension finie de K, alors E; pr est une
extension séparable de E; i et il existe une unique extension non rami-

fice Bryr/Br i, contenue dans A, de corps résiduel E; et telle que
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Gal(B; v /Br k) ~ Gal(E; y/E; k). On note Ay son anneau des en-
tiers pour la valuation p-adique et on pose AjM =ATNA M, BjM =
BT N B7—7M.

Démonstration. Comme B est absolument non ramifié, et que E; pr/E; g
est séparable et finie avec E; s incluse dans le corps résiduel de ]~3, il
existe une unique extension B; ys de B, g (qui est donc automatiquement
non ramifiée), contenue dans ]~3, dont le corps résiduel est E; s, et on
a bien Gal(Br /B k) ~ Gal(E;y/E; k) puisque I'extension est non
ramifiée. O

Comme E, = | M/F E; v est la cloture séparable de E; g, 'extension
maximale non ramifiée Bﬂnil; de B, i dans B est aussi la réunion des B, v
quand M parcourt les extensions finies de K. On note alors B, I'adhérence
de B7'; dans B pour la topologie p-adique, et on note A son anneau des
entiers (qui est aussi le complété de 'anneau des entiers de rx pbour la
topologie p-adique). On a donc A./pA,; = E,. Comme BTk est stable
sous l'action de H; g, c’est aussi le cas de B, et on a Gal( 271}2/BT’M) ~
Gal(E;/E; ) ~ Hy = Gal(K/M - Ko). Si M est une extension finie
de K, le théoreme d’Ax—Sen—Tate (voir [37, Thm. 1]) montre alors que
BfT’M = (Bﬁf}?)HTaM = B, ) et donc que A,y = AET’M.

Le Frobenius déduit de la fonctorialité des vecteurs de Witt sur B définit
par restriction des endomorphismes de A, x,B;x,A; et B,, et envoie
notamment [7] sur [7]P.

Soit A, = A (comme Ej := E est parfait, on a aussi Ay =
W(EL)) et B, = AL[1/p]. Ces anneaux sont munis d’un endomorphisme
de Frobenius qui provient de celui sur B. On définit également, pour r > 0,

ET’T I’ensemble des éléments surconvergents de B de rayon r, par

{x = Z p"[xy] tels que  lim vg(xg) + ﬂl{: _ —l—oo}
k——+oco D — 1
n>>—oo

et on note B' = Urso B"" Pensemble des éléments surconvergents.

Définition 2.3. On appelle (p,7)-module étale sur (A, g, Ar) (resp.
(B,.x,Bp)) tout triplet (D, ¢p,G) o :
(1) (D,¢p) est un p-module étale sur A, g (resp. B; i) ;
(2) G est une action Goo-semi-linéaire continue de Goo sur D :=
A; ®A, D (resp. sur D := B ®B, x D) telle que G commute
a g = A, ® pp (resp. ¢p = g, ® ¢p), c'est-a-dire que pour
tout g € Goo, 995 = P59
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(3) en tant que sous A g-module de D, D c DGal(l/Ks),

En particulier, si (D, pp,G) est un (¢, 7)-module étale sur (AT,K,AL),
on définit V(D) := (A®a, , D)?=" = (Awg (AL®a, D))*~" comme
la Z,-représentation de G ou Gk agit sur A L®A, D a travers 'action
de Goo donnée par G et Gk agit diagonalement sur le produit tensoriel
A ®KL (AL ®AT,K D)

Proposition 2.4. Le foncteur qui da un (@, 7)-module étale (D, ¢p,Gso)
associe la Zy-représentation de Gg

V(D) = (Awz D),

induit une équivalence de catégories entre la catégorie des (@, T)-modules
étales sur (A k,Ar) et celle des Zy-représentations de G .

Démonstration. Voir 21, Prop. 2.1.7]. O

La définition 2.3 n’est pas tout a fait la définition originale de Caruso
mais celle de Gao et Liu dans [21], qui a le bon gotit d’étre équivalente a celle
de Caruso lorsque p # 2 via la proposition précédente et de se généraliser
au cas p = 2.

On rappelle au passage le résultat principal de [22] :

Théoréme 2.5. Soit V wune représentation p-adique de Gk, et soit
D(V) son (¢, 7)-module associé sur (B; x,Br), c’est-a-dire la donnée du
p-module D(V) = (B, ®q, V)% et d'une action semi-linéaire de Gog sur
D(V)=(Bq, V).

Pour r > 0, on définit DV (V) = (BL" ®q, V)& et DV (V) =
~T7T
(B ®q, V).

Alors il existe v > 0 tel qu’on ait

D(V) = B.,-’K ®BT’T DT’T(V)
T, K

et
D(V) =B ®~t.. DV"(V).
By

ou Bl =B, nB", Bl =B, xnB" &t B =B, nB" = (B")~.

Pour ce qu’on compte faire ensuite, on aura également besoin de savoir
ce que devient le (p, 7)-module associé a la restriction d’une représentation
V de Gk a Gy, ou M est une extension finie de K.

On pose Mo = Koo - M, Lyy := L - M et Hrpr = Gal(K/My).
Si V' est une représentation p-adique de Gpr, on peut définir D(V) :=
(Br ®q, V)HrM qui est naturellement muni d’une structure de @-module

étale sur By 7, et D(V) := (E@QZ,V)QLM, qui est naturellement muni d’une
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structure de @-module étale sur By,,, muni d'une action de Gal(Lys/M)
qui commute a ’action de .

Définition 2.6. On appelle (¢, Tps)-module sur (BT’M,ELM) la donnée
d’un triplet

(Dv ¥D> G)a

(1) (D,¢p) est un p-module sur B, 5/ ;

(2) G est une action Gal(Lys/M)-semi-linéaire continue sur Bz, de
Gal(Ly /M) sur D := Br,, ®8, ,, D telle que cette action commute
a(p::(pﬁLM(XHPD; R .

(3) en tant que sous B, y-module de D, on a D ¢ DG(La/M),

Si (D, ep,Gal(Lys/M)) est un tel (¢, 7ar)-module, on définit V(D) :=
(Br ®B, ,, D)= et

V(D) := (B®g,, D)*'=(Beg D)

’ Ln
Comme habituellement, un (p, 7p7)-module est dit étale si le p-module
sous-jacent est étale.

Proposition 2.7. (1) Les foncteurs D — V(D) et V +— D(V) sont
quasi-inverses l'un de 'autre et induisent une équivalence de ca-
tégories tannakiennes entre la catégorie des p-modules étales sur
B, i et celle des représentations p-adiques de G, ;

(2) V(D)igpy,, = V(D) R

(3) Les foncteurs D — V(D) et V. +— D(V) sont quasi-inverses ['un
de lautre et induisent une équivalence de catégories tannakiennes
entre la catégorie des (@, Ty )-modules étales sur (Bra,Br,,) et
celle des représentations p-adiques de Gyr.

Démonstration. Le premier point est la proposition A.1.2.6 de [17]. Le
deuxiéme point est une conséquence directe de [21, Lem. 2.1.4] et de notre
définition de (¢, p7)-module. Pour le dernier point, on renvoie a la preuve
de [21, Prop. 2.1.7]. O

Si on était parti au départ d’une représentation p-adique V de Gx dont
on a considéré la restriction & Gy, et si de plus on suppose que My, /Koo
est galoisienne, alors (B ®q, V)™ est naturellement muni d’une ac-
tion de H, x/H,n ~ Gal(My /Ky ). Comme de plus, (B ®q, V)H= C
(]~3 ®q, V)gLM, laction de Gar/Gr,, en tant que sous-groupe de G /Hoo
sur (B @Q, V)9:u coincide avec celle de Gar/Gr,, sur (B ®q, V|gM)gLM.
Ces considérations nous amenent & faire la définition suivante :
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Définition 2.8. Si M/K est une extension galoisienne finie telle que M
et Ko soient linéairement disjointes au-dessus de K, et si D = (D, ¢p,
Gal(Lp/M)) est un (¢, 7pr)-module sur (B, Br,,), on dit que D est

muni d’une action de Gal(M/K) si G agit sur D := Bp,, ®B_,, D et si :

T, M

(1) D en tant que sous ensemble de D est stable sous l'action de
Hyg C Gk ; R

(2) Gr,, agit trivialement sur D, et H, js agit trivialement sur D

(3) Taction de Gar/Gr,, C G/ Hoo coincide avec 'action de Gal(Lys /M)

sur D.

2.2. Vecteurs localement analytiques et pro-analytiques. Soit G
un groupe de Lie p-adique et soit W une Q,-représentation de Banach
de G. L’espace W' des vecteurs localement analytiques de W est défini
dans [36] et on va brievement rappeler les définitions générales ainsi que les
propriétés des vecteurs localement analytiques qui seront nécessaires pour
le reste de article, en suivant la présentation de [5] et [6].

On utilisera la notation multi-indice suivante : sic = (c1,...,¢q) et sik =
(ky,..., kq) € N alors ¢k := (clfl, e ,cff). On pose aussi k! = kq1x---xkg!
et |k| = k1 + ... kg. On note également 1; le d-uplet (ki,...,kq) ou k; =0
sit#jet k=1

On rappelle qu'un espace LB est un espace topologique localement
convexe qui est limite inductive d’une famille dénombrable d’espaces de
Banach, et qu’un espace LF est un espace topologique localement convexe
qui est limite inductive d’une famille dénombrable d’espaces de Fréchet.

Soit H un sous-groupe ouvert de G tel qu’il existe des coordonnées
Cl,...,¢q: H — 7, donnant lieu a une bijection analytique ¢ : H — Zg.

Définition 2.9. On dit que x € W est un vecteur H-analytique si 'appli-
cation orbite H — W donnée par g — g(x) est analytique.

On dit que x € W est un vecteur localement analytique pour G si 'ap-
plication orbite G — W donnée par g — g(x) est localement analytique,
ou de fagon équivalente, s’il existe un ouvert H de G comme ci-dessus tel
que z est H-analytique.

On note WH= T’ensemble des vecteurs H-analytiques de W et W
I’ensemble des vecteurs localement analytiques de W pour G.

Dans le cas particulier ou U = Zg C Qg, I’ensemble des fonctions ana-
lytiques f : Zg — W s’identifie a I’ensemble des fonctions f : Zg - W
telles qu’il existe une suite (fyx)xene avec fx — 0 dans W, telle que
f(x) = > kend xK fi. pour tout x € Zg. L’espace des fonctions analytiques
Zg — W s’injecte dans I'espace C“"(Zg, W), et est muni d’une norme || - ||
donnée par || f|| = supyend||fk|| qui en fait un espace de Banach.
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De facon plus générale, si H est comme précédemment un sous-groupe
ouvert de G tel qu’il existe des coordonnées cy,...,cq : H — Z, donnant

lieu a une bijection analytique ¢ : H — Zg, et siw € WH=9 alors il existe

une suite (wy)gena avec wy — 0 dans W, telle que g(w) = 3 pene ¢(g) wyi
pour tout g dans H. De plus, WH=%" g’injecte dans I’espace C(H,W).
On peut montrer (voir [35, §10 et §12]) que C**(H, W) est naturellement
muni d’une norme telle que, si || - ||z désigne la norme induite sur WH -
via V'injection C*(H, W) et si w € WH=9" alors ||w||g = supyendl|lwil|-
Cela fait de WH7=9" un espace de Banach. La définition de W' montre
que W = (J H WH=an ot H parcourt une suite de certains sous-groupes
ouverts de G, et on munit W de la topologie de la limite inductive, ce qui
fait de W' un espace LB.

Soient G, H deux groupes de Lie p-adiques et f : G — H un morphisme
analytique de groupes. Si W est une représentation de H, on peut aussi voir
W comme une représentation de G et on a directement le lemme suivant :

Lemme 2.10. Siw est un vecteur localement analytique pour H alors c’est
un vecteur localement analytique pour G.

Lemme 2.11. Soient W, X deuz Qp-espaces de Banach et soit m: W — X
une application linéaire continue. Si f : G — W est une fonction localement
analytique alors wo f : G — X est localement analytique.

Démonstration. Voir [6, Lem. 2.2]. O

Proposition 2.12. Soit B un G-anneau de Banach et soit W un B-module
libre de type fini muni d’une action compatible de G. Si W admet une base
w1, ..., wq dans laquelle g — Mat(g) est une fonction analytique G —
GLq4(B) C M4(B), alors
(1) WH=an — @?:1 BH=an ;i si H est un sous-groupe ouvert de G.
(2) W =@’ B - w;.
Démonstration. Voir [6, Prop. 2.3]. O

Soit W un espace de Fréchet, dont la topologie est définie par une suite
(pi)i>1 de semi-normes. On note W; la complétion de W pour p;, de telle
sorte que W = @i> L W;. L’espace W peut en fait étre défini si W est un
espace de Fréchet (voir [15] par exemple), mais en général I'objet obtenu est
trop petit, et on fait donc comme dans [5, Déf. 2.3] la définition suivante :

Définition 2.13. Si W = @D 1 W; est une représentation de Fréchet de
G, on dit que w € W est pro-analytique si son image m;(w) dans W; est
localement analytique pour tout ¢. On note WP? ’ensemble de ces vecteurs.

On étend la définition de W' et WP aux cas ott W est respectivement un

espace LB et un espace LF. Remarquons que si W est LB, alors W = 1P,
Si W est un espace LF, alors W' C TP mais WP? est en général plus gros.
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Proposition 2.14. Soit B un G-anneau de Fréchet et soit W un B-module
libre de type fini muni d’une action compatible de G. Si W admet une
base wi,...,wq dans laquelle g — Mat(g) est une fonction pro-analytique

G — GL4(B) C My(B), alors Wr? = EB;-l:l BP* ;.

Démonstration. Si w € W, on peut écrire w = Z;-lzl bjw; avec b; € B. Si
w e WP et i > 1, alors m;(b;) € Bll-aL pour tout ¢ par la proposition 2.12 et
donc b; € BP?. O

Remarque 2.15. Il est souvent pratique de pouvoir travailler avec une
suite de sous-groupes (G, )n>1 de G telle que G est un sous-groupe compact

ouvert de G, G,, = G]fnil et G, est un sous-groupe de G tel qu’il existe
des coordonnées locales ¢; : G1 — Z,, telles que ¢(Gy,) = (p"Z,)?. On peut
toujours trouver un tel sous-groupe puisqu’il suffit de se donner un sous-
groupe compact ouvert Gy de G qui est p-valué et saturé (voir [35, §23, §26
et §27] pour la définition et 'existence d’un tel sous-groupe), et de poser
G, =Gl

Si on dispose d’'une suite de sous-groupes (G),>1 vérifiant les condi-
tions exposées dans la remarque 2.15, et si w € W2, alors il existe n > 1
tel que w € W&~ et on peut écrire g(w) = Y pend ¢(g)Kwy si g € G,
ol (wk)kend est une suite de W telle que p"¥lw, — 0. On pose alors
|wllg, = supgend|lP™! - wy||. Cette norme coincide avec celle qu’on dé-
duit de I'inclusion W& = — can(@G,, W). Par le corollaire 3.3.6 de [15],
inclusion (W&n—an)Gn—an _y J)yGn=an egt un isomorphisme topologique.
En particulier, si w € W%~ alors wy, € W&~ pour tout k € N
Comme conséquence directe des définitions, on dispose du lemme et de la
proposition suivants :

Lemme 2.16. Siw € W& =9 glors
(1) w € WE= pour tout m > n.
(2) [WGnys < [0l 5im > n.
®3) llwllg,, = llwl sim > 0.

Proposition 2.17. L’espace W= muni de ||-||q,, est un espace de
Banach.

Lemme 2.18. Si W est un anneau tel que ||zy|| < ||z|| - ||ly|| alors WH—an
est aussi un anneau et ||xy||lg < |zllg - |yllg pour z,y € WH=_ Si de
plus, w € WX N W2, alors % e W, En particulier, si W est un corps,
alors W' est aussi un corps.

Démonstration. C’est exactement ce que montre la preuve du lemme 2.5
de [6]. Cependant, I’énoncé du lemme 2.5 d’ibid. ne prétend pas montrer
que si w € WX N W2, alors % € W' et on en redonne donc la preuve ici.
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Soit w € W=\ {0} avec g(w) = Y gend ¢(9)Xwy. On a alors
1 1 1 1

gw)  w+ Y pclgkux  w 1+ Y k0 €(9)K - wi/w’

En particulier, 1/w € WEm=an des que m > n est assez grand pour que
SUpk¢o\\pm|k| ~wy /wl|| < 1 de sorte que

g(1/w) =" (1) | D c(g)wi/w | /w. O
>0 k0

Lemme 2.19. Si D € Lie(G) et n > 1, alors D(WGn=an) ¢ WGn=an ¢t 4
existe une constante Cp telle que | D(z)|q, < Cpllz|g, pourxz € WE»—an,

Démonstration. Voir [36, Prop. 3.2]. O

Pour finir, on s’intéressera dans cet article au cas particulier ou le groupe
de Lie p-adique G sera égal & G, et on va donc introduire des notations spé-
cifiques a ce cas de figure. En particulier, remarquons que les sous groupes
Gy, = Gal(L/ K ((n, mp)) de Goo satisfont les conditions de la remarque 2.15.

Définition 2.20. Si W est une représentation de G, on note W7=" et
W= pour respectivement W GaL/Keye)=1 of 117Gal(L/Koo)=1 ot on note

T—la Tn—an —la
w ,  Wmmeno TR

pour respectivement
WGal(L/KCyd)fla WGal(L/KCycl(ﬂ'n))fla WGal(L/Koo)fla.

Si W est une représentation localement analytique de G, on définit les
opérateurs de dérivation, respectivement dans la direction 7 et la direction
cyclotomique, par
_log TP"

Y0

V,:

pour n > 0

et

_ log g
Ing(chcl(g))
Pour voir que ces opérateurs sont bien définis, on peut remarquer que

si W est une représentation localement analytique de G.,, alors pour x

dans W, x appartient & WS pour un certain n > 0, et vérifier que les

séries données par log 77" (z) et log g(z) (g € Gal(L/Kx(¢,))) convergent

~y pour g € Gal(L/K) assez proche de 1.

. log 7P log g . . 5
bien, et que 55— (z) et 710gp(xcyc1(g))(x) ne dépendent pas du choix d'un
tel n. Une autre fagon de voir les choses est d’utiliser le lemme 2.19 et les
résultats de [28, Chap. 4, §3.2] qui montrent que ces opérateurs définissent

des éléments de l'algebre de Lie de G .
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Remarque 2.21. Contrairement a ce que la notation pourrait indiquer, ~
n’est pas un élément de Gal(L/K). Dans le cas ou Gal(L/K) est pro-
cyclique (et donc en particulier lorsque p # 2), on peut en fait montrer qu’on
peut choisir un générateur topologique v de Gal(L/K ) et que les notations
sont alors cohérentes avec ce choix. La notation n’est donc ambigiie que
pour p = 2, néanmoins on fait ce choix par souci de simplifier les notations.

Si W est une représentation de Goo et si W’/ = W= on appellera
vecteurs localement analytiques de W’ (relativement & Ko,/ K) et on notera

(W2 les éléments de (W'2)1=1 = r—lar=1,

2.3. Anneaux de périodes et vecteurs localement analytiques.
Dans cette section, on va définir certains anneaux de périodes qui seront
utiles par la suite et on va redonner certains résultats concernant la struc-
ture des vecteurs localement analytiques et pro-analytiques dans certains
modules et anneaux de périodes.

Si > 0, on définit une valuation V(-,r) sur BT[] en posant

(]
-1
V(z,r) = ’irelg (k + ppr UE(mk))

pour & = > s o P¥[zg]. Si maintenant I est un sous-intervalle fermé de
[0; +00[, on pose V(z,I) = inf,e; V(x,r). On définit alors 'anneau B’
comme le complété de BT[1/[7]] pour la valuation V(-,I) si 0 & I, et
comme le complété de BT pour V(-,1) si I = [0;7]. On notera ]?3:11; pour
Bl o ]~3;§g pour Bl on définit également ]~3:[ig = Ur>0 ]~3L; Re-
marquons au passage que l'anneau ]§ " des elements surconvergents de

rayon r de B qu’on avait défini est inclus dans B et on peut méme mon-

rig»
trer (voir [2, Prop. 2.19]) que B]flg est la complétion pour V (-, [r;+oo[)
~T7T
de B
Soit I un sous-intervalle de |1,4o00[ ou tel que 0 € I. Soit f(Y) =
S kez arY* une série formelle telle que ax, € F' et vy(ag) + pp_el k/p — +o0

- ~1
quand |k| — +oo pour tout p € I. La série f([7]) converge dans B et
on note BI . lensemble des f([7]) avec f comme précédemment. C’est

~ 1
un sous-anneau de BT x = (B)mK. Le Frobenius définit une applica-
m ~1
tion ¢ : Bl — Bp . Sim > 0, alors p~™(BY ) € By et on note

B!, = ¢ "B KI) de telle sorte qu’on ait B! C B k41 pour

7,K,m
tout m > 0. On note également BTKOO = Um>0 Bi’K’m.
B[T +°0[

[r;s]

for )
On notera aussi B, g,k POUr C’est un sous-anneau de BT %

pour tout s > r et on note Bi’,K lensemble des f(u) € Bi’mgK tels que
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la suite (ag)rez soit de plus bornée. Remarquons que cette définition coin-
cide avec celle du théoréme 2.5. Soit BL x = Urso Bi% C’est un corps

Hensélien (voir [32, 2.2]) dont le corps résiduel est E; .
Pour M extension finie de K, il existe par la théorie du corps des normes

une extension séparable E; y//E; i de degré [My : K]. Comme B;K
est Hensélien, il existe une unique extension finie non ramifiée BL v/ BI’ K
de degré f = [My : K| de corps résiduel E; j (voir [32, 2.2]). Il existe
par conséquent r(M) > 0 et des éléments xq,..., x5 € BT ( ) tels que
Bii\/[ - @, BiSK - a; pour tout s > r(M). Si r(M) < mln(]), on pose

alors B! ;; la complétion de Bl’;&M) pour V (-, 1), de telle sorte que B ,, =

69{:1 B£,K " i
On rappelle que Berger a construit dans [2 §2.4] un anneau Efog, qui
est a EL ce que By est a Bms, en posant Blog = Brlg[log[?r]] pour r >

0, et en définissant alors Blog = Ur>o Blog (on renvoie a [2, Prop. 2.24]
pour la construction de I'application log). On étend les actions de Gk et

du Frobenius sur ]§Lg a Bfog en posant g(log[m]) = log([7]) + c(g)t et
o(log[m]) = p-log[m]. On définit également un opérateur de monodromie N

sur Elog par
N (Z a; log[?r]z> =— Z ia; log[7] L.
=0 i=1

Proposition 2.22. L’opérateur de monodromie N vérifie

(1) gN = Ng pour tout g € G ;

(2) No =peN.
Démonstration. Voir [18, 3.2.3]. O
St wl =t —_al i
On pose BT rig K — (Brlg) K et BT Jog, K= BT rlg K[log[ ]] (Blog)

On définit également un anneau BT log, K+ €11 posant BT Jog K= BT rig i |Log[T ]]
Cet anneau est stable sous l'action de ¢ puisque ¢(log[7]) = p - log[7] par
définition, et est un sous-anneau de Blog‘ On définit également un anneau

BT’logK par BT’ — BT’“

Tlog K = 7_rng[log[~]] Comme le Frobenius induit une

bijection de BLg K Sur Brlg %, il induit également une bijection de B

T log,K
~T7pr
sur BT Jog, K
En particulier, go(Bi’lOg k) C B;ﬁ’)"g K- On définit alors
Tr _ T.p"r
BT Jog, Kon (BT Jog, K, n)
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et

BT log,K,00 — U BT Jog, K ,n>
n>0

qui sont des sous-anneaux de BTlog - On notera respectivement B

+ 1,0
B og i €t Blog pour BT 'vig )O» Brlog, Kk €t Blog‘

On va maintenant redonner certains résultats concernant les vecteurs
localement analytiques et pro-analytiques dans les anneaux de périodes
~ T ~ T tor
B, := (B )= et BT g L = (Bmg)Hoo ainsi que certaines conséquences de

la surconvergence des (¢, 7)-modules. Pour I un sous-intervalle de [0; +00),
~ ~ ~ |

on définit D] (V) par DI (V) = (B' ®q, V)#>~. Pour k > 1, on pose

re=p"(p - 1).

Théoréme 2.23. Soit I = [rg;rg] ou I = [0,7x], et soit m > mg avec my
comme dans [22, Lem. 3.4.2]. Alors on a :

(1) (By)mssono=t C B

I — =
(2) (BL)T lay=1 BTKOO’

= Tﬂ‘g T —
(3) (Brig,L) par= Bi :fg K,00"

T,rig, K

T Km pour m > myg ;

Démonstration. Voir [22, Thm. 3.4.4]. O

Pour simplifier les notations, on notera (EL; % )P? pour (ET-’T yT-pay=l

rig,L
=t . T
et (B jog i )P* pour (Bjog )7 P27=1,

Proposition 2.24. On a (B :log x)P? i’,fogxm-

Démonstration. Le calcul des vecteurs pro-analytiques dans Ei’frﬂig i est

donné par le théoreme 2.23 et nous dit que (]A?;Izlg x)P? Bi;g, Koo- RE-

marquons également que log[7] € (Bifog x)P?, puisque log[7] est invariant
sous l'action de 7 et qu’on a 7 (log[7]) = kt + log[7].

. . = 77. ’ . ~
Si maintenant = € (B, k)" on peut écrire x = Y_xy log[]".
Comme
~T’7‘
N BT Jog, K - Br,log,K

est une application B -linéaire continue, le lemme 2.11 montre que
N(z) € (B

T,log, K
(Bi Tog ) )P?. Comme log[7] € (Bi’log ) )P?, on en déduit que x —x,, log[7|" €

T,rig, K
)P2. En itérant n fois I'opérateur N, on trouve que x, €

(BH% )P?. En appliquant le méme résultat & « — x,, log[7]™, on en déduit

. T7 a 7
que T,—1 est aussi dans (BT log,ic)P%, et par récurrence descendante sur
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k € {0,...,n}, on en déduit que chacun des xj appartient a (]§T’T )pe,

T,rig, K
Comme (]AE’;T’T ypa = BT

Torig, K Trig, K000 O €1 déduit le résultat. O

La surconvergence des (¢, 7)-modules a également plusieurs conséquences
intéressantes qui vont nous étre utiles par la suite. On note Bl = (J,~, BI".

Lemme 2.25. Soit V une représentation p-adique de Gx et soit DL(V) :=
(Bl @ V)& le p-module surconvergent associé, et soit r > 0 tel que

DI(V) = BI,K Dptr (BL" ®@q, V)Hnx). Alors pour tout intervalle I com-

pact tel que r < min(I), les éléments de DI (V) et Di lrig(V) = Bi rig K Ot
’ ’ ) T, K
DIL(V), vus comme des éléments de DL (V') sont des vecteurs localement

analytiques pour G .

Démonstration. On définit IN)L’;L(V) par

~ ~tr Hoo
DI;;,L(V) = (Brig ®Qp V)
Dans la démonstration de [22, Thm. 6.2.6], les modules DI (V) et Di’rig(V)
sont construits comme des sous-objets de f):[ig . (V)P2, de sorte que
D" (V) € Dy(V) € Dl , (V)™ € DE(v)
pour s > r, ce qui montre le résultat. O

On va maintenant s’intéresser a des conséquences de la démonstration
de la surconvergence des (¢, 7)-modules et principalement concernant un
certain élément b, € AJLF (c’est le t de [29, Exemple 3.2.3]) qu’on définit
par by = pi)\, ou t est le t usuel en théorie de Hodge p-adique et A =
[I.>0 ™ (E([7])/E(0)) € B:ﬁgvK est I’élément défini dans [25, 1.1.1]. On
rappelle que, par [22, Lem. 5.1.1], si I est un sous-intervalle de R avec
min(I) assez grand, alors b, et i sont dans (ﬁé)la La surconvergence des

(¢, 7)-modules nous permet de montrer des résultats plus précis concernant
cet élément, et d’obtenir la conséquence suivante :

Proposition 2.26. On at € \- (Bl)f=.

Démonstration. Soit V' = Q,(—1) comme représentation de Gg. La sur-
convergence des (¢, 7)-modules montre en particulier que le (¢, 7)-module
associé & V' est surconvergent, et donc (Bf ®Q, V)HrK est de dimension 1.
En particulier, (B ®q, V)Hrk est engendré par un élément de la forme
z®a # 0, et, quitte a diviser par un élément de Q,, on peut supposer
que a = 1. Il existe donc z € Bi, z # 0, tel que, pour tout g € H; g,
g(z) = x(g)z. On en déduit donc que z est invariant sous l'action de Huo,
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et donc z € BJr = (BT)HOO. On fixe désormais un r > 0 tel que z € BT’T

et tel que 1/b,, € B L . Le lemme 2.25 montre que z ® 1 est pro-analytique

pour Gal(L/K), et donc z € (BL;L)pa.

Or, si v est un générateur topologique de Gal(L/K), on a y(by) =
~1
X(7)by, de sorte que z/b, € B est invariant sous 7. De plus, z et 1/b,

étant des vecteurs pro-analytiques de Bilg I

T
rig,L

c’est encore le cas de z/b,.

yPar=1_Qr (ET,’T ypar=1 —

En particulier, on en déduit que z/b, € (B rig, I

B! par la proposition 2.23, de sorte que z/b., € BI"

T,rig,K,00

Il existe donc un entier n tel que z/by € @_”(Bi’flng) et donc ¢"(2/by) €

7,rig, K,00"

fp"r
T,rig, K+

]~3TL N Bi’flng = Bi’f;:r, de sorte que ¢"(z/by) € B;K. Comme b,

Mais z et by, sont des éléments bornés, appartenant a ]~3TL et

pi/\, on en déduit que ¢"(t) = p"t € ¢"(A) - B;L, et comme ©"(\) =

L A bien t € A-BI . O
TGO R L

En particulier, b, € B!, et donc on dispose d'un moyen trés simple pour
passer du (¢, 7)-module d’une certaine représentation p-adique V de G
a sa tordue V(d) pour un certain entier d. On rappelle que V(d) est la
représentation p-adique de Gg telle que V(d) =V en tant que Q,-espaces
vectoriels, et si z € V(d) et g € Gk, alors g-@ = Xeya1(9)4(g-2)v, ol (g-2)y
désigne I’élément g - x dans V.

Proposition 2.27. Si V est une représentation p-adique de Gy, si d est
un entier relatif et st D(V') désigne le (p, T)-module associé a V', alors

D(V(=d)) = bl - D(V).

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 2.26,

puisque si (ey,...,e,) est une base du @-module associé a V, alors
(bgel, . .,bglen) est bien une base du ¢-module associé a V(—d) puisque
by € B;. O

Kisin montre dans [25] que les représentations semi-stables & poids de
Hodge—Tate négatifs sont de E-hauteur finie, et donc a fortiori de hauteur
finie, c’est-a-dire que si V' est semi-stable a poids de Hodge—Tate négatifs,
alors le p-module sous-jacent au (¢, 7)-module D, (V') est engendré par un
(p-module étale sur B:_r - Les propositions 2.27 et 2.26 montrent donc que,
étant donné une reprééentation semi-stable V' quelconque de G, il existe
h(V) > 0 tel que bz(v) est engendré par un (¢, 7)-module étale DT sur

Bj_i - En particulier, si rp, est tel que by le ]§T’rb, alors toute représentation
semi-stable est surconvergente de rayon < 7y.
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3. (v, 7)-modules différentiels

3.1. Les invariants Dg.is et Dg. Soient

Dlig(V) = By i ®gi  DHV) et D

T,rig

rios(V) = Bliog ic @g1  DHV).

Le théoréme 2.5 montre que DI . (V) et DT log(V) sont respectivement des

Bi rig, Fc~ €t BT’log,K—modules libres de rang d = dimq, (V). Le but de cette
partie est de montrer comment récupérer Deyis(V') et Dy (V') & partir de ces
modules.

Dans le cas particulier ou V est semi-stable & poids négatifs, Kisin

a montré que DS (V) = (Bf ®q, V) K est un B+K module libre de
(V) =

T r1g(

rang d, et on verra qu'on peut récupérer Dy (V) & partir de DI
+

BT,log,K ®B::K Di(v)
On va voir besoin pour la suite de certains résultats de la partie 3.2 de [2],

qu’on va maintenant rappeler.
On rappelle que (voir par exemple la discussion précédant [2, Prop. 3.4]),

si on pose D (V) = (B, ®q, V)%, alors D (V) = (]A?;;;g ®q, V)9%. De
plus, si V est a poids de Hodge-Tate négatifs, alors D} (V) = Dg(V), et
dans le cas général, on a Dy (V) =t=9DL(V(—d)) pour d assez grand.

7,log

Proposition 3.1. 57 V est une représentation p-adique, alors (]~3IrOg ®q,
V)95 est un F-espace vectoriel de dimension finie, et le morphisme induit

par Uinclusion de Eig dans ]§1Tog

~1
D;;(V) — <B10g ®Qp V)gK
est un isomorphisme de (@, N)-modules.
Démonstration. Voir [2, Prop. 3.4]. O

En particulier, une représentation V' a poids négatifs est semi-stable si et

seulement si elle est Bfog—admissible, et elle est cristalline si et seulement si

elle est Bng—admissible puisque ses périodes sont tuées par N. Si les poids

de Hodge—Tate de V' ne sont pas négatifs, on peut tordre V et on en déduit
alors que V est semi-stable si et seulement si elle est ]NBIOg[l /t]-admissible
et elle est cristalline si et seulement si elle est Brlg[l /t]-admissible.

On se propose maintenant de faire le lien entre DT rlg(V) et les
invariants Deis(V) et Dg (V). Pour simplifier les notations, on notera
(Do (VAN (vesp. (DY 1, (V)[1/A])7=1) les éléments de DL (V)[1/A]
(resp. Di’rig(V)[l /A]) qui sont invariants sous l'action de 7 en tant qu’élé-

=3 T
ments de (Bl @ D!, (V)[L/N (resp. (Buig®py DLy (V)[1/A)
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via 1’1dent1ﬁcation T — 1 ® x. Remarquons en fait que, comme les élé-

ments de B! de B! x et de DI(V) sont invariants sous l’action

7,log, K T,rig,
de H,x, les éléments de (D Llog(V)u/A])T:l (resp. (DI . (V)[1/A])™=1)

T,rig

sont, considérés en tant qu’éléments de (]§1Tog ®BT Di Jog(V))[1/A] (resp.

(BJr Qg DT (V)[1/A]), a la fois invariants par 7 et par H, g donc

rig T,rig

par gK.
Théoréme 3.2. Si V est une représentation p-adique, alors

Da(V) = (D10, (V[L/A)™" et Deris(V) = (DI, (V)[1/X])™1

Si de plus, V' est semi-stable (resp. cristalline) a poids négatifs, alors

Dyt (V) = (DF10,(V))™=" (resp. Dexis(V) = (D3 (V)™=).

7,log T.rig

Démonstration. Ona DI, (V >[1/A]cBlogu/A1®Q Vet DI, (V)[1/)] €

ng[l / )\] ®q, V. Comme inverser A\ dans Brlg
A/t € B, on en déduit que (DI 10g(V)L/ANT=L = (DI (V)[1/A])9% est in-
clus dans Dy (V), et de méme que (D] ;,(V)[1/A])™=! = (DI ., (V)[1/A])9%
est inclus dans Dcis(V).

On va maintenant montrer que Dy C (D;log(V)[l /A])™=! et on va égale-

ment montrer que Deyis C (Di gV A])™=L. On va en fait se contenter de
démontrer le premier point, le deuxieéme s’en déduisant en faisant N = 0.

Dans un premier temps, on va supposer que V est a poids négatifs, de sorte
que Dy (V) = (]A?;Irog@)QpV)gK par la proposition 3.1. De plus, comme DI (V)
a la bonne dimension, on a (Efog@)Qp V)Hrx = EI log, K gt DI(V).Onen
’ ’ T, K

déduit donc que Dg (V) = (Bi log, KK ®BT DI(V))™=1. Or Gk agit triviale-

ment sur D (V'), ce qui fait que Dg (V') est constitué de vecteurs localement

revient a inverser t puisque

analytiques. En particulier, (E’»i log, K @t DI(V))™=" est constitué de vec-
e T,K
teurs localement analytiques (ou pro-analytiques) de Ei log, K Ot DI(V)
’ ’ T, K

invariants par 7. Mais le lemme 2.12 montre que (]A?;i log, K Ot DI(V))Pa =
) ) K
t

(B log, i )7 @pt DI(V). Le calcul des vecteurs pro-analytiques de Ei log, KK
b k) T,K ) ’

effectué en 2.24 montre que (ET’T )P = BT

T,log, K 7,log, K, 00" En partlcuher, il

existe un entier n et une base (e, ...,eq) de DI(V) tels que Dy (V) =
(@, Bj’flﬂog,K,n - ;)7L Mais comme ¢ : Dy (V) — Dg (V) est bijective et
commute a 'action de Galois, on en déduit que ¢"(Dg(V)) = Dg (V) et
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donc que Dy (V) = (DL, BI:?:;K 0" (7))L, ce qui montre que Dyt (V) C
(DL 1o (VLA™
Ce qu’on vient de faire montre que, si d est assez grand, on a ’inclusion
— d
Dat(V(=d)) C (D 0p (V(=d)[1/X)7=". Ona D] 1, (V(~d)) = {3 D} 1, (V)
par la proposition 2.27 et on a aussi Dg(V(—d)) = t?Dg (V). On a donc

DL (V(=d))[1/A] € #2DL,, (V)[1/A], et done
Dy (V(—=d)) € (DL, (V(=d))[1/A])7

c (tD!

Do (VLA™ = (D (V)L™

puisque ¢ est invariant sous 7. Comme Dg(V (—d)) = t?Dg(V'), on obtient
alors
Dt (V) =t~ 1Dy (V(—d))
C 4D, (V[1/A)=" = (D]

T,log

(V)[/A)™

On en déduit donc le résultat pour V' quelconque.
Dans le cas ou V est semi-stable a poids négatifs, on sait par [25,
Prop. 2.1.5] que D (V) est un B ;,-~-module libre de rang d et que Dy (V) =
=+ =+ .
DE(V) = (B ®q, V)9%. Comme DI (V) C (B, ®q, V), on en dé-
duit en prenant les invariants sous Gx que (D;flog(V))T:1 est inclus dans
D4 (V). Comme D} (V) a la bonne dimension, on a (EI,g ®q, V)irx =
=+ s =+
B og k0 ®pt D (V). On en déduit donc que Dgt(V) = (B, 100 ®pr
D (V)™= et la méme preuve que précédemment montre alors que

Dy (V) C (D:log(V))Tzl. La encore, le cas cristallin s’en déduit en faisant

N =0. U

Proposition 3.3. On a les isomorphismes de comparaison suivants :

(1) si 'V est semi-stable, alors
B 1og i [1/N ©pt  DLV) =Bl 1 [1/A] @ Da(V);
(2) si V est cristalline, alors

B i x[L/N @1 DLV) =Bl [1/N ©F Deris(V)-

Démonstration. La aussi, montrer le cas semi-stable suffit puisqu’on obtient

le cas cristallin en faisant N = 0. Par la proposition 3.2, on a
Dy (V) = (DL, (V)[1/X]))™=1, donc a fortiori Dy (V) € DLy (V)[1/A] C
=1
B

rlog K [L/A] ®gt DI(V). Réciproquement, [2, Prop. 3.5] nous dit que
’ ’ T, K

comme V' est semi-stable, Efog[l/t] ®F Dgt(V) = Efog[l/t] ®q, V, et donc
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puisqu’inverser ¢ dans ]A?;Iog revient & inverser \ et que DI (V) C D;log(V) C
Bfog[l /A] ®q, V, on en déduit en prenant les invariants sous H; x que

D, (V) C (Bly[L/N ©p Dy (V)T =B, ([1/N @r Dy(V). En par-

ticulier, on a donc

i ~t
BT,log,K[l/)‘] ®Bj_ X D;T_(V) = BT,log,K[l/)‘] ®F DSt(V)

et donc, en choisissant des bases {d;} de Dg (V) et {e;} de DI(V), il existe

une matrice A € GLd(]~31710g7K[1//\]) telle que (e;) = A(d;).
=4

En particulier, il existe n > 0 tel que A"A € My(B, ., ), et il existe
m > 0 tel que \mA™! € Md<]§j’,log,K)‘ On note (a;j;) les coefficients de A
et (b;;) ceux de A~1. Alors pour tout 1,

Nei =Y (N"ai;)d;
J
et
)\mdl = Z()\mbzg)ej

J

Comme les (e;) et (d;) sont des vecteurs pro-analytiques pour 'action de
Gal(L/K) et invariants sous I' (et A aussi), c’est aussi le cas des (A"a;; )
et des (A™b;;) par le lemme 2.18, de sorte qu’il existe 7 > 0 et £ > 0
tels que les (A"a;;) et les (A™b;;) soient tous dans Bi’,fog, K par la pro-
position 2.24. Comme ¢ définit un isomorphisme sur Dg (V) et comme
©(D1(V)) engendre DIL(V), les (¢%(e;)) et les (¢'(d;)) forment également
une base respectivement de Dy (V) et de DL(V), et ¢*(A) € GLd(BLIOg’K),
ce qui permet de conclure. Il

Remarque 3.4. Si V est semi-stable a poids négatifs, on peut se demander
si on a

BﬂJ'r,log,K ®Bi—,K Dj(V) = B‘/J'r,log,K QF DSt(V)

Dans le cas ot V' est semi-stable a poids négatifs, on a
=+ =+
B‘r,log,K ®F DSt(V) = BT,log,K ®Bj_’K Dj(V),

et donc, en prenant les vecteurs pro-analytiques et en utilisant le lemme 2.25,
on en déduit comme dans la preuve de la proposition précédente que la
matrice de passage d’une base de Dy (V) & une base de D (V) est dans

GLd((f’»j’ log,ic)P)- Malheureusement, contrairement au cas précédent, si
(e1,...,eq) est une base de DF(V), alors (¢"(e1),...,¢"(eq)) n’a plus de
raison d’étre une base de D (V'), puisque la matrice de ¢ dans cette base est
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dans GL4(B+ ) "My(B ;) mais n’a pas de raison d’étre dans GL4(B . )
On en déduit donc seulement qu’on a un isomorphisme de comparaison

Bi,log,K,oo ®B:-L,K Di(V) B'r Jog, K 00 ®F DSt(V)‘

3.2. (¢, Ny)-modules. Si V' est une représentation p-adique, on peut
associer a son (¢, I')-module cyclotomique sur I’anneau de Robba Drlg(V)
une connexion provenant de l’action infinitésimale de I', ce que Berger a
étudié dans [2]. La théorie des vecteurs localement analytiques rend cette
construction directe puisque les éléments de Dng(V) sont localement ana-
lytiques (voir par exemple [26, §2.1]) et puisque la connexion ainsi asso-
ciée n’est autre que 'opérateur de dérivation dans la direction cycloto-
1Flg(V) — Djlg(V), défini par V4 (z) = limy_; l(ogi(zyx) (voir [2,
§4.1] pour plus de détails). C’est une connexion au-dessus de 'opérateur

v Br1g K - Brlg K>
d

rateur - si K = F' (on rappelle que u = [¢] — 1).
En gardant cette vision localement analytique des choses, la définition
analogue dans le cas des (p, 7)-modules serait de simplement remplacer la

mique V., : D

et cet opérateur V, sur Biig i West autre que 'opé-

connexion V., sur Djlg(V) dans le cas cyclotomique par la connexion V,
sur Di rig(V) au-dessus de l'opérateur V, BT rig, K 7 BT rig K- L€ pro-
bleme est que l'action de 7 ne se fait qu’aprés avoir tensorisé au-dessus
de B“gL, et qu'on n’a méme pas V- (BT 1qu) - Birig’K. On dispose en
revanche d’un espace naturel sur lequel 'opérateur V, est défini, a sa-
voir (Eiig 1)P?, et plus généralement on peut définir une connexion V, sur
f =1
(Brlg L® DT rlg(v))pa - (Brig,L)pa ® Dj' rlg(v)
Pour des raisons évidentes, on souhalteralt néanmoins renormaliser I'opé-
rateur V, de fagon a avoir V (BJf ) C B! On définit donc un nou-

7,rig, K 7,rig, K *
vel opérateur Nv sur (Eilg 1)P?, en posant Ny := ’\V Remarquons que,
comme 2 € B 1, et est localement analytique d’apres [22, Lem. 5.1.1], Popé-
rateur Nv : (]~3Lg, )P — (]~3;rig 1)P? est bien défini, et plus généralement,
la connexion Ny : (BIlg L ® D_r Hig(V))P — (Bilg L ® DT rlg(V))paL est bien
définie. De plus, comme V. ([7]) = ¢[7] ¢t comme A € B!
NV(B ) C B!
qu’on vient de définir sur B Torig, K coincide avec opérateur Ny défini par
Kisin dans [25], puisqu’on a avec cette définition Ny ([7]) = —A[7].

Torig, K0 O @ bien

et le choix du signe est fait pour que l'opérateur

T,rig, K 7,rig, K

Définition 3.5. On appelle (¢, Ny )-module sur BT rig, f¢ U1 BT rig, k-module
libre D muni d’un Frobemus et d’'une connexion Ny : D — D au-dessus

de Ny : BI rig K BT rig K c’est-a-dire que pour tout m € D et pour tout
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x € Bi’ﬁgK, Ny (z-m) = Ny(z)-m+z-Ny(m), et qui satisfait de plus la
([x]

relation Ny o p = %pgp o Ny.

Proposition 3.6. Si D est un (¢, 7)-module sur (B! ETL), alors l'opé-

7,rig, K’
_ o = . .
rateur Ny 1= =2V, défini sur (Brig,z @5t . D)P? vérifie
T,r1g,

Ny(D) C D.

Démonstration. Soit l~)Iig L= (Eiig L ®gt D). Une conséquence de [22,
’ ’ T,rig, K

Prop. 6.1.6] montre que D est inclus dans (EL& I

Thm. 4.3.26] pour une preuve compléte de ce résultat). De plus, (ﬁiig I

)P? (on pourra aller voir [34,
)P
est stable sous 'action de 7 et donc par la connexion V., et comme _T/\ €

=4
(Brig,L

On va commencer par montrer que, si © € (ﬁiig’ I
Gal(L/K«), alors c’est aussi le cas de Ny (z), ce qui nous donnera Ny (D) C

(ﬁiig’L)paW:l. Soit donc z € (lNDLgyL)paW:l, et soit g € Gal(L/ K ). Comme

)Pa il est aussi stable sous 'opérateur Ny .

)P? est invariant sous

Ny (z) = =2V, () et que la relation entre 7 et Gal(L/Kx,) est donnée par

1

gr = Tchcl(g)g, on en déduit que g(Ny(z)) = —m%VTXCycl(g) (9(x)) =

NV (33) _
On sait que (D]];igL)pa"YZ1 =D®

et le théoreme 2.23. En particulier, si (e1,...,eq) est une base de D, il

existe m tel que les (Nv (e;)) appartiennent tous & D@+ <p*m(B;rig’K),

T,rig, K

Bf

T,rig, K,00

B! rig, KK par la proposition 2.14

de sorte que les ¢™(Ny(e;)) appartiennent tous a D. Comme la relation

entre Ny et ¢ est donnée par Nyp = iﬂ%{) ppNy, on en déduit que les

Ny (¢™(e;)) sont tous dans D. Comme (¢™(e1),...,9™(eq)) est aussi une
base de DI(V), et donc a fortiori aussi une base de D et que Ny stabilise

Bmig’ x> on en déduit le résultat. O

En particulier, si V' est une représentation p-adique de G, la connexion
.i.

rxig(V) définit une structure

Ny associée a son (@, 7)-module différentiel D
de (p, Ny)-module.

Proposition 3.7. Si V.V’ sont deux représentations p-adiques de Gy, alors
D;ﬁg(V) et Divrig(V’) définissent le méme (¢, Ny )-module si, et seulement
si, il existe n > 0 tel que V et V' sont isomorphes en tant que représenta-

tions de Gr,, .

Démonstration. Dans cette preuve, on utilisera systématiquement le théo-
reme de Kedlaya [24, Thm. 6.3.3] qui nous dit que tout ¢-module étale

1 . . . ) .
sur B ;. ¢ provient par extension des scalaires d’'un p-module étale sur
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B; x en jonglant entre les modules surconvergents et ceux sur I’anneau de
Robba, en gardant a l’esprit que ces données sont équivalentes.

S’il existe n > 0 tel que V et V'’ sont isomorphes en tant que représenta-
tions de Gk, , alors V et V' sont a fortiori isomorphes en tant que représen-
tations de H, x, de sorte que Diyrig(V) = D;rig(V’ ) en tant que p-modules.
Comme de plus, V et V'’ sont isomorphes en tant que représentations de
Gk, , laction de 77" est la méme sur (ET ®q, V)= et (ET ®q, V)=, de
sorte que DI(V), DI(V") sont isomorphes en tant que (¢, 7" )-modules sur

(BiK,EE). Par définition de Ny, on en déduit que DI (V)= DI . (V')

T,rig T,rig
en tant que (¢, Ny)-modules sur Bi’rig’K.
Réciproquement, si V' et V' sont deux représentations telles que
Di’rig(V) = Diﬂrig(V’) en tant que (¢, Ny)-modules sur Blrig,K, il suffit
clairement de montrer qu'il existe n > 0 tel que Di,rig(V) = D;rig(V’ )
en tant que (¢, 7P")-modules sur (Bi’ri&K,ﬁIig’L). Soient donc r > 0 et
(e1,...,eq) des éléments de DI" (V)N DL™ (V') tels que (eq ..., eq) soit une
base du ¢-module DI (V) = DI(V"). Soit s > r et soit I = [r;s]. Par le
lemme 2.25, les e; sont des vecteurs localement analytiques de DI (V) =
~ ~ ~1
B @i DL"(V) et de DL(V') = By, Dpgtr DI (V') (remarquons qu’on a
DI (V) = DI(V') en tant que p-modules par hypothése). En particulier, il
existe n > 0 tel que, pour tout i, exp(p" £ Nv)(e;) converge dans (Df (V)
et (DL (V")) de sorte que, pour tout i, ’action de 77" sur e; en tant qu’élé-
ment de DI (V) est la méme qu’en tant qu’élément de DX (V’). Comme on a
une injection DET(V) — DL(V) (c’est une conséquence directe de [2, Lem.
2.7]), on en déduit que I’action de 77" sur DLgL(V) et Diig’L(V’) coincide,
d’ott le résultat. O
Remarque 3.8. La preuve de la proposition 3.7 montre en fait que deux
(¢, 7)-modules D, D' sur Bi rig &c éfinissent le méme (¢, Ny)-module si, et
seulement si, il existe n > 0 tel que D et D’ sont isomorphes en tant que
(¢, 7P )-modules, I’énoncé de la proposition correspondant au cas particu-
lier ou D et D’ sont étales.

On va maintenant montrer comment associer a tout (¢, Ny)-module un
(¢, 7" )-module pour n assez grand.

.I.

rig K- Alors il existe

Proposition 3.9. Soit D un (¢, Ny)-module sur B

n >0 et D' un (p,"")-module sur (Bj’,rigK’

BiigL) tels que D = D' en
tant que (¢, Nv)-modules.

Démonstration. Jetiens aremercier Laurent Berger pour m’avoir fait remar-
quer qu'une telle construction était possible en s’inspirant de [4, Coro. 4.3].
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Soit D un (g, Ny)-module sur BI,rig,K et soit r > 0 tel que D soit défini
sur Bi’rng Soit I = [r;s] avec s > pr, de sorte que I N pl # (. On pose
pour k > 0, I, = p*I et J, = I} N I;41. Par [24, Thm. 2.8.4], la donnée de

D" est équivalente a la donnée d'un fibré vectoriel {E}},~, ou les Ej sont

des Bi’jK—modules libres tels que

Ek+l ® Tptq BTK - Ek7
BT,K

et il existe (e1,...,eq) € Ng>o Bk tels que By = P, BI’“

L’opérateur Ny sur D induit un opérateur sur Ey = BTK ®BT » D7,
T,rig, K

donné par —[7 ])\ i ® Ny, qu’on notera toujours Ny. Cet opérateur est

continu pour la topologie donnée par V(-,I), et donc il existe n > 0 tel
que, pour tout i € {1,...,d}, la série donnée par

eXp<_/\tp”Nv(6i))

=1 12
converge dans By vers un élément qu'on notera 7T), (e;). Les e; formant
une base de Ey sur B! Ko 1S forment par extension des scalaires une base

de ﬁf; = ]A?;i ®Bz Ey = BL Qgir D" sur ﬁi On rappelle que ]A?;i

est muni d’une actlon continue de Tg";},{ et on étend 75,9 en un opérateur

7P" _semi-linéaire de Eé en posant Tp,(x - ¢;) = 7" (x)T},0(e;). Pour k > 0,
on note Ej = ]A?;ik ®B£kK E.

Pour tout £ > 0, le,Frobenius induit des bijections ¢ : Ej, — Ejq et

c Bl — Ek,Jrl Pour z € EJ, on pose T, () = ¢* o Tp,(¢7%(x)), et on

etend Thk 2 BL ®1§ik E,_ | par semi-7P" -linéarité. Comme ¢ commute &

I'action de Gx et avec _TtNW on en déduit que T}, p4+1(x) = T), k() sur
~ Jj ~J
E;g—i-l Q=Ip 1 BLIC = E;c Q=1 BLka
B, B/
ce qui montre que la collection d’opérateurs {7}, x},, est compatible a

la structure de fibré vectoriel sur BLg 1, donnée par la collection {E}}, .,

c’est-a-dire que les opérateurs {7}, 1}, se recollent en un opérateur TP"-

e s 5T . N
semi-linéaire T}, sur Byj, ; ® D", ce qui confere & D une structure de
)

B"
T,rig, K
(807 Tpn )'mOdule sur (Bi,rig,Kv EIig,L)'

Cette structure de (¢, 77" )-module sur (BT g K BiigL) permet de lui as-

socier un (¢, Ny)-module D’ sur B!

rxigx el que les o-modules sous-jacents
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sont les mémes (puisqu’on a simplement ajouté une structure additionnelle
T’/r.

B . . D" permet de re-
T,Tr1g,

n ; ~7]
au p-module). L’action de 77" sur D'l = B, ®

construire un opérateur Ny sur D’i, qui coincide par construction avec
I'opérateur Ny de départ sur D!, de sorte que les opérateurs Ny sont les
meémes. Il

En particulier, si D est un (¢, Nv)-module étale, la proposition pré-
cédente permet de munir D d’une structure de (¢, 77" )-module étale, et
donc de lui associer une représentation p-adique V,, de Gk, . Si on consi-
dere W = indggn V,, alors W est une représentation de Gx qui contient
une sous-représentation V' dont la restriction a Gk, est isomorphe a V,,
de sorte que D;rig(V) ~ D en tant que (¢, Ny)-modules sur BLri&K. Cela
montre que travailler avec la catégorie des (p, Ny )-modules étales revient a
travailler avec la catégorie des représentations p-adiques de Gx quotientée

par la relation d’équivalence “V = V' si et seulement si 3 n > 0 tel que
7

~ /

4. Caractérisation des représentations potentiellement
semi-stables

4.1. Rappels sur les (¢, N, Gy /i )-modules filtrés. Dans ce qui suit,
M désigne une extension galoisienne finie de K, et on notera Gy i le
groupe de Galois de M/K. On note My 'extension maximale non ramifiée
de F dans M, c’est-a-dire Mo = W (kas)[1/p]-

Définition 4.1. Un (p, N, Gy;/x )-module est un Mo-espace vectoriel D de
dimension finie et muni d’une application o-semi-linéaire injective ¢ : D —
D, d’une application linéaire N : D — D telles que Ny = ppN et d’une
action semi-linéaire de Gy7/x qui commute a ¢ et N.

Définition 4.2. Un (¢, N,Gyi)-module filtré est la donnée dun
(¢, N, Gpr/i)-module D et d'une filtration décroissante, exhaustive et sépa-
rée Fil' Dy sur Dy = M ®)py, D par des sous-M-espaces vectoriels stables
par gM/K-

Remarque 4.3. Il est équivalent de se donner une filtration sur Dg =

OMm/K
D,/ .

Définition 4.4. On définit si D est un (o, N, G/ i )-module filtré de di-
mension 1, tz(D) comme le plus grand entier i tel que Fil Dy # 0, et si
y € M est une base de ¢ dans une certaine base, alors v,(y) ne dépend pas

du choix de la base, et on définit tx (D) = v,(y). En dimension supérieure,
on définit tx (D) :=ty(det D) et tg(D) := ty(det D).
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On dira quun (¢, N, Gy i )-module filtré est admissible si ty(D) =
tn(D) et si pour tout sous-(p, N, G/ i )-module de D, muni de la filtration
induite, on a ty(D’) < ty(D').

Remarque 4.5. Cette définition d’admissibilité correspond en fait & ce que
Fontaine appelait en fait dans [19, Déf. 4.4.3] faiblement admissible. Ce-
pendant, depuis la démonstration de 1’équivalence « faiblement admissible
implique admissible » dans [14], il semble plus naturel de définir admissible
de cette fagon, sans rentrer en conflit avec la définition de (¢, N)-module
filtré admissible de Fontaine dans [19, 5.3.3].

Proposition 4.6. La catégorie des (p, N,Gyr/i)-modules filtrés admis-
sibles est une sous-catégorie pleine de la catégorie des (¢, N, G/ i )-modules
filtrés, et elle est de plus abélienne.

Démonstration. Voir [19, §4]. O

Théoréme 4.7. Si V est une représentation p-adique de G dont la res-
triction a Gpr est semi-stable, alors Dy (V) := (Bt ®q, V)9M  est un
(¢, N, G i )-module filtré admissible sur K.

Le foncteur Dy ar, de la catégorie des représentations p-adiques de Gi
dont la restriction a Gy est semi-stable dans celle des (p, N, Gy )-modules
filtrés admissibles, est une équivalence de catégories.

Démonstration. Voir [19, Prop. 5.3.6]. O

Définition 4.8. On appelle (¢, N, G )-module filtré tout objet qui est un
(¢, N, Gar/i)-module filtré pour une certaine extension galoisienne finie M
de K.

4.2. (¢, N)-modules filtrés et théorie de Kisin. On va rappeler dans
cette section comment Kisin dans [25] construit des (¢, Ny )-modules sur
B:_fri& ;¢ associés a des (¢, V)-modules filtrés effectifs.

On définit X, comme le complété de K, ®p, Aj: x pour la topologie
([7] — mp)-adique. L’anneau X,, est muni de sa ([7] — m,)-filbration, qui
s’étend en une filtration sur le corps des fractions de X, qu’on notera
Y, = X, [1/([7] — 7))

On dispose pour tout n € N d’applications naturelles Bi’ K Bj’rig’ K=
X,, données par u — 1 ®u, et on peut étendre cette derniere application a
Bj}log’ 5 en envoyant log[7] sur

log (([ﬂw—nﬂn) + 1) = i (_1Z~)i_1 ([77] — Wn)i € X,

i=1 Tn

L’anneau A, est muni d’'un Frobenius ¢ qui envoie [7] sur [7]P et
agit comme le Frobenius absolu sur Op. On notera g : AjK — AjK
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I'application Z,[[7]]-linéaire qui agit sur O via le Frobenius absolu de
Op, et pr : AT — Al Tapplication Op-linéaire envoyant [7] sur [7]P.
Ces applications induisent des applications ¢p et @, sur Bi’ x pour tout

I et sur Bi rig, Jc- On récupere bien sir ¢ via ¢ = pp o pr sur chacun de

ces anneaux. On note également Ny l'opérateur sur X n €t }7” défini par
N ~ d

Nv = _[W}Aﬁ

Toutes les définitions de ces objets sont faites par Kisin dans [25, §1.1.1],
mais on en a changé les notations ici. On définit également la notion de
p-modules et représentations de E-hauteur finie.

Définition 4.9. On dit qu'un p-module 9 sur Bjﬁg x est de E-hauteur

+

Txig, ) -linéaire ¢ : PN — M est tuée

+
T,rig, K

finie si le conoyau de 'application B
par une puissance de E([7]), et on dit quun (¢, Ny)-module sur B
est de E-hauteur finie s’il 'est en tant que p-module.

On dit qu’une représentation V' est de E-hauteur finie s’il existe dans
D, (V) un p-module D sur BjK =B, NBT tel que D (V) = B g Qg+

’ T, K

DT et tel que le conoyau de ¢ : *DT — D% est tué par une puissance
de E([7]).

Remarquons qu’on a le lemme suivant :
Lemme 4.10. Soit V une représentation p-adique de Gi. Si DT est un
sous-p-module sur Bl ;. de D(V) = (B; ®q, V)% de type fini, alors
DT C (B} ®q, V)Hrx.
Démonstration. La preuve est la méme que [11, Lem. IIL.5]. O

En particulier, si V est de E-hauteur finie, alors ((Bf ®q, V)# K,

B ®q, V)H=) est un (¢, 7)-module sur (B ,]§+ puisque B est stable
Qp K L
sous l'action de Gg.

Lemme 4.11. Soit M un BivK—module libre de type fini et soit N ¢ M
un sous-module. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) N C M est fermé;

(2) N est de type fini;

(3) N est libre de type fini.

Démonstration. Voir [25, Lem. 1.1.5]. O

Soit maintenant D un (¢, N)-module filtré effectif, c’est-a-dire tel que
Fil D = D. On rappelle que, suivant la définition 4.2, la filtration de D
est donnée sur Dg = K @ D. Pour n > 0, on définit ¢, I'application
composée :

PR RpT™ ~ _
Bj,log,K ®F D - Bj,log,K QD — X, Qr D =X, ®k Dk
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qu’on étend en une application
tn B, k[1/N ®p D — Y, @k D.

On définit maintenant

N—o tn(z) € Fi°(Y, @k Dg)
m(D) {l‘ € (BT Jlog, K[l/)‘] SQF D) : pour tout n > of-

On remarque au passage que (B:flogK[l/)\} ®p D)N=0 est un B:fngK

module muni d’un Frobenius semi-linéaire déduit de ceux sur D et
B 1OgK[l/)\] et d'un opérateur différentiel Ny induit par Ny ® 1 sur

BT Jlog, K[l/)‘] ®p D.

Lemme 4.12. Si on munit X,, d'une structure de BT rig, i -module via p",
alors :

(1) lapplication Xn®B+ . (B:flog K®FD)N:0 — X, @i Dy induite
T,rig, ’ ’

par Ly, est un isomorphisme ;

(2) On a

X0 Oge D)= > (7] — mn) X, @k FiVl D
7>0

et ([7] — wn)—jfcn ®k Fill D = o(E([7])) 7 X, @ Fil¥ Dg.
Démonstration. Voir [25, Lem. 1.2.1]. O
Lemme 4.13. Les opérateurs ¢ et Ny sur (ijlogK[l/)\] ®@p D)N=0 in-

duisent sur M(D) une structure de (¢, Ny )-module sur B;LngK De plus,
on a un isomorphisme de Bj_rrig K—modules
coker(1® ¢ : " M(D) — EB Trng(/E )",
>0
ot h; = dimg griDK
Démonstration. Voir [25, Lem. 1.2.2]. O

Si M est un p-module de E-hauteur finie, Kisin définit dans [25, §1.2.5]
un p-module filtré associé, noté D (M), de la fagon suivante : le F-espace
vectoriel sous-jacent de D(9) est M/ [7]IMN, et Popérateur ¢ est induit par
celui de M. 11 définit ensuite une filtration décroissante sur ¢*9 par :

Fil' o9 = {z € p"M : 1® () € B([7))'m}.

Le lemme 4.11 montre que c’est une filtration par des BT i, x-modules
libres de type fini, dont les parties graduées successives sont des modules
de E([7])-torsion. Par transport de structure, cela définit une filtration sur
(1® p)(¢ *M). Kisin montre ensuite dans [25, §1.2.7] comment construire
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a partir de cette filtration une filtration sur D(9)g. Si maintenant, I
est un (p, Ny)-module sur BjngK de E-hauteur finie, on munit D(9)
d’un opérateur Ky-linéaire N, en réduisant l'opérateur Ny modulo [7], ce
qui munit finalement D(9) d’une structure de (¢, N)-module filtré. Kisin

montre alors le théoréme suivant :

Théoréme 4.14. Les foncteurs D — IM(D) et M — D(IM) sont exacts
et quasi-inverses l'un de ’autre et induisent une équivalence de catégories
tannakiennes entre les (@, N)-modules ﬁltrés effectifs et la catégorie des

(¢, Nv)-modules de E-hauteur finie sur B ig K-

Démonstration. Voir [25, Thm. 1.2.15]. O

4.3. Construction de (p,7)-modules & connexion. Dans cette sec-
tion, on va généraliser les constructions de Kisin dans [25] en adaptant les
méthodes de Berger dans [3].

On commence par définir la notion de (¢, 7ar)-modules sur

=
(B’T rig, M > Brig,LM) :
Définition 4.15. On appelle (¢, TM)—module sur (BI rig Mo EL&LM) la don-

née d’'un triplet (D, ¢p, Gal(Las/M)), o

(1) (D,¢p) est un g-module sur B!

de type fini sur BI rig, M>

I'image engendre ledit module;
(2) Gal(Lps/M) est une action Gal(L M /M )-semi-linéaire continue sur

s s s .
Toxig, M> € est-a-dire un module libre

muni d’un Frobenius semi-linéaire dont

=7
B, 1, de Gal(Lpy; /M) sur D= Brlg Las B: o D telle que cette
action commute a ¢ 1= @~ X ¢YD;

rig,L pr

(3) en tant que sous B! y-module de D,ona D C DHmu,

T,rig,

Définition 4.16. Si M/K est une extension galoisienne finie telle que M
et Ko soient linéairement disjointes au-dessus de K, et si D = (D, ¢p,

Gal(Lys/M)) est un (¢, 7p7)-module sur (B! M7]~3A1Tfig,LM)’ on dit que D

T,rig,

est muni d’une action de Gal(M/K) si G agit sur D et si :

(1) D en tant que sous ensemble de D est stable sous 'action de Hy C

Ok ;

(2) Gr,, agit trivialement sur D, et H 5 agit trivialement sur D
(3) Taction de Gar/Gr.,, C Gr /Hoo coincide avec 'action de Gal(Lyy /M)
sur D.

On dispose d’un résultat de descente galoisienne pour les (¢, 7ar)-
modules :
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Proposition 4.17. Si D = (D, pp,Gal(Ly/M)) est un (@, Tar)-module

j’,rig,LM muni d’une action de Gal(M/K), avec M/K une e:z:Ttensz'on

Bg1) et

sur B

galoisienne finie, alors DHrx est un (i, 7)-module sur (B!

T,rig, K
_ Rt H,
D=Blu®p D"

Démonstration. La démonstration est similaire & celle de [3, Prop. 1.3.2].
Le fait que D = B;ri&M @B, ig i DHrk en tant que ¢-modules suit

de [23, Lem. 2.6]. On va maintenant montrer que o*(DHrx) = DHr.x_Soit

(yi) une base de D sur B!

H; ik ; H; i
Txig,M Contenue dans DK et soit x € DK,

T

rxig, Mo €6 comme les
y K

On peut alors écrire z = Y% | 2;0(y;) avec z; € B

.I.

Torig K> € donc

y; et = sont fixés par H; i, on a également que les z; € B
r € p*(DHmxK).

s = . . .
Il reste & montrer que By, 1, @ DHrK est bien muni d’une action

Bj’ rig, K
de Gal(L/K) vérifiant les bonnes coiditions, ce qui découle de la défini-
tion 4.16. O

On pose, pour n > 0, X, le complété de K, ®0, Or[e " ([7])] pour la to-
pologie (¢~ "([7]) —mp)-adique, et Y;, := X, [1/(¢™"([7]) — 7y )] son corps des
fractions. On dispose évidemment d’applications bijectives ¢ : X,, — X n
et ¢ : Y, = Y,, données par ¢ "([7]) — [7] et réciproquement, d’appli-
cations ©=" : X, — X, et =" : Y, — Yy, données par [7] — ¢ "([7]). La
+ [w)i—[x]

F ok X, =% X, définit un élément
log(p"([7])) = ¢ "(log[n]) dans X,,, et on appellera toujours log[w] 1’é1é-
ment p” log(¢~"([7])). On définit la connexion Ny sur X,, (resp. Y,,) comme
I'image par ¢ " de Ny sur X, (resp. 17”) et on I’étend naturellement a Y5,.

On définit n(r) comme le plus petit entier n tel que p" *(p — 1) > r,

T)T
rig

composée des applications B

et on rappelle que (voir [10, III. §2] par exemple) ¢ "(BL.) C B pour

n > n(r).

Proposition 4.18. Les X,, sont des sous-anneauz fermés de B(TR tels que

X, C Xpq1, et sin>n(r), alors @_"(Bi”;gﬂ) C X,

Démonstration. La proposition [13, Prop. 7.14] montre que K, ®p Bt
s’identifie & un sous-anneau de B(J{R, de sorte que c’est aussi le cas pour
K, ®o0, Op[e "([7])] qui est un sous-anneau de K, ®p BT. De plus,
¢ "([7]) — 7 engendre ker(d) dans Ok, ®o, At (voir par exemple [13,
§7.4]) et donc la topologie (¢~ "([71]) —mp)-adique sur K,, ®0, Or[e~"([7])]
coincide avec la topologie ker(f)-adique, de sorte que X, est le complété de
K, ®0, Op[p "([7])] dans Blz. En particulier, c’en est un sous-anneau
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fermé. Le fait que X,, C X,,4+1 provient simplement du fait que K,, C K41

et que ¢ "([7]) € Xn41. T
T

Il reste a montrer que ¢~ (BT rig.rc) C Xn. Comme cp‘”(ﬁrig) C B
pour n > n(r), on sait déja que ¢~ (Bi :lg k) C By, et que les éléments de

BT T rig i Sont de la forme 37, 7 ax[m 1¥ tels que ay € F et v,(ag) + pp_el k/p—
+oo quand k — 400 pour tout p € [r,+oo[. De plus, on a

o (7)) = "] = mn exp(b]f?> € X,

Si maintenant z € B on écrit x = 3oz ax[7]* et on a :

T,rig, K>
kl
— Z (,Oin(ak n( Zakﬂ' exp( Og[ ])
kEZ kEZ p"
i~ (klog[m
= kT nz
- Sty SR
_Z logT;”' (Zl{:%ﬂ')
U \kez

Comme la somme Y.z k'axmk converge pour tout i € N puisque n > n(r)
et comme log[w] € (¢ "([7]) — m,)X, par définition, on en déduit que
@~ "(x) définit bien un élément de X,,, ce qui termine la preuve. O

On notera par la suite ¢, : BT’rlg x — Xy l'application définie par ™"
pour n > n(r).

Proposition 4.19. Si I est un idéal principal de Bi’rlg K qui divise N pour

h >0, alors I est engendré par un élément de la forme H;ng(r) (%&p)))]n
avec les jn, < h.

Démonstration. On a A = H (%([)ﬂ])) De plus, on a Bi ;&K/
©"(E([7])) ~ Ky, de sorte que les " (E([7])) sont des idéaux maximaux. Si
maintenant  est un générateur de I, z|\" et donc par [27, Prop. 10],  est le

produit d’une unité par un élément de la forme H::Sl(r) (%)jn. O

Théoréme 4.20. Si D est un -module sur B! alors il existe r(D) >

T,rig, K7
0 tel que pour tout r > r(D), il existe un unique sous BI" T rig, Jc ~module Dy
de D tel que :

( )D BTrng®BTT DT’.

T,rig, K
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Tpr Tpr
(2) le By x-module Bl i ®pir Dy a une base contenue dans

T,rig, K
p(Dr).
Démonstration. Ce résultat est une variante d’un résultat de Cherbon-
nier [9], et la preuve est la méme que celle du théoréme 1.3.3. de [3]. O

Si D est un ¢-module sur Bl rig.sc €6 si n > n(r) avec r > r(D), lap-

plication ¢y, : Bi vig,k — Xn confere une structure de ¢, (BT’ )-module a

T,rig, K

X,, et la formule ¢, (1) - @ = px donne une structure de ¢, (BI"". )-module

7,rig, K
a D, et on note alors ce module ¢,,(D,). Cela nous permet donc de défi-

nir X,, ®, tn(Dy), qu’on écrira X, ®gw D, afin d’alléger les

( T rlg K) T,rig, K
notations.

Proposition 4.21. Si D est un p-module de rang d sur Bi’rigx et si DU,
D@ sont deum sous BirigyK—modules libres de rang d et stables par ¢ de
[1//\] Trlg K[l/)‘] ®BJr e K D tels que -

T,rg,

(1) DW[L/N] = DP[1/A] = D[1/A};
(2) X, ®B“ D(l) Xn ®B” D7(~2) pour tout n >0 ;

T,rig, K T,rig, K

alors D) = D)

Démonstration. C’est I’analogue de [3, Prop. 1.3.4].
On a DW[1/)] = D@[1/)] donc il existe b > 0 tel que N*D® ¢ D),
Soit maintenant r > max(r(DM), r(D®)) et tel que :
X,n, DVY=Xx,e"  D®

T,r t,r T
BTI‘ng B‘rrng

pour tout n > n(r). Les diviseurs élémentaires de \*D® < DM sont

des idéaux de BJr rrig ke dui divisent A* donc qui sont de la forme
+o00 o™ (E(@])) )™
n=n(r) E(0)

des diviseurs élémentaires commutant a la localisation, ceux de I'inclusion

Nex, ®, D@ c X, ® D

T

pour ¢ = 1,...,d par la proposition 4.19. Le calcul

Trng Trng

sont donnés par les idéaux (M), et donc Jn,i = h pour tous i et n, et donc

D) — D). O

Lemme 4.22. 57 D est un p-module sur B! on dispose d’une appli-

cation

T,rig, K’

©On : Yoy1 Qy, (Y R BT Dr) — Yo ®g+1 D,

‘rrng T,rig, K

donnée par op(tup+1 @ Up @ Ly (X)) = Upt1Un @ i1 (p(x)).
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Démonstration. Cela découle du fait qu'on a les inclusions ¢(D,) C
Bifirg,K ®gtr  Dr, Ln+1(Bi:€fg,K) C Xnt1 et iny1(p(p) = wn(p) sip €

T,rig, K

T7T
BT,rig,K‘ O

De fagon analogue a [3, Déf. I1.1.1], on définit une notion de suite -
compatible :

Définition 4.23. Soit D un ¢-module sur B;rig’K et soit » > r(D). Si

{M;,}p>n(r) est une suite de X,,-réseaux de Y, @ D,., on dit que c’est

tr
BT,rig,K

une suite p-compatible si
(Pn(Xn—i-l ®Xn Mn) = Mn+1-

Lemme 4.24. Si M est un sous-p-module de rang mazimal d’un p-module

t o L , . )
D sur BmigyK, alors les M, := X, ®]§“ B M, déterminent une suite -
T,rlg,
compatible de X, -réseauzr de Y, @,  D,.
T,rig, K

Démonstration. Cela découle de la définition 4.23 et de la construction

des ¢y,. O
On dispose également d’un analogue du théoreme I1.1.2 de [3] :

Théoréme 4.25. Si D est un @-module sur BI vig s St > (D) et si

{M,} est une suite p-compatible de réseauxr de Y, ®gw D,, alors il

T,rig, K
existe un unique sous p-module M de D[1/)] tel que X, ®gw M, = M,

T,rig, K

pour tout n > n(r). De plus, M[1/\] = D[1/)]. Si D est un (p,7)-module
sur (Bi rigK’EIig,L) tel que les Bff{o ®x, M, sont stables sous laction

induite de Goo, alors M est aussi un (@, T)-module.

L’unicité d’'un tel M est une conséquence directe de la proposition 4.21,
et on va avoir besoin d’un certain nombre de résultats avant de démontrer

son existence. Dans ce qui suit, on a donc fixé un p-module D sur Bi rig, I
b b

un r > r(D) et une suite gp-compatible {M,} de réseaux de Y;, ®*, . D,.

T,rig, K

Lemme 4.26. [l existe un entier h > 0 tel que pour tout n > n(r) on ait :

(¢ (7))~ 7" Xa ®2, D, € My C (¢ (/) —m) "X &', Dy
7,rig, K T,rig, K

Démonstration. C’est I'analogue de [3, Lem. I1.1.3]. Comme M,,(,) est un

bn(r)

fr
BT,rig,K

pour n = n(r) Comme de plus, @n(Xn-i-l %' Mn) = Mn—i—l, (Qo_n([%]) -
70) X1 = (7 TI(F]) = Tp1) X et

L _ ln41
Spn(Xn-‘rl ®Xn Xn ®E7,:T,r Dr) - Xn—i—l ®]§T,r DT7
T,rig, K T,rig, K

réseau de X, ® D, il existe h tel que I'inclusion du lemme soit vraie
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I'inclusion reste vraie pour n + 1 si elle I’est pour n, ce qui permet de
conclure. 0

On fixe maintenant A comme dans le lemme précédent, et on a un ana-
logue de [3, Lem. I1.1.4] :

Lemme 4.27. On pose M, = {x € \™"D, tels que 1,(x) € M,, pour tout

n > n(r)}. Alors M, est un Bi’;g’K—module libre de rang d.

Démonstration. Comme les applications ¢, : A" D, — M,[1/)] sont conti-
nues, M, est fermé dans A~ D,. donc est libre de rang fini par le lemme 4.11.
Comme de plus, \*D,. C M, par le lemme 4.26, M, est un Bi’fig x-module

libre de rang d. O
Lemme 4.28. On a X, ®;§W M, = M, pour tout n > n(r).

T,rig, K
Démonstration. C’est 'analogue de [3, Lem. I1.1.5].
Comme Xn®;§w M, et M, sont complets pour la topologie (¢~ " ([7])—

T,rig, K
7 )-adique, il suffit de montrer que I’application naturelle

Xn ®;;LT,T MT‘ — Mn/(spfn([%]) _ ,n-n)th _ Mn/Ath
T,rig, K

est surjective pour tout n.
Si z € M, le lemme 4.26 montre qu’il existe y € A™"D,. tel que 1, (y) —
x € ANM,,.
La solution du probléme des « parties principales » (cf [27, §8]) montre
que, si £ > 1, il existe A\, ¢ € BI’T

,I

tn(Ane) €1+ (7 "([7]) — Wn)eXn

i K tel que

et
tm(An) € (7™ ([7]) = 7o) X
si m # n. On pose alors z = A\, 35y, de sorte que :
tn(2) = tnly) € (7 "([7]) — 71'n)thn ®r" M

o7
BT,rig,K

C (e ™([7]) = m)" My, = A" M,
et, si m # n,

tm(2) € N2h X, ®., Dy C MM, € M,
T,rig, K
et donc z € M, et 'application naturelle
Xn @50 My~ (o™ ™([7]) — )" M,
T,rg,

est bien surjective. (]
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Démonstration du théoréme 4.25. Soit
M, = {J: € \7"D, tels que ¢, (x) € M,, pour tout n > n(r)} .

Les lemmes 4.27 et 4.28 montrent que M, est un Bi’f;ig’ x-module libre de

M, = M, pour tout n > n(r). On définit donc

rang d et que X, Qgt.r
T,rig, K
._ pf
M = Bmig,K ®BI’,;g,K M,.

Comme la suite de réseaux {M,} est ¢-compatible, on en déduit que
o(M) C M et que X, ®gw ©*(Mp,) = M, pour tout n > n(pr). La
7rig, K
proposition 4.21 appliquée a M et ©*(M) montre que ¢*(M) = M, et on
a bien M[1/\] = D[1/A] par le lemme 4.27. Ce M vérifie donc toutes les
conditions, ce qui termine la preuve de ’existence.
Dans le cas ou D est un (¢, 7)-module tel que les Bfﬁ" ®x, My sont

stables sous l'action induite de G4, la définition de M, montre que
=

B.ig.1 gt M est muni d’une action de G, commutant a celle de ¢, ce
’ T,rig, K
qui conclut. O

On va maintenant utiliser ces résultats pour associer & un (¢, N)-module

filtré un (¢, 7)-module sur Bi rig

Si D est un (¢, N)-module filtré, on pose D = (BJr

7,log,

Lemme 4.29. On a
Bj’,log,K ®BT D = Bj’,log,K QF D.

T,rig, K

Démonstration. Par définition de D, on a D C Bi log, Kk OF D et il suffit

donc de montrer que les éléments de D engendrent B;lo& x @F D. Comme
N est nilpotent sur D, il existe une base (ey,...,eq) dans laquelle Mat(N)
est sous forme de Jordan, c’est-a-dire qu’il existe une partition de d : d; +
.-+ +d, = d telle que pour tout i € {1,...,7}, le F-espace vectoriel Eg4, =
Vect p(€d, 4tdi> €dy+-tdi+1s - -+ 5 €dy+-+dip1—1) €St stable par N et qu'on
ait N(eq,+...+d;) = 0 pour tout i et N(ed,t...td;+k) = €dyftdi+(k—1) POUT
tout k € {1, ey di+1}‘

Comme les F; sont stables par NV, il suffit de montrer que pour chacun

s 1 o
des Fj, il existe une base de B los. K ®Bi - FE; tuée par N. Montrons le
pour Eq, la démonstration étant la méme pour les autres.

On a N(e;) = 0 donc €] = 1 ® e; est un élément de B! Qpt

7,log, K e
T,rig, K
E; tué par N. On a N(e2) = e; donc N(1 ® ez — log[m] ® e1) = 0 et

donc € = 1 ® ey — log[T] ® e1 est tué par N. De méme, si on pose €]

1 _(=1)Flog[7)*@ey, pour j € {1,...,d1}, alors comme N(e;11) = ¢;
pour tout %, e} est bien tué par N. Pour conclure, il suffit de remarquer que
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comme (e1, ..., eq,) est une base de Ey, la famille (e}, ..., e; ) est libre dans

Bj‘,log,K ®BJr El' u

T,rig, K

En particulier, ce lemme montre que D est un ¢-module sur Bi,rig, K-

Pour n € Z, on a ¢ "(F) = F C K, ce qui confere a K, et a D,
une structure de ¢~ "(F)-module. On note ¢, (D) le ¢~ " (F)-module ainsi
obtenu, et on écrira K ®7 D plutét que K ®,-n(py tn(D) afin d’alléger
les notations. L’application &, : K ®p D — K ®p D, envoyant p ® x sur
& tn(©"(x)) est un isomorphisme puisque ¢, = ¢~ ", ce qui permet de
munir D} := K ®% D de la filtration image par cette application &,. On
définit également une filtration sur Y, par Fil'V,, = (¢ ™([7]) — 7)'Ys,
ce qui nous donne une filtration sur Y,, ® x D}, et on pose M,(D) :=
Fil°(Y,, ® ¢ D%). Le foncteur D + M, (D) est alors un ®-foncteur exact.
Comme de plus,

BI’:IO&K ®B]L D = BTr,log,K QF D

7,rig, K
et Ln(Bifog’K) C Y, pour n > n(r), on trouve que

Y, @ D, =Y, ®x D

1,
BT,:ig,K
pour n > n(r), et donc M, (D) est un réseau de Y, ®gw D,.
T,rig, K

Proposition 4.30. La famille de réseauz {M,} de Y, ®;§i’:ig . D, définie
par

M, (D) = Fil°(Y,, @ D)
est p-compatible.

Démonstration. C’est l'analogue de [3, Prop. II.2.1]. Le X,-module
M, (D) = Fil°(Y;,® D}) est libre de rang d et engendré par une base de la

forme (¢~ "([7])—mn) " @& (€;), ol €1, . . ., eq est une base de Dy adaptée
la filtration, et h; = tg(e;), de sorte que My11(D) = @n(Xnt1®x, Mp(D))
puisque &1 = @n ® &, sur Di. O

Le théoréme 4.25 nous permet de définir un (¢, 7)-module, de fagon ana-
logue a [3, Déf. 11.2.2].

Définition 4.31. Si D est un (¢, N)-module filtré relatif & K (c’est-a-dire
un (¢, N, G /i )-module filtré au sens de la définition 4.2), on définit M(D)
le (¢, 7)-module obtenu & partir du théoreme 4.25 a partir des réseaux

M, (D) = Fil°(Y,, ¢ D)
pour le (¢, 7)-module D = (Bi log, K OF D)N=0,
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Proposition 4.32. Si D est un (¢, N,Gyr/x)-module filtré et si D' est
le (¢, N)-module filtré relatif a M qu’on en déduit par oubli de l’action

de Gry/xc, alors M(D'") est un (p, Tar)-module sur (BT”’ gl

T .
T,rig,M> Brig,LM) mumnt
d’une action de Gy

Démonstration. C’est une conséquence directe de la définition 4.16. U

Définition 4.33. Si D est un (o, N, Gy i )-module filtré, on définit M(D)
par M(D) = M(D')Hrx.

La proposition 4.17 montre que 1'objet M (D) qu’on vient de définir est
bien un (p, 7)-module.

Proposition 4.34. Si D est un (¢, N, Gy i )-module filtré, et si on pose

M, (D) := Fil’'(Y, @ Dy.), alors X, @2, M(D), = My(Dx) pour
T,rig, K

tout n > n(r).

Démonstration. C’est 'analogue de [3, Prop. I1.2.5].
Par construction, X, ®;§t,r M(D), C Fil®(Yar, ®@pr D}y) ek Par [19,
T,rig, K
4.3.2], on a

Fil’(Yar, @y D) rx = Fil%(Y,, @ DY),
et donc X, @2, M(D), C Mp(Dk).

T,rig, K

Si maintenant « € M, (Dg), alors z € (X, gii:ig,]tl M(D),)Hrx =
Xn ®;§Hig’K M(D),, et donc I'application
Xn ®g::ig B M(D), — M,(Dg)
est un isomorphisme. O

On dispose d’un théoréeme analogue a [3, Thm. I1.2.6] :

Théoréme 4.35. Le foncteur D — M(D) est un foncteur exact de la
catégorie tannakienne des (p, N, Gr)-modules filtrés dans la catégorie tan-
nakienne des (¢, T)-modules sur B et le rang de M(D) est égal a la

dimension de D.

T,rig, K’

Démonstration. La définition 4.31 montre que les M, (D) ont méme rang
que la dimension de D, et donc M(D) a pour rang la dimension de D.
Si on a une suite exacte
0— Dy — Dy — D3 —> 0,

on va montrer que M(D3) — M(D3) est surjectif. Comme D — M, (D)
est ®-exact, Mp(D2) — My (Ds3) est surjectif pour tout n, de sorte que
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I'image M de M(D3) dans M(D3) vérifie

Xn ®;;l1',7“ M, = Mn(DS)
T,rig, K
et donc par 'unicité dans le théoreme 4.25, I'image de M (D3) dans M(D3)

est M(D3), ce qui prouve la surjectivité.
Les mémes arguments montrent que M(D1®Dy)=M(D1)@M(D3). O

On va maintenant montrer que ce foncteur D — M (D) étend celui de
Kisin :

Proposition 4.36. Si D est un (¢, N)-module filtré effectif, et si M(D) dé-
signe le (¢, Ny )-module sur Bj’rig’K obtenu a partir de D via le lemme 4.13,

alors M(D) ~ Bj_ rig K ©B+ M(D) en tant que (¢, Nv)-modules.
e T,rig,

K

Démonstration. Soit D un (¢, N)-module filtré effectif. On a défini M(D)
comme

M(D) = {x € (Bl o, x[1/\] @r D)0 1, (2) € Fil°(Y, @ D?()}
et M(D) était défini comme

M(D) = {x € (B 1oy [1/A @F D)V : ji(x) € Fil°(Y, @k DK)} .

Comme (Ln)|B+ est la composée de j, et de I'application ¢ " : X, —
7,log, K

X, et que ¢;"(Y,) = Y, on a M(D) € M(D). On pose MH(D) :=
Blrig’ K ®B;L,rig,K IM(D), et linclusion précédente nous donne M (D) C
M(D).
Soit r > r(M(D)), et soit pour n > n(r) :
My = X, @2 MN(D).
T,rig, K

La suite M, est donc -compatible pour 9t(D)' et donc pour M(D)
puisque M(D) et 9(D) ont méme rang (égal a la dimension de D). De
plus, par définition de 9M(D) et comme on a un isomorphisme

Xn ®g+ (B jop.x ©F DYN=0~ X, @ DV
T,rg,
en appliquant ¢-" au (1) du lemme 4.12, on en déduit que M,, = Fil’(Y,,®x
D?%). Or M(D) est défini par la suite p-compatible M,, = Fil®(Y,, ®x D}),
ce qui conclut par I'unicité dans le théoreme 4.25. O



180 Léo POYETON

4.4. Construction de (¢, N)-modules filtrés. On va maintenant mon-
trer comment on peut associer a certains (¢, 7)-modules sur Bi’rig K un
(¢, N)-module filtré, cette construction étant un inverse de celle de la par-
tie précédente. Avant cela, on va avoir besoin de quelques définitions et
rappels sur les modules a connexion qu’on va étre amené a considérer.

Comme dans [3, Déf. I11.1.2], on définit la notion de connexion localement
triviale :

Définition 4.37. Soit D un (¢, 7)-module sur B;ri&K. On dit que l'opé-

rateur Ny est localement trivial sur D ¢’il existe r tel que :

tn(r) _ Ln(r) No=0
Xn(r) ®Bj’7:ig . D, = Xn(r) ®Kn(r) (Xn(r) ®B::ig « DT‘) v

Soit M un Y,-espace vectoriel de dimension d, muni d’une connexion
Ny : M — M qui étend celle sur Y,,. On appelle section horizontale de M
un élément de MNv=0,

La connexion Ny est dite réguliere si M possede un X,,-réseau M, tel
que Ny (Mp) C My, et on dit que la connexion est triviale si M posseéde un
Xp-réseau My tel que Ny (M) C (o™ ([7]) — mn) Mp.

Lemme 4.38. Soit M un Y, -espace vectoriel de dimension d, muni d’une
connexion Ny : M — M qui étend celle sur Yy,. On a alors :
(1) dimg, MNv=0 < d;
(2) si My est un Xp-réseau de M tel que Ny (My) C (¢ "([7]) —mn) Mo,
alors Mévvzo est un Ky-espace vectoriel de dimension d et My =
X, @k, MYV=C.

Démonstration. Pour montrer le premier point, il suffit de montrer qu’une
famille d’éléments de MNv=0 libre sur K,, l’est encore sur Y,,. On va procé-
der par récurrence sur le nombre d’éléments. S’il n’y en a qu’un seul, il n’y
a rien a faire. Sinon, soit n > 2 et soient z1, ..., x, des éléments de MNv=0
formant une famille libre sur K,,. Si A1,..., A, sont des éléments non tous
nuls de Y,, tels que

Z )\zl'z =0

alors par hypothése de récurrence on peut supposer qu’ils sont tous non
nuls, et quitte a diviser par \,, on peut réécrire cette égalité sous la forme

Ty = g )\;xl

En appliquant Ny, on trouve

Z Nv()\;)l‘z =0

de sorte que pour tout i, Ny (A;) =0 et donc X, € K,,. L’identité

/
Ty = Z AT
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contredit alors la liberté des z; sur K,,, ce qui conclut la preuve.

Pour le deuxiéme point, soit My un X,-réseau de M tel que Ny (Mj) C
(¢~ "([7]) — 7n) M. En particulier, si on note d = + Ny, alors (M) C M.
Soit alors D), = Mat(d*) pour k € N dans une certaine base de Mp. Un
petit calcul montre alors que H = Zkzo(—l)kaM;% converge
vers une solution de d(H) + D1 H = 0, de sorte que MJ'V=" est un K,-
espace vectoriel de dimension d tel que My = X, ®,, Mév v=0, O

En particulier, la connexion est triviale si et seulement si dimg, MNv=0=
d, et dans ce cas My = X,, ®,, MNv=0 egt I'unique X,,-réseau de M tel
que Ny (M) C (¢ "([71]) — mn) M.

Lemme 4.39. Si N est un sous-Yy-espace vectoriel de M stable par Ny
et si Ny est triviale sur M, alors elle est triviale sur N.

Démonstration. C’est un analogue de [3, Lem. II1.1.3].
Si My est un X,-réseau de M tel que Ny(Mp) C (¢ "([7]) — mn) Mo,
alors My N N est un X,-réseau de N tel que Ny (Mo N N) C (¢~ "([7]) —
) (Mo N N). O

Lemme 4.40. Soient D et r comme dans la définition 4.37. Si Ny est

localement triviale sur D, alors Ny est triviale sur Y, ®;§T7T D, pour
T,rig, K

tout n > n(r).

De plus, si D,, est le réseau de'Yy, BT . D, tel que Ny (Dy,) C (¢ "([7])—

T,rig, K

Tn) Dy, alors D1 = @n(Xni1 ®x,, Dr).

Démonstration. C’est un analogue de [3, Lem. II1.1.4].

Si Dn = Xn ®k, (Yo @7, D, )"v=0 alors Ny (Dy) C (¢ "([7]) —
T,rig, K

Tn)Dp(ry par hypothese. Si n > n(r) et Nv(Dyn) C (¢ "([F]) — 7n)Dn,

alors en notant D, i le réseau de Y, 1 ®L"+1 D, donné par Dy =
‘rrng

on(Xn+1 ®x,, Dy), on a Ny(Dyy1) C (go_(”+1)([7~r]) — Tn+1)Dny1 puisque

Ny commute a @,. U

Lemme 4.41. Si D est un (v, N, Gy i )-module filtré, alors Ny est locale-
ment triviale sur M(D).

Démonstration. C’est 'analogue de [3, Prop. II1.1.5].
La proposition 4.34 montre que

Yn ®B1‘7‘ M(D)r:Yn ®KDna
T,rig, K
et donc Ny = 0 sur D puisque Gy est fini. O

En particulier, le lemme 4.41 montre que si M est dans I'image de
D — M(D), alors Ny est localement triviale sur M. On va maintenant
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s’intéresser a la réciproque, et on va déterminer I’image essentielle du fonc-
teur D — M(D).

Avant cela, on va avoir besoin de faire quelques rappels sur les équa-
tions différentielles p-adiques et notamment la conjecture de monodromie
p-adique, dans le cas qui nous intéresse.

Définition 4.42. Si D est un ¢-module sur Birig’
différentiel Op qui étend l'opérateur 0 : f — X% et tel que Op o p =
P - p o dp, alors on dit que D est une équation différentielle p-adique avec
structure de Frobenius.

. ,
x muni d’'un opérateur

Remarque 4.43. De facon plus générale, on appelle équation différentielle
p-adique avec structure de Frobenius tout ¢-module D sur I’anneau de
Robba Ry associé a un corps p-adique K (et sur lequel on a choisi un
Frobenius), muni d’un opérateur différentiel Op qui étend n’importe quelle

dérivation continue 0 et tel que Op o ¢ = % - odp.

En particulier, si D est un (g, 7)-module sur Bi rig )¢ €t si D est stable

par lopérateur Op = %Nv, alors D est une équation différentielle avec
structure de Frobenius.

Le théoréme suivant, connu dans le cas général de la remarque 4.43 sous
le nom de conjecture de monodromie p-adique ([12, Conj. 0.4]), a été conjec-
turé par Crew et démontré par André [1], Kedlaya [23] et Mebkhout [33] :

Théoréme 4.44. Si D est une équation différentielle p-adique avec struc-
ture de Frobenius, alors il existe une extension finie M /K telle que l’appli-
cation naturelle :

_ . L
B! i 11 llog[7]] @agy (BL iy llogld]) @5 D)=
.|.

T rig M [log[7]] ®@pt D

T,rig, K

— B

soit un isomorphisme, M étant l’extension mazimale non ramifiée de Ky

dans My, = M - K.

Remarque 4.45. Pour plus de détails sur les conjectures de monodromies
p-adiques, on renvoie également au séminaire Bourbaki de Colmez [12].

Si maintenant D est un (¢, 7)-module sur B;rig’ i stable sous I'action
de Op = 3Ny, on pose Sy (D) = (BI rig v 108[7]] ®p1 D)%=0_ (est
7S T,rig, K

un M-espace vectoriel, et comme V, = 0 sur Sy/(D), quitte & étendre
les scalaires & une extension finie de M, on peut supposer que Gal((M -
L)/Mcya) agit trivialement sur Sp/(D). En particulier, on a alors My =
Mj{. Sans perte de généralité, on peut aussi supposer que My /K est



(¢, 7)-modules différentiels et représentations potentiellement semi-stables 183

galoisienne. Sous ces hypotheses, Sy/(D) est un (¢, N, Gy i )-module tel
que
B g 11108[7]] @a, Sar(D) = B s logl]] @y D

T,rig, K

On dispose d’un analogue du théoreme I11.2.3 de [3] :

Théoréme 4.46. Si M est un (p, T)-module sur Bi,rigj( tel que Ny est
localement triviale, alors il existe un unique (p,T)-module D C MJ[1/)]
tel que D[1/A] = MJ[1/A] et tel que om(D) C D. De plus, la donnée de
M détermine une filtration sur M ®pg, Sy (D) et donc une structure de
(¢, N,Gni/x)-module filtré sur Sy (D) telle que M = M(Sy(D)).

Avant de démontrer ce résultat, on aura besoin du lemme suivant, qui
est le lemme 7.6 de [4] :

Lemme 4.47. Soit D un F-espace vectoriel, et soit W un B(J{R—réseau de
Bar ®@p D stable sous laction de Gr, ou G agit trivialement sur D. Si on
pose Fil' D = DN t* - W, alors W = Fil’(Bqr @ D).

Démonstration du théoréeme 4.46. Puisque Ny est localement triviale, il
existe une famille de réseaux D, de Y, ®,, M, tels que Ny (D,) C

T,rig, K
(™™([7]) — mn)Dy. Comme de plus, Dpt1 = ©n(Xnt+1 ®x, Dn) par le
lemme 4.40, la famille {D,,} est p-compatible. Le théoréme 4.25 nous donne
alors un (¢, 7)-module D tel que X, ®;‘T7T D, = D,. Or Ny(D,) C

T,rig, K
(¢~ "([7]) = 7n) Dy, pour tout n, et donc Ny (D) C AD, ce qui conclut la
démonstration de ’existence d’un tel D. L’unicité vient alors du fait qu’on
a forcément X,, ®", . D, = D,, pour tout n > n(r).

T,rig, K
Le théoreme 4.44 de monodromie p-adique et la discussion qui suit

montrent qu’il existe une extension finie M de K telle que My /K est
galoisienne, Gal((M - L)/Mcyc1) agit trivialement sur Sps(D) et Sy (D) est
un (¢, N, Gyr/k )-module tel que

B! ., vllog[#]] @, S (D) =B,y [logl#]] ®5:  D.

T,rig, K
Dans ce qui suit et pour simplifier les notations, on notera D = Sy;(D)
et Yo =Y, - M, Xprp = FilO(YMm). On va maintenant construire une
filtration sur Dy = M ®pg, D. On dispose d’isomorphismes
YM,n Onm DT]\L4 = YM,n ®g1‘,7‘ Dr = YM,nr ®;§T,r Mr

T,rig, K 7,rig, K

qu’on utilise pour définir Fil' D%, = D%, 0 (¢~ ([7]) —7n) Y ®;§”. ) M,,
. T,rig, 3
et on définit alors Fil' Dps comme le tiré en arriere de la filtration Fil* D},

par I'isomorphisme Dy, — D7,.
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Par définition, I'isomorphisme Djy; ~ D7}, est donné par p ® z — pu ®

tn(¢™(x)), de sorte que la filtration induite sur Djs ne dépend pas de n.
Pour finir, on a X, ®gm M, = Fil°(Y,, ®x D7) de sorte que M =

T,rig, K

M(D) = M(Sy (D)) par le lemme 4.47. O
Comme conséquence directe, on obtient le théoreme suivant :

Théoréme 4.48. Le foncteur D — M(D), de la catégorie des (¢, N,Gk)-

; L 1
modules filtrés, vers la catégorie des (p,T)-modules sur BTvri&K dont la
connexion associée est localement triviale, est une équivalence de catégories.

Corollaire 4.49. Si D est un (p,N,Gyi)-module filtré, et si M’ est
un sous-(p, T)-module saturé de M = M(D), alors il existe un sous-objet
D' C D tel que M' = M(D’).

Démonstration. Le lemme 4.39 montre que la connexion Ny est locale-
ment triviale sur M’, et donc on peut écrire M’ = M(D') ou D’ est un
(¢, N, G/ )-module filtré avec M'/K finie mais suffisamment grande. 11
reste & montrer que comme M’ C M est saturé (le résultat est faux sans
cette hypothese), on obtient une inclusion D’ C D comme (o, N, Gy k0 )-
modules filtrés, de sorte que Gy /s agit trivialement sur D’ et donc que D’
est un sous-(y, N, Gy / x)-module filtré de D, ce qui permettra de conclure.
Comme M’ C M est saturé, on en déduit que M/M’ est muni d’une struc-
ture de (¢, 7)-module, et on dispose d’une suite exacte

0—M  —M-—M/M —0
et donc d’une suite exacte
0— D — D
dans la catégorie des (¢, N, Gy /g )-modules filtrés. O

4.5. Représentations potentiellement semi-stables. Dans cette par-
tie, on va s’intéresser au calcul des pentes de Frobenius du (p, 7)-module
M(D) associé au (¢, N)-module filtré D. Ces résultats sont un analogue
de ceux de la partie IV de Berger dans [3].

Théoreme 4.50. Si D est un (¢, N, Gy i )-module filtré, alors la pente de
det M(D) est égale a tny(D) —ty(D).

Démonstration. C’est 'analogue de [3, Thm. IV.2.1].

Le foncteur D — M (D) étant exact et compatible aux produits tenso-
riels, on a det M(D) = M(det D). De plus, par définition, on a ty(D) =
ty(det D) et tig (D) = ty(det D), de sorte qu'il suffit de montrer le résultat
lorsque D est de rang 1.

Soit D de rang 1 et e une base de D telle que ¢(e) = p“A¢ - e, avec

Ao € Of,, et on note n = ty(e). Alors M(D) = B;rig’K)\_" ® e, et
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e(A " ®e) = (E([7])/E(0))p" oA~ ® e et donc la pente de M(D) est
égale a v — 1, c’est-a-dire t (D) — tg(D). O

Proposition 4.51. Si D est un (¢, N,Gyr/x)-module filtré, alors D est
admissible si et seulement si M(D) est un (@, T)-module étale.

Démonstration. C’est la méme démonstration que [3, Prop. IV.2.2.].

On va commencer par montrer le sens direct. Supposons donc que D est
admissible. Le théoréme 6.4.1 de [24] montre que M (D) admet une filtration
canonique par des sous (¢, 7)-modules isoclines de pentes croissantes. La
somme de ces pentes est, avec multiplicité, la pente de det M(D), c’est-
a~dire ty(D) — tg(D) = 0. 1l suffit donc de montrer que les pentes de
M(D) sont toutes > 0. Le corollaire 4.49 nous dit que tout sous-objet de
M(D) est de la forme M(D’) ot D’ C D et la pente de det M(D') est
tn (D) —ty (D) > 0 puisque D est admissible. En particulier, M(D) ne
peut pas contenir de sous-objet isocline de pente < 0, et donc M(D) est
étale.

Pour autre sens, supposons a présent que M(D) est étale. La pente
de det M(D) est nulle et donc tx(D) — ty(D) = 0. Si D’ est un sous-
objet de D, de dimension d’, alors det(D’) est de dimension 1 dans AYD et
M(det D') est un sous-gp-module de rang 1 de M (A% D). La proposition [3,
Prop. IV.1.3] et le fait que M(A% D) = A¥ M(D) est étale montrent que
la pente de M(det D’) est positive, de sorte que tn(D') — tg(D') > 0, et
donc D est admissible. 0

En particulier, ce résultat permet de caractériser les représentations po-
tentiellement semi-stables en fonction de la connexion associée a leur (¢, 7)-

module sur B! : ce sont celles dont la connexion est localement tri-

T,rig, K
viale. On peut également montrer que le (p, N, G M/ i )-module filtré qu’on
récupeére a partir du (¢, 7)-module associé a une représentation V' est exac-

tement Dg (V) :

Proposition 4.52. Si V est une représentation p-adique de Gi, dont la

restriction a Gar est semi-stable, alors M(Dst (V) = Dy i, (V).

Démonstration. Soit D un (¢, N, Gy i )-module filtré admissible. Le théo-
reme 4.51 montre qu’il existe une représentation p-adique V' de Gg telle
que M(D) = D;rig(V). Or, le théoreme 3.2 appliqué aux (@, 7a7)-modules
nous donne que

Dy (V) = (B 1o 1 [1/A] C. DI (V)=

Comme de plus, on a

Bi,lO&M[l/)\] ®B‘r,rig,K M(D) = Bj—,log,M[l/A] ®1\40 D
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et que (B, 1, [1/A)™=" = My, on a alors D = (Bl o, 1/[1/X] @, .«
DI (V)™= et donc que D = Dg (V) en tant que (p, N, v/ )-

T,rlg
modules.

Il reste & voir que les filtrations sur D et Dg; a7 (V') coincident. La filtra-
tion sur M ®py, D est par construction la méme que celle sur Sy (M (D)),
et il faut donc voir qu’elle coincide avec celle provenant de I'isomorphisme
(M ®p1, D ar(V))94/5 = Dar(V). Or, si n > n(r), Papplication ¢, en-

voie Bl’fog M ®B* , DJr (V) dans Bggr ®q, V et donc Yy, @y Dy C

T,rig

Bgr ®q, V. Mals pour r tel que DT g engendre DT sig €6 n > n(r), si
on pose
‘rrlg

alors W est un B:{R—réseau de Bar ®q, V = Bar @n (M @1, Dst,m(V)),
stable sous Galois, de sorte que par le lemme 4.47, on a W = FilO(BdR QM

(M @y Dst,m(V))) et done
XM ®F0 DI (V) = Fil'(Yar, @k Dar(V))

T,rig, K i I‘lg
de sorte que la filtration sur D construite dans le théoréme 4.46 coincide
avec la filtration provenant de celle de Dgr(V'), d’ou I'égalité D = Dy ar(V)
en tant que (¢, N, Gk )-modules filtrés. O

5. Représentations de E-hauteur finie

5.1. Potentielle semi-stabilité des représentations de E-hauteur
finie. On a vu au chapitre 2 qu’on pouvait attacher & un (¢, 7)-module D

sur (B;rig’ P EL& 1) un opérateur différentiel Ny qui stabilise le ¢-module

sur Bi’rig, 5 et donc de considérer le (p, Ny)-module sur BLrig’ K associé.
On va en fait montrer que les propositions 3.6 et 3.7 permettent de retrou-
ver le théoréme principal de [20] (qui était un des principaux résultats de
larticle de Caruso [8, Thm. 3] mais il semblerait qu’il y ait un probléme
dans la preuve, on renvoie d’ailleurs a I'appendice de [20] pour une dis-
cussion sur la question), c’est-a-dire que les représentations de E-hauteur
finie de Gk sont potentiellement semi-stables. On signale au passage que la
stratégie employée ici repose principalement sur les mémes arguments que
ceux utilisés par Gao.

On note Mod“/p]éNV’OK la catégorie des (¢, Ny)-modules étales sur B g K
T,rig,

de E-hauteur finie, et on note ModeT 0 la catégorie des (p, 7)-modules
T,rig, K

étales sur (Bj,rig,K7 Brlg ;) de E-hauteur finie.
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On va en fait reconstruire un analogue du foncteur S, n de [8, Thm. 3.5].

Comme dans [8, 3.1.3], on construit un foncteur R ; : Mod? v
T,rig, K

1\/Iod7]’?‘:’+0 (c’est le méme foncteur R, que celui de Caruso au théo-
T,rig, K

réme de pleine fidélité de Kedlaya [24, Thm. 6.3.3] pres, c’est-a-dire que
=+
Brig,L) au-

notre R, (M) est le tensorisé de celui de Caruso par (Bi:ri& %

dessus de (Bj’K, Ez)) Soit M un (¢, Ny )-module sur Bj’ri&K qui est de E-
hauteur finie. La théorie de Kisin [25, Thm. 1.2.15, Thm. 1.3.8] associe & un
tel objet une représentation semi-stable V' (9) & poids de Hodge—Tate néga-
tifs (en fait Kisin associe a un tel objet un (g, IV)-module filtré effectif, mais
on utilise ici directement 1’équivalence de catégories entre (¢, N)-modules
filtrés effectifs et représentations semi-stables V' a poids de Hodge-Tate
négatifs) dont le (p, 7)-module associé est engendré par un (¢, 7)-module

défini sur (B:f’K, BZ), et on note Ry, (M) ce (¢, 7)-module différentiel sur
(B «, EZ) La démonstration du théoréme 1.4 de I'introduction repose en

fait sur la construction d’un presque quasi-inverse de R, -, qui découle du
théoreme suivant :

2 N . L ~+
Théoréme 5.1. Soit D un (¢, 7)-module étale sur (Bj,rig,K7Brig,L) de
E-hauteur finie. Alors la connexion associée Ny : BI rig, K OB+ D —

’ ) T,rig, K
Bf ., x ®pt D vérifie Ng(D) C D.

Démonstration. Voir [20, Prop. 6.1.1]. O
Remarque 5.2. Ce qui est clair est que lopérateur V, laisse
~+ . . . .
(Byig,2)P* ®p+ D invariant, mais lorsqu’on pose Ny = —%VT, on fait

T,rig, K
apparaitre des singularités qui font qu’a priori Ny n’est pas définie sur D.

Le théoréme précédent montre que, dans le cas ou D est de F-hauteur finie,
ces singularités sont effacables.

On montre maintenant comment en déduire le théoréme D de l’intro-
duction :

Théoreme 5.3. Soit V une représentation p-adique de G . Alors V est de
E-hauteur finie si, et seulement si, la restriction de V a G, est semi-stable
a poids de Hodge—Tate négatifs, s étant le plus grand entier tel que K"F
contienne Cps.

Démonstration. Commencgons par remarquer que la catégorie des représen-
tations de E-hauteur finie est équivalente, par passage aux (¢, 7)-modules,
©,7,0

+
/BT,rig,K

a la catégorie Mod , par le lemme 4.10 et la discussion qui en suit.
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« . 0 )
On va a présent construire un foncteur Sy, Ny : Mod“o Tl = Mod“o v
/ T,rig, K / T,rig, K

vérifiant les propriétés suivantes (on pourra comparer avec [8, Thm. 3.5]) :

(1) pour tout objet D € Modf’NV’ , il y a un isomorphisme canonique
T,rig, K
fD : SDNV OR%T(D) ~ D
dans la catégorie Modf’Nv’0
T,rig, K
(2) pour tout objet M € Mod7 70 il y a un isomorphisme canonique
T,rig, K

gm : Ryr 0 Sp,ng (M) ~ M
en tant que (¢, 77" )-modules.

Soit D € Modfl’; . Par le théoréme 5.1, la connexion Ny provenant

de l'action infinitésimale de 7 laisse stable le p-module D sur B

Trig, K
T,rig, K1 C
qui confére & D une structure de (¢, Ny)-module étale sur BT rig, ) €6 on
note Sy, Ny (D) l'objet obtenu, qui est toujours de E-hauteur finie puisque
D Test. Il reste a montrer que S, Ny vérifie les propriétés énoncées. Etant

donné M € Mod“o’NV’ , les propositions 4.52 et 4.36 montrent que, si V' est

/BT ,rig, K
la représentation associée & 9 par la théorie de Kisin, alors 9 ~ D +ig(V)
en tant que (¢, Ny)-modules de E-hauteur finie sur B rig ) Cest-a-dire

que Sy Ny © Ry +(9M) ~ M dans la catégorie Modw’Nv’

/ T,rig, K
Réciproquement, étant donné un (¢, 7)-module D de E-hauteur finie sur

ce qu’on vient de faire montre qu’on a un isomorphisme

Se,Ny (D) 2 54Ny (Ry,r 0 Sp v ) (D),

de sorte qu'il existe n > 0 tel que D ~ (R, 7 0 Sy ng)(D) en tant que
(¢,7P")-modules par la remarque 3.8. Mais, si on pose D'=(R., 05, no) (D),
alors D' est le (¢, 7)-module associé & une représentation semi-stable V (D")
a poids négatifs par le théoreme 4.14, d’ott le fait que la représentation V(D)
associée a V devient semi-stable & poids négatifs en restriction a Gy, , et
donc est en fait semi-stable a poids négatifs comme représentation de G,
(voir par exemple [20, Lem. 6.2.1]), et on a alors V(D) ~ V(D') en tant
que G, -représentations (cf. [8, Prop. 3.4]), ce qui conclut.

Si maintenant V' est une représentation p-adique dont la restriction a
Gk, est semi-stable a poids négatifs, le théoreme 4.14 de Kisin appliqué
aux représentations de Gx, montre que V est de E-hauteur finie. O

+
]37',1rig,K7

Remarque 5.4. On pouvait presque démontrer ce résultat a la suite des
propriétés des (¢, Ny )-modules du chapitre 2, mais on avait besoin du fait
que le (¢, Ny)-module de E-hauteur finie construit dans la théorie de Kisin
et associé a une représentation semi-stable V' a poids négatifs correspond
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T

exactement a D_

et 4.36.

(V), ce qui est une conséquence des propositions 4.52

En particulier, le théoreme 5.3 permet de réinterpréter le fait d’étre de
E-hauteur finie en fonction de la connexion Ny, en démontrant un analogue
des résultats de [2, §5.2].

Proposition 5.5. Soit D un (¢, Ny)-module de rang d sur B;rigK (resp.

+
BT,rig,K

). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) Ny est triviale sur D@pgt . KBi,log,K (resp. sur D®Biﬂg,KBj,log7K)’
c’est-a-dire qu’il existe
€0y---s€d—1 € D ®pt Bi’logyK(resp. D ®g+ Bj,log,K)

7,rig, K T,rig, K

tels que pour tout i, Nye; = 0 et @Q’Bi log. k[ 1/A] = D ®pgi

T,rig, K
Bi’logvK[l/)\] (Tesp' @ eiBj,log,K[l/)‘] =D ®Bj,rig,K BﬂJ'r,log,K[l/)‘]) ;

(2) il existe d éléments fo,...,fa—1 de D, formant une base de D@g+

T,rig, K
Bi,rig,K[l/)\] sur B;rig,K[l/)\] (resp. formant une base de D®Bj,rig,K
Bj,rig,K[l/)\] sur Bj—:rigyK[l/)\])? tels que NV(fZ) €A <fi*17 s 7f0>
ou (-) est le B;ri&K-module engendré (resp. le Bj’rig,K-module en-
gendré).

Démonstration. La preuve est similaire & [2, Prop. 5.5]. On ne va montrer
que le cas ou D est un (¢, Ny)-module de rang d sur Bijri&K,
étant la méme sur B:ﬁg k(& un détail pres qu’on explicitera). On va com-
mencer par montrer que le premier point implique le second. Comme les e;

engendrent le noyau de Ny sur D® Bi log, K

la preuve

et comme Ny commute
T,rig, K

a lopérateur de monodromie N, on en déduit que le F-espace vectoriel en-
gendré par les e; est laissé stable par N. L’égalité Ny = ppo N montre que
N est nilpotent sur {(eq,...,e4_1), et on peut donc supposer que N(e;) €
(€i—1,...,€p9). On peut écrire de maniére unique e; = Z?;é log’ (m)dj; et
on va montrer que f; = dp; est une famille qui satisfait la condition du
deuxiéme point. Le fait que Ny (e;) = 0 implique que

Ny (do;) = A-dy;
et le fait que N(e;) € {(e;_1,...,€0) montre que

di; € (doi-1---,do0)-

On en déduit que Ny (do,i) € Mdo,i—1,--.,doo)-
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Montrons & présent que les f; engendrent D ®g+ BT rig i [1/A] sur
T,rig, K ’
Bi rigx[1/Al. Stz € D@y Bl Bi rig ;¢ [1/A]; alors par hypothese on peut

écrire ¢ = > x;¢; et donc x = Z i fi+y-log([7]) ou y; est le terme constant
de z; et comme z € D @p+ BirigK[l/)\] onay=0.
T,rig, K ’ ’

Il reste & montrer 'implication réciproque. On va montrer par récurrence
que l'on peut prendre e; = Z}:o fja;; avec aj; € BI log, )¢ €0 @i = 1.
Pour D de rang 1, il n’y a rien a faire. Si d > 2 tel que le résultat est
vrai pour D de rang d — 1, la connexion Ny induit une connexion sur
(D fiBI‘,rig %)/ foBi rig )¢ dui satisfait les mémes conditions et il existe donc
el .., €eh_q et aq, ..., a4 tels que Nv( 1) = a;fo. Le fait que Nv(fz) €
A (fiz1,..., fo) montre que les a; € )\BT log K- S’il ex1ste des 3; € BT log K

tels que Ny (;) = av, on pose alors eg = fj et e; = e, — 5 fo, ce qui termine
la récurrence. La matrice de passage des f; aux e; est triangulaire avec des 1
sur la diagonale de sorte que les e; engendrent bien D ®+ B! [1/A]

B log, K T,log, K
sur Bj’,log,K[l/)‘]'
Il reste & montrer que %Nv B! rlog, K BT log i €St surjective (et que
%Nv : B;L,logK — leogK est surjective pour adapter la preuve au cas
). Notons 0 = Ny

et soit f € BT rig,gc- On éerit f =37 czan[7]" avec les a, dans F, et on
vérifie alors que g = ag - log[w] + 3,20 % - [7]" vérifie dg = f, de sorte

ou D est un ((p, Ny )-module de rang d sur BngK

que O réalise une surjection de B;rig’K + F - log[n] dans Bi’rig’K et de
B+rng + F - log[7] dans BjngK Pour finir, comme 8(h([7~r]) log [7]) =
log? [x]On([7]) + h([7 ])10327 '[7] pour tout h([7]) € B!

par récurrence que 0 : B!

Toxig, )0 O €N déduit
K - BT Jlog,

Cela conclut la preuve. O

Tlog K est surjective, et qu’il en est de

méme pour 0 : B K= B

7,log, T,log, K *

On dit qu'un (p, Ny )-module vérifiant les conditions précédentes est uni-
potent, et qu’il est trivial si on peut choisir les f; du second point de la
proposition tels que Ny (f;) = 0.

Proposition 5.6. Soit V une représentation p-adique de dimension d.
Alors il existe n tel que la restriction de V' a Gk, est semi-stable (resp. cris-
talline) si et seulement si DT +ig(V)[1/A] contient un sous (p, Nv)-module
unipotent (resp. trivial) de rang d.

Démonstration. C’est un analogue direct de [2, Prop. 5.6].
Soit V' une représentation p-adique de Gi. On a vu & la proposition 3.2
que V est une représentation semi-stable de Gk, si et seulement si

Df

r10g(V)[1/A] contient d éléments linéairement indépendant fixes sous "
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qui forment alors une base de Dg(V|g, ). Si Vg, —est semi-stable, alors

Ny est triviale sur le Bi,rig, x-module qu’ils engendrent, et donc satisfont
la premiere condition de la proposition précédente en raison du théoreme
de comparaison
Dy (V) QF BT log, K[1/>‘] Tl"lg(V) ®Bj— rig K BT Jog, K [1/)‘]
Le deuxieme point de la proposition précédente fournit alors un sous
(¢, Ny )-module unipotent de DT rig. e (VI[L/ALL

Réciproquement, si D;rig( )[1/A] contient un sous (¢, Ny )-module uni-
potent, alors les eg,...,e4s_1 engendrent un F-espace vectoriel sur lequel
log(7) agit trivialement, de sorte que les e; sont stables par 77" pour n
assez grand et forment alors une base de Dg (Vg )-

De plus V est cristalline si et seulement si on peut choisir les f; tels que
Nv(fi) =0 et la connexion est alors triviale. O

Proposition 5.7. Soit V une représentation p- adique de dimension d.
Alors V est de E-hauteur finie si et seulement si D . (V') est unipotent de
rang d.

T,rig

Démonstration. Le théoreme 5.3 montre que V est de E-hauteur finie si, et
seulement si, il existe n > 0 tel que V|g, ~est semi-stable a poids négatifs.
En particulier, la preuve sera presque identique a celle de la proposition 5.6.

On a vu a la proposition 3.2 que V est une représentation semi-stable de
Uk, a poids négatifs si et seulement si D:log(V) contient d éléments linéai-
rement indépendant fixes sous 7" qui forment alors une base de Ds; (Vg )-

En particulier, Ny est triviale sur le BJr mrig K- -module qu’ils engendrent. Si
on note (eq,...,eq) ces éléments, il reste & montrer qu'ils satisfont

@ eiB:log,K[l/)‘] D ®B+ K BT Jog, K [1/A]

T,rig,
where D = DI (V).

T,rig
La remarque 3.4 montre que

B‘—ri_log,Koo ®Bi’7K Di(V) Bj-_log K,00 QF DSt(V\QKn)v

et donc en particulier, il existe n > 0 tel que

Djlog(v) - BT Jog, K\n Qp DSt(V\gKn)’

et donc
(Djlog(v)) - BT Jog, K ®F DSt(VgK )
(0)

Mais comme V est de E-hauteur finie et que p(\) = Fa ))\ on en déduit
que

tlj

1 1
+ n + — Dt
B‘r,log,K ® (B+1 o8, %) P (DT,log(V) {)\]) - D‘r,log(v) |:>\] :
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On a donc un isomorphisme de comparaison
Bi—log K[l//\] ®Bj—,K Dj(V) BT Jlog, K[l/)‘] QF DSt(WgKn)‘

Comme les e; forment une base de Dt (Vg . ), cela montre qu’ils satisfont
la condition

PeiBl e k[1/N =D Cgr . B,k [1/A-

Le deuxiéme point de la proposition 5.5 fournit alors un sous (¢, Ny)-
module unipotent de D s (V).

Réciproquement, si D] rlg(V) est unipotent, alors les eg,...,eq_1 en-
gendrent un F-espace vectoriel sur lequel log(7) agit trivialement, de sorte
que les e; sont stables par 7" pour n assez grand et forment alors une base
de Dst(Vig,., ), et ces éléments sont dans B g, K ®B+ DH(V) c Eig QV,
de sorte que V est a poids négatifs. On en déduit donc que V est de E-
hauteur finie par le théoreme 5.3. O

5.2. Passage du (¢, 7)-module d’une représentation a son (¢, 7’)-
module. Soit K /K une extension de Kummer déterminée par le choix
d’une uniformisante © € Ok et d'un élément 7 € ET, et soit K/ une autre
extension de Kummer, associée a une uniformisante 7’ (on n’exclut pas le
choix 7 = 7’) et un élément 7 € ET. On note aussi L' = K, - K.,. On va
dans cette section construire un anneau B, ./ i permettant de faire le lien
entre le (¢, 7)-module et le (¢, 7')-module attachés & une représentation V.
Soit B, ko = k(7, 7)) C E, et soit E; . la cléture séparable de
E; ko dans E. On note A, g le complété p-adique du localisé¢ de
Or[[7], [7']], qui est donc un anneau de Cohen pour E; ./ i, et on pose
B, ko = A ko[l/p]. On définit A, comme le complété p-adique
de I'unique extension étale infinie de A,/ ko incluse dans A et dont le
corps résiduel s’identifie a E. . On pose alors A,/ g = AGal(K/ ) et
BT7T,)K - ATleyK[l/p]'
Proposition 5.8. Soit V' une représentation p-adique de Gg. Alors on a
B,k ®B, D(V) =B,k @8, , D'(V).
De plus, on peut récupérer D(V') en fonction de D'(V') via la formule
D(V) = (Brrx ®B,, . D'(V)mr.
Démonstration. Par la théorie des (¢, 7)-modules (voir [8, Lem. 1.20]), on a
B, ®q, V=B, &5, D:(V),
de sorte qu’en tensorisant par B ;/, on obtient

B,k ®B, k D(V) = B,k ®Q, V=Brk ®B7”,K D,(V)'
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La deuxiéme partie de la proposition s’obtient en prenant les invariants
sous H; . ]

Cette méthode pour récupérer le (¢, 7)-module D(V') a partir de D'(V)
est loin d’étre explicite, notamment parce que 'anneau B, ./ x ne possede
pas de description satisfaisante. Si on considere les modules définis sur les
anneaux de Robba D:fig et Dﬂ , une stratégie analogue a celle de [22] de-
vrait pouvoir montrer que les deux modules deviennent les mémes apres

. .ot =1
extension des scalaires a (B, /)P, et que les anneaux (B,;, 1/)P* sont les
perfectisés d’anneaux de séries en deux variables qui correspondent a des
extensions algébriques de B; K0 Il n’existe cependant pas, a la connais-
sance de l'auteur, de résultats analogues a ceux de Kedlaya dans [24] pour
des anneaux de Robba en plusieurs variables qui permettraient de descendre

. 41 s N T
de modules sur ces extensions algébriques a des modules sur BT7T,7rig, K00
T

ni de modules sur BT,T/,I‘ig, ko & des modules sur Bj’,T/, K0 Avec de tels ré-
sultats, on pourrait peut-étre montrer que les deux modules deviennent les

A t
mémes sur BT,T’,K,O'

Il semble néanmoins compliqué dans le cas général de donner une mé-
thode explicite permettant de passer de D(V) & D’(V), puisque comme le
montre la proposition suivante, diie a Gee et Liu, une telle méthode ne peut
pas respecter la notion de E-hauteur :

Proposition 5.9. Soit V une représentation qui est de E-hauteur finie
pour tout E. Alors V' est semi-stable.

Démonstration. Voir [16, Thm. F.11]. O

On signale que, le cas ou V' est semi-stable a poids négatifs, Liu a
construit (voir [31, Thm. 2.2.1]) un certain sous-anneau de A" permet-
tant de faire le lien entre DT (V) et D'* (V).
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