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Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux 30 (2018), 575-607

Les variétés de Hecke—Hilbert aux points
classiques de poids parallele 1

par ADEL BETINA

RESUME. On montre que la variété de Hecke associée aux formes de Hilbert
sur un corps totalement réel F est lisse aux points correspondant & certaines
séries théta de poids 1 et on donne aussi un critere pour que le morphisme
poids soit étale en ces points. Lorsque les séries théta sont a multiplication
réelle, on construit des formes surconvergentes propres généralisées qui ne
sont pas classiques et on exprime leurs coefficients de Fourier a ’aide de loga-
rithmes p-adiques de nombres algébriques. Notre approche utilise la théorie
des déformations galoisiennes.

ABSTRACT. We show that the Eigenvariety attached to Hilbert modular
forms over a totally real field F' is smooth at the points corresponding to
certain classical weight one theta series and we give a precise criterion for
etaleness over the weight space at those points. In the case where the theta
series has real multiplication, we construct a non-classical overconvergent gen-
eralised eigenform and compute its Fourier coefficients in terms of p-adic log-
arithms of algebraic numbers. Our approach uses deformations of Galois
representations.

1. Introduction

Les formes modulaires de Hilbert de poids paralléle 1 correspondent dans
le programme de Langlands a des représentations impaires de dimension
deux des groupes de Galois des corps totalement réels. Deligne—Serre [14],
Rogawski-Tunnell [32] et Ohta [30] ont associé a une forme modulaire de
poids paralléle 1 une représentation galoisienne qui a la méme fonction L
et leur méthode est basée sur des congruences avec des formes modulaires
de poids strictement plus grand que 1.

Le but de ce travail est de compter le nombre de familles de Hida qui se
spécialisent en une forme classique de Hilbert de poids 1. Géométriquement,
c’est équivalent a la description de la structure locale des variété de Hecke—
Hilbert au point correspondant a cette forme de poids 1. On donne, sous
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certaines hypotheses, une réponse a cette question en utilisant la théorie
des déformations galoisiennes de Mazur et quelques outils cohomologiques
de la théorie du corps des classes.

On fixe un nombre premier p, un corps de nombres totalement réel F
de degré n sur Q, o 'anneau des entiers de F';, E un corps p-adique qui
contient tous les plongements de F' dans Qp, N un idéal de o, n la partie
de N premiere avec p et Ir un ensemble de n plongements complexes de
Q qui prolongent les plongements distincts de F' dans Q. On suppose que
N F/Q (n) Z 4.

Notons p.o = []7_; p;* la décomposition de p en produit d’idéaux pre-
miers dans o et f; le degré résiduel de p; (on a 3oy, eifi = [F: Q] = n).

Soit & la variété de Hecke—Hilbert de niveau n associée a F' introduite
par F. Andreatta, A. Iovita et V. Pilloni dans [1]. Il existe un morphisme
localement fini k : £ — Wp appelé le morphisme poids, ou Wy est la variété
rigide sur £ qui représente les morphismes Z, x Res,/z Gm(Zp) — G-

D’autre part, Kisin et Lai ont construit dans [28] la courbe de Hecke—
Hilbert cuspidale Cr de poids paralleéle et de niveau modéré n en étendant
la construction de Coleman—Mazur de la courbe de Hecke [11]. On peut
identifier Cg avec un sous-espace fermé de £.

Soit g une forme modulaire de Hilbert sur F' de poids parallele 1 cus-
pidale primitive nouvelle de niveau N (et de niveau modéré n), de ca-
ractere central x et telle que g a une p-stabilisation de pente finie. Soit
p: Gp — GL2(Q,) la représentation galoisienne non ramifiée en dehors
de N associée a g construite par Rogawski-Tunnell [32] et Wiles [35]. Soit
ag = Tr p(Froby), ou £ 1 N est un premier de F' et Frob, est le Frobenius
arithmétique en £. Pour tout premier p; f N de F' au dessus de p, on note
i et fB; les racines du polyndme de Hecke X2 — ay, X + x(p;).

Pour déformer p-adiquement g, on doit choisir une p-stabilisation g(.,)
de g de pente finie (voir [35, Section 1.2]), ou (7;) est le s-uplet tel que
Up; (9(+)) = V5-9(~) 5 de plus, si p; + N alors v, est égale a a; ou 3;. Une
p-stabilisation g(,,) de g est ordinaire en p, elle définit un point du lieu
quasi-ordinaire de la variété de Hecke £ et qui appartient aussi a la courbe
de Hecke—Hilbert cuspidale de poids parallele Cp < £.

Puisque les p-stabilisations de g sont ordinaires en p (car g est de poids 1),
alors pour tout premier p; | p de F', la représentation PG, est I'extension
d’un caractére non ramifié ¥} par un caractére v, ou ¢} (ﬁrobpi) = (i.e.
p est ordinaire en p). De plus, 'image de p est finie, donc la restriction de
p au groupe de décomposition G, est la somme 1 ® ¢y’

On dit que g est réguliere en p si pour tout premier p; t N de F' au dessus
de p, la condition «; # B; est vérifiée (i.e. ¥ # ¢'). Notons que si p; | N,
alors p est ramifiée en p; et donc la condition v} # 1/);/ est automatiquement
satisfaite (car v; est ramifié et ¥/ ne I'est pas).
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Soit A(1)) une série théta de poids 1 nouvelle de niveau exact N (et de
niveau modéré n), ou ¢ : Gy — @; est un caractere d’ordre fini et M une
extension quadratique de F'. On suppose que (1)) a une p-stabilisation f
de pente finie, alors f définit un point x € £ (on a méme x € Cr) et on
note respectivement 7, 7°"% les complétés des anneaux locaux de £ et Cp
en = et A le complété de 'anneau local de Wr en k(z).

Soient my 'idéal maximal de A et 7" = T /maT 'anneau local de la fibre
de k(x) en x. Notons que 7/ = T /myT est un anneau artinien, puisque &
est localement fini.

Soit S), (resp. SP) I’ensemble des premiers de F' au-dessus de p qui se
décomposent dans M (resp. qui sont inertes ou qui se ramifient dans M).

Théoréme 1.1. Supposons que 0(1)) est p-réquliére, M est totalement réel
et que la conjecture de Leopoldt est vraie pour M, alors :

(1) La variété £ est toujours lisse au point = et la dimension de [’espace
tangent de la fibre T' de k(x) en x est égale a > pies, €i-fi-

(2) La dimension de l'espace tangent de I’anneau local T est égale
max{1,>>, cg, fi-€i}.

Lorsque F' = Q, le théoréme ci-dessus a été démontré par Bellaiche et
Dimitrov [4] et aussi par Cho—Vatsal [10] sous certaines hypotheéses supplé-
mentaires.

Soit SI (n, x) V'espace des formes modulaires surconvergentes a coefficients
dans @p, de poids 1, de niveau n et de caractere central x. Les opérateurs

de Hecke Ty et Uy agissent sur SI(n, X), ou £ tnp et q | np sont des idéaux
premiers de o.

Pour tout idéal premier q de o, on note aq(f) les coefficients de Fourier
de f. Soit fT € SI (n,x), on dira que fT est une forme propre généralisée
attachée a f si, et seulement si, pour tout idéal premier £ de o, il existe un
entier ny tel que (Ty — ag(f))™(fT) = 0si £4np ou (Up — ap(f))™(fT) =0
si £ | np.

On note SI(n, X)[f] le Qp-espace vectoriel de toutes les formes propres
généralisées attachées a f dans l’espace des formes surconvergentes de
poids 1. Sous les hypotheses du théoreme 1.1 et si S, est non vide, il existe
un morphisme surjectif 7 : 7/ — Q,[¢] de noyau I. Donc, l'idéal I, annule
un sous-espace Si(n, X)[Iz] de SI (n, x)[f] de dimension 2, et ce sous-espace
contient une forme non-classique.

L’évaluation f. de toute forme modulaire surconvergente f en les ob-
jets de Tate (G, ®,¢ 105")/¢° associés aux pointes standards oo(c; 0), ot ¢
parcourt les éléments de CLJFr détermine son ¢g-développement (voir [18, Sec-
tion 2.3]). Apreés une modification des coefficients de son g-développement,
on obtient son développement adélique et ses coefficients de Fourier notés
aq(f) ot q est un idéal de o.
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Suivant les définitions de [13], une forme surconvergente fI dans I’espace
SI (n, X)[Iz] qui n’est pas un multiple de f est appelée une forme généralisée
attachée a f, et on dit qu’elle est normalisée si son premier coefficient de
Fourier a,(f]) de la g-expansion de fI est nul.

Pour n’importe quel idéal premier q de F', on notera a,( f):) les coefficients
de Fourier de f;. Fixons un plongement ¢, : Q — @p et notons log, la
détermination standard du logarithme p-adique sur @If Soient o € G un
automorphisme non trivial sur M, H le corps de nombres fixé par ker ¢ /97,
¢ {np un premier de F inerte dans M et A un premier de H au dessus de /.
Choisissons uy dans Og[1/A]* ® Q une A-unité de H de A-valuation égale
al.

Soient oy € Gal(H)y/Fy) C Gal(H/F) le Frobenius en ¢ attaché a la place
finie X et I} le sous-ensemble de I constitué par les plongements de Q qui
induisent les places de H au dessus de p apparaissant dans S}, suivant le
diagramme (4.3) de Section 4.

Le théoréme suivant est une généralisation du théoreme [13, 1.1].

Théoreme 1.2. On suppose que :
(1) M est un corps totalement réel et la conjecture de Leopoldt est vé-
rifiée pour M.
(2) ensemble S, n’est pas vide et p est relativement premier au niveau
de O(v).
(3) O() est p-réguliére.

Soit f une p-stabilisation de 6(1)) telle que 17 (Froby,) est la valeur propre
de lopérateur Uy, quand p; € Sp,. Alors, on peut associer linéairement a tout
(¢)ier, € _LIF‘ un morphisme surjectif w1 T' — Qyple] tel que pour tout
{fnp,

0 si £ se décompose dans M,

ty — Y -
ar(fr) = { ¥(o0y) Z o Z %(h).logp(gi oh 1(u>\))
gi€ll,  heGal(H/M)
si £ est inerte.
Les théorémes suivants décrivent la structure locale de £ au point z
lorsque M n’est pas totalement réel.

Théoréme 1.3. Soient K un corps quadratique imaginaire dans lequel le
premier p se décompose, 0 € Gg non trivial sur K et { : Gg — @; un
caractére d’ordre fini tel que £/€% est d’ordre paire. Notons M [’extension
biquadratique de Q contenue dans le corps de nombres fixé par ker(£/£%) et
F le sous-corps quadratique réel de M. Supposons que ¢ = §q,,, leMvi =+
wijGMU. pour toute place premiére v; de M au dessus de p et que (/17)?

est non trivial.
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Alors le morphisme k : € — Wrp est étale au point associé d f une
p-stabilisation de 0(¢q,,)-

Théoréme 1.4. Soient p > 3, F un corps fini de caractéristique p et v le
relévement de Teichmiiller d’un caractére ¢ : Gy — FX tel que 1/1/1/1 n’est
pas quadratique. Supposons que :
(1) Tout premier q de F qui divise le conducteur de 1) se décompose
dans M, 1 est ramifié sur un facteur de q et non ramifié sur Uautre
et p est non ramifié dans M.
(2) La conjecture de Leopoldt est vérifiée pour F.
(3) La restriction de p = Ind}; v au groupe Gal(Q/F(y/(—1)®=172p))
est absolument irréductible et p est p-distinguée.
(4) M a2r plongements complexes et [F : Q]—r—|SP|=3", cor fi-€i >0
Alors la variété rigide £ est ramifiée sur l’espace des poids Wr au point x.

Remarque. Nous avons appris récemment que S. Deo a annoncé un résul-
tat similaire au théoréeme 1.1 dans [15] en utilisant une méthode différente
pour calculer les dimensions des espaces tangents de nos problemes de défor-
mation. Il a annoncé un résultat similaire au théoréme 1.4 sous ’hypothese
que la conjecture de Schanuel est vraie pour le corps fixé par ker ad p.

On va expliquer maintenant les principales idées derriere la preuve des
théorémes 1.1 et 1.3. Dans le Section 3.1, nous introduisons deux probléemes
de déformation de p représentables par les anneaux locaux R et R tels
que R s’envoie surjectivement sur 7 par la proposition 6.3.

Le calcul de 'espace tangent de R représente une partie importante de
la preuve. Nous montrons dans les théoremes 5.3 et 5.5 que la dimension de
I'espace tangent de R est toujours égale a [F' : Q]+1, et donc la surjection ci-
dessus est un isomorphisme d’anneaux locaux réguliers et on a R ~ 774,
L’étude de ’algébre 7’ donne un critére précis pour que k soit étale en x.
L’espace tangent de R est isomorphe a un sous-espace de Hl(F ,ad p) qui
satisfait certaines conditions locales pour les premiers de F' au dessus de p,
mais vu que p est d’image finie, par inflation-restriction, ’espace tangent
peut étre vu comme un sous-espace de (Hom(Ggr,Q,) ® ad p)SUUH/F) o
H est I'extension galoisienne finie de F' fixée par ker ad p. Pour calculer la
dimension de cet espace tangent, il suffit de déterminer la dimension du
1 /b -espace propre a l'intérieur de Hom(G 7, Q). En effet, sa dimension
peut étre facilement bornée par la théorie du corps de classe, et quand
M est un corps totalement réel, on constate le phénomene suivant : le
corps H est CM et le 1/1¢7-espace propre a l'intérieur des unités globales
est trivial (voir 5.1). Ainsi, nous pouvons construire une base de ’espace
tangent de 7’ en termes de logarithme p-adique. D’autre part, lorsque M
n’est ni totalement réel, ni totalement complexe, on montre que Ryin ~ T
en utilisant un résultat de Fujiwara [19].
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Notations.

(1) (_)n ﬁx_e une cloture algébrique Q € C de Q et un plongement lp :
Q = Qp.

(2) On note ¢ la conjugaison complexe du groupe de Galois absolu Gg.

(3) Pour tout premier p; de F' au dessus de p, on note w; la place
canonique de H au dessus de p; induite par le plongement
tp: Q= Q.

(4) On note v; la place canonique de M au dessus de p; induite par le
plongement ¢, : Q— @p; et si p; se décompose dans M, on notera
vy l'autre place.

Remerciements. Je tiens a remercier le professeur Mladen Dimitrov pour
m’avoir proposé ce sujet et pour ses conseils de rédaction.

Je tiens aussi a remercier le-la rapporteur-se pour sa lecture attentive et
ses nombreux commentaires qui m’ont permis d’éviter plusieurs erreurs.

2. Variétés de Hecke—Hilbert

Les formes modulaires p-adiques de Hilbert sur F peuvent étre vues
comme des fonctions sur le Res,/7Gm(Zp)-torseur de la trivialisation de la
tour d’Igusa qui est le pro-revétement étale du lieu ordinaire de I'analytifié
du schéma modulaire de Hilbert donné par la limite projective des duaux
des sous-groupes canoniques. Les fonctions homogenes de poids (w, v) pour
Paction de Z) x Res,/zGm(Zp) sont les formes modulaires de Hilbert p-
adiques de poids (w,v) (0°T agit sur les variétés abéliennes de Hilbert—
Blumenthal via la polarisation, voir [1, Section 4]).

Donc, on obtient un espace de dimension infinie qui se fibre sur ’espace
des poids, et grace a l’existence du sous-groupe canonique sur le lieu ordi-
naire et a ’application de Hodge—Tate, on peut plonger 'espace des formes
modulaires de Hilbert dans l’espace des formes modulaires p-adiques de
Hilbert.

Pour étudier les familles p-adiques de pente finie, V. Pilloni, F. Andreatta
et A. Iovita ont prolongé la construction précédente & un voisinage strict
du lieu ordinaire dans le but d’appliquer la théorie spectrale de Coleman et
Mazur a I'opérateur completement continue U, et en utilisant la machinerie
des variétés de Hecke due a Buzzard [7], ils ont obtenu la variété rigide de
Hecke-Hilbert désirée £ sur E.

D’autre part, la courbe de Hecke—Hilbert cuspidale Cr de poids parallele
et de niveau modéré n s’identifie avec le fermé de £ donné par 1’équation
v = 0. Selon les résultats de [28], il existe un morphisme localement fini
surjectif et plat K : Cr — Wru—0, ol W= est la sous-variété fermé
de Wp définie par I’équation v = 0 (k est la restriction de w a Cp). Par
construction de Cr, T’ est aussi 'anneau local en z de la fibre ™ (k(z)).
Le lieu £™°7 de £ ou Uplp = 1 est ouvert et fermé dans &£ et est appelé
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le lieu quasi-ordinaire. Il est connu que le lieu quasi-ordinaire €% est
isomorphe au spectre maximal de la fibre générique de ’algebre de Hecke
quasi-ordinaire en p.

D’apres les résultats de [7] et [1], la variété rigide £ est équidimensionnelle
de dimension [F' : Q] + 1, réduite et équipée d’un morphisme localement
fini surjectif k : £ — Wp appelé le morphisme poids, ou Wp est ’espace
rigide sur E représentant les morphismes Z; x Resy/z Gim(Zy) — Gp,. Par
il — OZY(€) tel
que les images de (T)gypn et Uy, sont des sections globales de Og bornées

par 1 (£ est un idéal premier de o).
L’application canonique « systéme de valeurs propres »

construction de &, il existe un morphisme Z[(T%) gpn, (U, )y,

S(Cp> - Hom(Z[(T€>€’[pU7 (Upi)pikﬂ]? (CP)

est injective et induit une correspondance entre I’ensemble des C,-points de
& de poids (w,v) et les systémes de valeurs propres de formes modulaires
cuspidales surconvergentes de Hilbert propres de niveau modéré n, de poids
(w,v), avec des coefficients de Fourier dans C, et de pente finie. Puisque
Pimage de Z[(Ty) gpn, (Up, )pilp] dans Og9(E) est relativement compacte et

que la F-algebre Ogig (€) est réduite, il existe un pseudo-caractére continu :

(2.1) PSg : GF,np — 0(5)

qui envoie Frob, vers Ty pour tout premier ¢ { np de F' (voir [1, Section 5]
and [3] pour plus de détails).

D’apres les théoremes de classicité [5] et [31], 'espace propre généralisé
attaché a une forme modulaire classique fr € & non critique de poids
k € Wpg dans l'espace des formes modulaires surconvergentes est contenu
dans I'espace des formes modulaires classiques de poids k, et si de plus les
polynomes de Hecke de Uy,,....Up, attachés a fj, admettent deux racines
distinctes pour tout p; | p (i.e. fi est réguliere en p), alors l'algebre de
Hecke Z[(Ty)ppn, (Up, )p,|p] 2agit d’'une manieére semi-simple sur cet espace
propre généralisé, et donc le morphisme poids k : £ — Wr est étale en les
points non critiques et p-réguliers.

En général, on n’a pas beaucoup de résultats sur la géométrie des va-
riétés de Hecke. Par exemple, on ne sait pas si elles ont un nombre fini de
composantes ou si elles sont propres sur ’espace des poids (voir [20]).

Lorsque F' = Q, Diao et Liu ont montré dans [16] que la courbe de
Coleman—Mazur est propre sur l’espace des poids. On sait aussi que la
courbe de Coleman—Mazur est lisse en la plupart des points classiques
(voir [2], [4], [10], [11] et [26]) bien qu’il existe des points associés a des
formes propres classiques de poids 1 et irrégulieres en p pour lesquels la
courbe de Hecke n’est pas lisse [17].
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2.1. Séries théta de poids 1. On note O l'anneau des entiers de E.
Soient M une extension quadratique de F, o € Gal(Q/F) non trivial sur
M et F le corps résiduel de O.

On fixe un plongement £ — @p, et on note €)s le caractere non trivial
de Pextension quadratique M/F et A le groupe de Galois Gal(M/F).

Soient ¥ : Gy — O* un caractére d’ordre fini, 7 le caractere Gy
définie par 17(g) = (0 1go), ¥, le caractére ¥/ et b le conducteur
de . Ainsi, on peut voir ¥ comme un caractére sur le groupe des ideles
Y M*\MJ — O (ot M est le groupe des ideles de M).

On suppose que pour toute place 7 de F' qui reste réelle sur M, 1 est
trivial sur I'une des places de M au dessus de 7 et non trivial sur 'autre.

Soit n la partie de Npz/p(b).Apr/p qui est premiere a p, ot Ay /g est le
discriminant relatif de ’extension quadratique M/F.

D’aprés un théoreme de Weil, il existe une série de théta 0(1)) de poids
parallele 1 et de niveau modéré n telle que L(s,0(¢))) = L(s,v) (i.e. p =
Indf; ¢ est la représentation p-adique associée a 6(v))). Les systémes de
valeurs propres d’une p-stabilisation f de 6()) correspondent & un point
x €& (Qp), de plus z se trouve sur lieu quasi-ordinaire £ de &.

3. Déformations galoisiennes

On introduit dans cette section trois problemes de déformations de p
qu’on notera D, D¢ et Dg’ég , et on déterminera leurs espaces tangents
respectifs dans Section 5.

3.1. Problemes de déformations. L’image projective de p est diédrale
et contient un élément o d’ordre 2 qui agit de maniere non triviale sur M.
Soit (e1, e2) une base de @]23 dans laquelle pq,, = ¥ @1?. Apreés une renor-
malisation de (eq, e2), on peut supposer que p(o) = (9}) dans PGL2(Q).

Le choix du groupe de décomposition en chaque place p; de F' au dessus
de p induit une place premiere canonique v; de M parmi les places premieres
de M au dessus de p; et nous permet de voir G M, C G Fp, COMINE un sous-
groupe de décomposition de G en v;. Puisque f est p-réguliére et p d’image
finie, p est ordinaire en chaque premier p; de F' au dessus p dans le sens
ou la restriction de p & G Fp, est I'extension d’un caractere non ramifié ¢/
par un caractére ¢, tel que ¢/ (Froby,) = «a;, ol o; est la valeur propre de
f pour U,,. Maintenant, on choisit une base {e; ;, ¢} 5} de @123 dans laquelle
PlGr, = i @ . Siles deux caracteéres ¢ et ¢! sont non ramifiés, on
privilégiera ¢}, de sorte que la base {e], €]} soit unique a un scalaire
pres. Dans le cas ol p; se décompose dans M, on a (e 1,¢€; ) = (e1,e2) ou
7 (Froby, ) = ay,, sinon ¢(Froby,) = ay, et (€], ¢€;1) = (e1,e2).

Soit € la catégorie dont les objets sont les @p—algébres noethériennes, lo-
cales, completes par rapport a l’idéal maximal, de corps résiduel isomorphe
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a @p et dont les morphismes sont les homomorphismes de @p—algébres lo-
cales. Soient A un anneau dans la catégorie € et py : Gp — GLy(A) une
déformation de p, on dit que p4 est quasi-ordinaire (resp. ordinaire) en p si,

. A .
et seulement si, pour tout p; | p, on a (PA)IGFp ~ ( dA W ), ou Y 4 est
i i, A )

un caractere (resp. un caracteére non ramifié) qui releve 7. On considere le
foncteur de déformation D¢ : € — SETS (resp. D), donné par les classes
d’équivalences strictes des déformations de p qui sont ordinaires en p (resp.
quasi-ordinaire en p). Puisque la représentation p = Ind]\F/[ 1) est absolument
irréductible, p-ordinaire et p-réguliere, les criteres de Schlesinger impliquent
que D (resp. D) est représentable par le 2-uplet (R%¢, prora) (resp.
(R,pr)), ot prora (resp. pr) est la déformation universelle p-ordinaire
ord

(resp. quasi-ordinaire en p) de p. Soit DL , le sous-foncteur de Do qui
consiste en les déformations de déterminant fixé.

3.2. Espaces tangents. On note tpora (resp. tp) espace tangent de D¢
(resp. D) et t%m«d lespace tangent de Dggg o
Il existe une décomposition

(ad p)iG, = VL © UL & Yl

Le choix de la base (€], ¢},) de Q2 identifie Endg (Q2) avec Mz(Qp);
puisque p est p-ordinaire pour tout premier p; de F', on a une application
naturelle G Fpi-équivariante :

ClD.

adp 5l 1l o

(3.1) Y]
a b

(Cl d/> ? (C/,d/)

Par un argument standard de la théorie de la déformation, on a le résultat
suivant (voir [4, lemme 2.3]).

Lemme 3.1.

(32) t'Dord - ker (Hl (F’7 a.d p)
(C*,D?

8 T (B ) © 1 B 0 01) )

pilp
(3.3) t90ra = ker (HI(F, ad’ p)

LR L Byt 00) & 1 G )

pilp
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Ba) o =ter(H(Fadp) 5 [T (vl /)
pilp
3.3. La suite exacte inflation-restriction appliquée a tp.

On rappelle que H C Q est le corps de nombres totalement complexe
fixé par ker(ad p), et que pour tout premier p; de F' au dessus de p, w; la
place canonique de H au dessus de p; induite par ¢,. Le groupe de Galois
G' = Gal(H/F) est naturellement isomorphe & I'image projective de p qui
est un groupe diédral.

Lemme 3.2 ([4, lemme 2.4]). Soient L un corps de nombres et p une re-

présentation d’image finie de G, dans un Qp-espace vectoriel de dimension
finie.

(1) Soit ¥ un ensemble de places de L et supposons que pour tout v € ¥

il existe un quotient p, de piq,, - Soit H un extension galoisienne

finie de L, pour tout v € X, on choisit une place w(v) de H au
dessus de v. Alors

ker (Hl(L,p) - 1] Hl(LU,pU))

VEXD

= ker (HY(H, %D T] B (Hyyop.) ).
VEY

(2) Le morphisme naturel
H'(L, p) = [[H' (L, p)
vlp
est injectif.

En utilisant la base {ej,ea} définie ci-dessus, on peut voir les éléments
de HY(F,ad p) comme des 1-co-cycles

Gr — Ms(Qp)
(3-5) a(g) blg)
W(c(g) d<g>)

Puisque p est irréductible, ©7 # 1 et ker(¢? /1)) définit une extension cy-
clique H de M. Ainsi, on a la décomposition suivante de Qp,[Gr]-modules :

(3.6) adp~1@ad’p~1aad’(Indk,¢) ~ 13 ey @ Indd; (¥o,),
Par inflation-restriction, on a aussi

H'(F,ad p) = HY (M, ad p)S2/M/F).
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D’autre part, on a la décomposition suivante

H'(M,ad p) ~ H'(M,+/¢) & H' (M, ) ® H' (M, ")

(3.7) ®H1(M7 ’l/]o—/wo-)7

a b
(¢ 7))~ @b,

ou l'action du groupe Gal(M/F') échange a et d et aussi b et c.
On note M, la complétion de M par rapport a la place v; et I,, le groupe
d’inértie en v;.
En combinant le lemme 3.1 et le lemme 3.2, on obtient :
Corollaire 3.3. Dans la base (e1,€32), on a :
C*.Dx
(1) tpora ~ ker (HI(M, ad p)Gal(M/F) ( Z—>Z) ) P H' (M,,, 97 [47) x
Hpi\p Hl(Ivi ) w2,/¢;/)) :
(2) Si (2%) € tp € HY(M,adp)SM/E) glors a = d° et b = 7,
o d° et ¢® sont les fonctions définies par d°(z) = d(o~'xo) et

& (z) = c(o™1z0).

L’action naturelle a gauche de Gal(H/F) sur Gy induit une action a
droite donnée par x — ¢~ '(z) pour laquelle le groupe de cohomologie
H'(H,Q,) est un Q,[Gal(H/F)]-module & gauche.

On a H'(H,ad p) = H'(H,Q,) ®g, ad p (puisque ad p(Gp) = 1).

Un élément de H'(H,Q,) ®g, ad p peut étre écrit comme une matrice

(@ Z), ou a,b,c et d sont des éléments de Hom (G, @p) et 'action naturelle
& gauche de Gal(H/F) sur H'(H,Q,) ®g, ad p est donnée par

a b\ g.a g.b 1
g (C d) = r(9) (g_c g_d> pg)~"
Ainsi, linflation restriction appliquée a I’extension galoisienne finie H/F
induit I’isomorphisme suivant :

!

H(F,ad p) ~ (Hom(GH, Q,) ®ad p)

Corollaire 3.4. Dans la base (e1,e2), on a :

tp =~ ker ((Hom(GH,Qp) ® ad p)G/ @ [[H' (Hu,, Qp))>.
pilp

Démonstration. Le résultat découle des lemmes 3.1 et 3.2 O
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4. Application de la théorie des corps de classes

4.1. Rappel sur les unités locales et globales.

Si G est un groupe fini, on notera G Densemble des classes d’isomor-
phismes de représentations irréductibles de G sur Q.

Soient Oy I'anneau des entiers de H, M), la p-extension abélienne maxi-
male non ramifiée en dehors de p de H et Op, 'anneau des entiers de la
complétion H par rapport a w, ou w est une place de H au dessus de p.
Soit H” le p-Hilbert de H, alors la théorie des corps de classes implique
que

Gal(M,/H") ~ la p-partie de (O ® Z,)* O} ~ U, O},
ol U; = ITuwp Ul et Ul est le groupe des unités de Op, qui sont = 1
(mod p). Ainsi, on a la suite exacte suivante :

(4.1) 0 — Hom(Gy,Q,) — Hom((Oy ® Z,)*,Q,) — Hom(0O};,Q,),

telle que la premiére application est le dual de la réciprocité d’Artin et la
seconde est la restriction & O par rapport a l'inclusion diagonale O —
(On ® Zp)x-

Tout morphisme continu pour la topologie p-adique de Hom(Op; . @p)
est donné par ?

(4.2) ur— Y hg,guw(log,(w) = Y hy, log,(guw(u)),
Guw€Jw GuwE€Jw

ol hg, est un élément de @p, Jy est U'ensemble des plongements de Hy,
dans Qp, et log,, est logarithme p-adique définie sur Q;.
On note Jy 'ensemble des plongements de H dans Q. Les deux plon-

gements ¢, : Q — Q, et H C Q définissent une partition Jy = ]_[w|p Jw
provenant du diagramme commutatif suivant
Q—>Q,
(43) j o]
H“—— H,.
Dans I'introduction, on avait fixé des plongements complexes g1, ..., gn

de Q dans Q qui relevent les plongements de F' dans Q et tels que g; est
le plongement qui identifie F' avec un sous-corps de R. Donc on obtient la
partition suivante :

(44)  Ju={giog|l<i<n,gcGal(H/F)}= [] ¢ Gal(H/F)
1<i<n
Ainsi, les éléments définis par (u ® 1 — log, (1, 0 g; © g(u))) pour 1 <
i < netg € Gal(H/F) forment une base du @p—espace vectoriel
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Hom((Ong ® Zp)x,@p).iOn a une action naturelle a gauche de Gal(H/F)
sur Hom((Op ® Z,,)*,Q,) donnée par

g’.logp (Lp 0g;iog® 1) = logp (Lp 0 g; Og’g® 1).

Par conséquent, il existe un isomorphisme canonique de G’ = Gal(H/F)-
modules a gauche :

%) @p[G/] — Hom((Oy ® Zp)xv@p)

1<i<n
(4.5)
Z Wigg — lu®l— Z aiglog, (1p o gio g Hu))
geq’ 1<i<n 195%1
On a les conjugaisons complexes 7y,...,7T, € Gp telles que 7; est la

conjugaison complexe attachée a g; (i.e. 7; est conjuguée a la conjugaison
complexe ¢ de Gg par g; et ¢ = 71). Puisque p est impaire, alors det p(7;) =
—1 pour tout 1 <17 < n.

Soit {J;}lgjgn/’lgign un ensemble de représentants de toutes les classes
d’équivalence du quotient de ’ensemble {g;og|g € Gal(H/F),1 <i < n}
par la relation d’équivalence

coh~h, ouhecgG.

D’apres la preuve de Minkowski du théoreme des unités de Dirichlet, il
existe un plongement O /p < R™ donné par

@~ (log|o’ (@) )1<jem 1 icn:

ol p est le sous-groupe de torsion de Oj;.

D’autre part, on a g;(7;(x)) = (g;(z)) et donc le G’-ensemble {0;'»}13-91/
peut étre vu comme la permutation des classes a droite du groupe Gal(H/F)
suivant le sous-groupe {1, 7;}.

Ainsi, on obtient les décompositions de G’-modules :

Hom(0%, Q) ~ ( @ 77“’“) o1t

w#£l, reQ
HOIH((OH ® Zp)xj@p) ~ @ 71,ndim7r

G

(4.6)

ou 7 parcourt 'ensemble des caracteéres du groupe G' = Gal(H/F), a, =

P dim7TT et les 7T, w77 sont réspectivement les espaces propres
associés & l'action de la conjugaison complexe 7; € G’ pour les valeurs
propres +1 et —1.
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D’autre part, on a la décomposition de G’-modules :
Hom(G H,(@p @ b
reG’

En utilisant la suite exacte (4.1), on obtient une borne de m; :

Lemme 4.1. Onam; > 1 et pour m # 1, on a Y j—y dim7~ " < mg, avec
égalité si la conjecture de Leopoldt est vraie pour H.

. Une minoration de dim t2 L’inflation-restriction induit l'iso-

morphlsme suivant
(4.7) HY (M, y;") ~ HY (H, Q) ")
ou V[ibg est le (0 L_sous-espace propre de la Gal(H /M )-représentation V.

pord*

Proposition 4.2. Supposons que M a 2r plongements complezres et le
caractere ¢§) est non trivial. Alors :

2[F : Q] —r < dimH" (M, ¢ 1).

Démonstration. Puisque ¥2 est non trivial, 7 = Indﬂ(w; 1) est irréduc-
tible, donc :

dim Hl(H7 @p) W;l] = dim HOH]G/ (7‘1’, HI(H, @p)) = My

On note (7, )1<k<r (resp. (7i7)) les conjugaisons complexes de G qui se
prolongent en plongements complexes (resp. réels) de M dans Q. On voit
que det(r)(7;,) = —1, det(m)(7;;) = 1, dim 7~ ™ =1 et dim T =2

D’apres le lemme 4.1, on a 2[F : Q] — r < mg, et on conclut par l'iso-
morphisme (4.7). O

Lemme 4.3. Soit p; un premier de F au dessus de p qui se décompose
dans M en v; et v{, alors dim Hl(Mvi,wgl) =e;.fi.

Démonstration. La p-régularité de p implique que HO(M,,, 1/);1) =0
D’apres la dualité locale de Tate,

H2 (M, 5") o~ HY (Mo, 93 (1)) = 0.
Finalement, la formule de Tate de la caractéristique d’Euler locale im-
plique
dim B (Mo, 95 1) = [Fy, : Q) = e fi O
On note I C Sy, (resp. I’ C Sp,) 'ensemble des plongements qui induisent

des premiers p; | p de F tels que ¢7 (Frob,,) = «; (resp. ¥(Frob,,) = «;) ou
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Remarque 4.4. La base (e, e2) telle que pig,, = ¥ © 97 est définie a
des scalaires prés (ie. (e, e2) ~ (uer, ples) ot (u, ') € (Q%)?). Si (24) €
H' (M, ad p)G2M/F) dans la base (e1,es), alors un changement de la base
(e1,e2) & des scalaires prés ne modifiera pas a et d et modifiera c et b par
multiplication de scalaires.

Si p; est inerte ou ramifié dans M, alors par ordinarité en p, ¥ est non
o ‘ o
ramifié en v; et 1/J|GM% ¢\thvi'

Il en découle que v; se décompose complétement dans H et que 9 /1] est
le caractere quadratique de Gal(M,, /Fy,). Ainsi, si p; € SP, en normalisant
la base (e1,e2) de sorte que p(cg) = (7), ot g est un élément fixé non
trivial du groupe Gal(H,,/F},). On notera que p(op) est diagonal dans la
base (e1+e3, €1 —e2). Donc on peut supposer que (e1+eg, e1—e3) = (62,17 eg,z)
(voir [4, Section 4]). En effet, avec les notations de la section Section 3.1, un
calcul direct montre que le morphisme de la relation (3.1) est donné dans

la base (e1,e2) par

a b\ ;D) fa—c+b—d a—c—b+d
c d] 2 ’ 2

De plus o échange bg,, et ¢g,, et échange aussi q|q,, et d|g,,. Ainsi,

si (¢%) € tpora, alors

(4.8) Col — ag? =y, — Gy, et ag” + ay, — ¢y

0 __ —
V; V; (%3 Cvi - 0

avec ¢,, = i(c) et a,; = j(a), ot i et j sont les restrictions suivantes :

(4.9) ce H'(M,¢3") 5 im(H'(M,,, Q,) — H'(L,,Q,)) & H'(M,Q,) 3 a.

Pour calculer tOD(mi ;

équivalente a d? = —d.

on doit rajouter la condition @ + d = 0 qui est

Proposition 4.5. On suppose que :

(1) Le corps M a 2r plongements complezxes.
(2) Le caractére 1[1?7 est non trivial.

Alors dimt9,,,, > [F : Q] —r — |SP| = 32, cop fi-ei-.

Démonstration. Soit (¢ Z) un 1l-cocycle de topwd dans la base (e, e€2).
D’apres le corollaire 3.3, on a a = d°. De plus, si a = d = 0, alors les
équations (4.8) impliquent que ¢,, = 0 pour tout premier p; de F inerte ou
ramifié dans M.
Puisque S, = I|]I’, le corollaire 3.4 et les équations (4.8) impliquent
que ¢ (resp. b) est non ramifié en p; € I (resp. p; € I') et puisque o échange
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b et ¢, on obtient l'inclusion suivante

(4.10)  ker (HI(M, ¢;1) (O—:Q 11 Hl(Mviﬂﬁ;l)
piel

X H HI(M’U?7 '(7[);1) H HI(M’U.” @p)) C tO’Dord
piel’ p; €SP

D’apres les lemmes 4.2, 4.3 et le fait que dim@p Hom(GMvi , Qp) =2¢;.fi+1

si p; est inerte ou ramifié dans M, on a la minoration suivante

dimt,0 > [F: Q] =7 —|SP| = Y fie O
p; €SP

5. Calcul de la dimension des espaces tangents de D, D¢ et

ord
Ddet p

Dans cette section, on calcule les dimensions des espaces tangents des
foncteurs D, D% et Dggtd , dans le cas ou M est totalement réel ou totale-
ment complexe sous certaines conditions sur p pour ce dernier cas.

5.1. Le cas ou M est totalement réel. On suppose dans cette sous-

section que M est totalement réel et on considere la condition suivante
sur M :

(Lps) la conjecture de Leopoldt est vraie pour M.

Puisque det p(7;) = —1 pour tout 1 < i < n (i.e. p est totalement
impaire), alors 17 L(7;) = —1 pour les conjugaisons complexes (i) {1<i<n)
de GF.

En conséquence, les conjugaisons complexes (7;){1<ij<n) définissent le
méme élément ¢ du groupe Gal(H/M) et c est dans le centre de Gal(H/F).
Ainsi, le sous-corps Hy de H fixé par ¢ est totalement réel et H est un
corps CM.

En généralisant les techniques de [10, théoréme 3.1], on obtient la pro-
position suivante.

Proposition 5.1.

(1) Il existe un isomorphisme

Hom (H UL /OF, @,,) [, '] = HY (M, 9 1.

wlp
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(2) La projection canonique [, Ul — [Lop UL /O% induit un isomor-
: -1
phisme entre les ¢_ " -espaces propres

tom ( T[04.2, ) v5") = tom ( TT04/05.@, ) 02"}
wlp

wlp

Démonstration.
(1). D’apres la suite exacte (4.1) et I'isomorphisme (4.7), on a

H' (M, ;") ~ Hom (H Uy /OF, @p> [v51].

wlp

(2). Soit o un élément de Hom([],,, Uy, Qp)[1b;1]. Pour tout g dans

[Ty Ul ona:
(5.1) o(g) = v5" (c)elc(g)) = —e(c(9))

De plus, H est un corps CM et donc le groupe quotient O/ th est
d’ordre fini (H; = H® C R). Maintenant, on peut voir que la relation (5.1)
implique que V = € (’)fbr, ona go(z) = —o(c(x)) = —p(x), donc p se factorise
sur th et puisque le groupe Oj;/ (’)f]+ est d’ordre fini, p se factorise sur
O};. De 14, on obtient Iisomorphisme voulu. O

Proposition 5.2. Avec les notations de (4.8), on a :

(1) Si(2h) etp c HY(M,ad p)SlM/F) glors a = a”.

(2) Soit p; un premier de F qui est inerte ou ramifié dans M, alors
Cy, = 0.

(3) Soient (2%) €td,., C HY (M, ad® p)S2IM/F) ot p; un premier de F
qui est inerte ou ramifié dans M, alors c,, et a,, sont non ramifiés.

Démonstration.

(1). L’hypothese (Ljs) implique que M.Q est 'unique Z,-extension de
M et donc a = a’.

(2). Il découle de la proposition 3.4, de (1) et de (4.8) que ¢y, = 0.

(3).Onaa+d=0etd=a’ donc I’énoncé (1) implique que a =d = 0;
par conséquent, (2) et (4.8) impliquent que c¢,, est trivial. O

Théoréme 5.3. On suppose que M est totalement réel, alors :

(1) dimtp = [F: Q] + 1 et dimtpora = max{1, 3", cg, fi-€i}-
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(2) On a l'isomorphisme suivant

(5.2) t%ord :Hom( H U&} H U&,,@;;) W;l]
wlv? pi €l wlvg,piel’

et dimt%ord = Z fzez
pi€ESp

Démonstration.

(1). Soit (%) un élément de tp C H'(M,ad p)*M/F) Dapres la dé-
composition (3.7) et le corollaire 3.3, il suffit de déterminer la dimension
des espaces vectoriels ou vivent d et c.

La décomposition (3.7) implique que d € Hom(G M,@p) et puisque la
condition (L) est vérifiée, alors dim Hom(Gps, Q,) = 1.

D’autre part, o échange b et c et échange aussi v et v; quand p; € S), =
I'|]I. D’apres lisomorphisme (4.5), les propositions 3.4, 5.1, 5.2 et le fait
que Gal(H/M) permute les places de H au dessus de v;, on a :

(5.3) cEHom( H U, H U&n@p)[ﬂbl]
wlv? pi €l wlvg,pi€l’
Gal(M,, /Fy,)
@(Hom( I1 U}U,@p)[w;lo

w|v;,p; ESP

dim Hom ( H Ul H U&,,@p> [wgl]
wlv? piel wlvg,p; €L
Gal(Mv, /Fy;)
wlvi,p; €SP

— [F: Q.

Donc, dimtp = [F': Q] + 1.

Si on suppose de plus que (¢ 2) € tpord, on doit ajouter la condition
supplémentaire (4.8) quand p; € SP et d,, est non ramifié quand p; € S,,.
On procede cas par cas :

Si S, # 9, alors d est non ramifié en une place de M au dessus de p et
il en découle que d est trivial (puisque on a supposé la condition (Lpy)).
Ainsi, la proposition 5.2 et la relation (4.8) impliquent que ¢, est trivial
quand p; € SP. Donc, (5.3) implique que dim tpora = |[Ip| =32, ¢, fi-€i-

Si S, est vide, les relations (4.8) et d € Hom(G 1, Q) impliquent que
dim tpora = 1.
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2). Finalement, si on suppose que (%) e t% .. alors les relations (5.3
( ppose que (¢ ;) € tpora,

t (4. 8) et la proposition 5.2 impliquent l'isomorphisme désiré et donc
dlmtDO,d = |Ip| = Ypes, fi-ei O

5.2. Le cas ou H est Galois et diédral sur Q. On a sous les hypothéses
du théoreme 1.3 le diagramme suivant

H

FK=M

Le groupe de Galois Gal(H/Q) est diédral et les extensions M/F, M /K

et K/Q sont quadratiques (K est imaginaire).
La restriction Gal(M/Q) — Gal(K/Q) induit un isomorphisme

Gal(M/F) ~ Gal(K/Q),

et donc I’ensemble SP est vide (puisque p se décompose dans K).
On note G' le groupe de Galois Gal(H/Q). Avec les notations utilisées
dans la relation (4.5), tout élément de Hom((Og ®Zy)*, Q,) est de la forme

u®1— Z hg logp(g_l(u ® 1))
geG

(5.4)

pour hy € Qp. B _
De plus, la G-représentation réguliere Q,[G] = Hom((Z, ® Op)*,Qp)

est isomorphe a @ dlm”, ou 7w parcourt ’ensemble des caracteres du
groupe G.

D’autre part, on a la décomposition de G-modules :
(5.5) H'(H,Q,) ~ @wmﬂ

ou 7 parcourt ’ensemble des caracteres de G. D’apres la preuve de Min-
kowski du théoreme des unités de Dirichlet, il existe un isomorphisme de
G-modules

HOI’I] x, Qp @ dim 7+
7T€G

ol 71 et m~ sont les sous-espaces propres pour ’action de la conjugaison
complexe ¢ € G.
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Lemme 5.4. Avec les notations ci-dessus, on a :
(1) mp =dim7~ pour m # 1 et m; = 1.
(2) dim 7 < 2 pour tout caractére m de G. De plus, si dimm = 2, alors
= Ind% Y, ou Y : Gg — @; est un caractere.
Démonstration.

(1). Puisque K est un corps quadratique imaginaire et H est une exten-
sion abélienne de K, la conjecture de Leopoldt est vraie pour H d’apres
Ax-Baker-Brumer [6]. Par conséquent, le dernier morphisme de la suite
exacte (4.1) est surjectif et donc m, = dim7~.

(2). L’assertion découle immédiatement du fait que G est un groupe
diédral. 0

Théoréeme 5.5. On a :

(1) dimH'(M, ¢ ') = [F: Q.

(2) ker(H' (M, ¢3") = @y, H (Mo, 9031))) est trivial.
Démonstration.

(1). Nos hypotheses impliquent que Gal(H/K) est cyclique et que le
sous-groupe Gal(H/M) de Gal(H/K) est d’indice égal a [F : Q] (ou [F :
Q] = 2), donc il existe 2 caracteres (¢;)1<i<2 : Gx — @p qui prolongent
¢! a Gal(H/K). De plus, le lemme 5.4 implique que (Ind% Yi){1<i<2) sont
les représentations de Gal(H/Q) qui prolonge la Gal(H/F)-représentation
Indj; ;! & Gal(H/Q).

Puisque det Ind% Y;(c) = —1, le lemme 5.4 implique que la représentation
absolument irréductible Indg 1; apparait avec une multiplicité égale a 1

dans la somme directe de G-modules (5.5). Par conséquent, la multiplicité
de Indf, ¢! dans la Gal(H/F)-représentation H'(Gy,Qp) est égale a 2,

et puisque 7/ = Indﬂ(w; 1) est irréductible, alors
dim H' (H, Qp)[wgl] = dim Homg,y g7/ py (7', H' (H, Qp)) = 2

Ainsi, le résultat désiré découle de l'isomorphisme (4.7).
(2). D’apres le lemme 5.4, on a pour 1 <¢<2:

dim Homg (Ind% 4, H (G, Qp)) = dim HY (G, Q)] = 1.
Maintenant, pour tout 1 < i < 2, choisissons un générateur f; du groupe
de cohomologie H' (G, Q,)[¢i]. On peut voir que les 1-cocycles (fi)1<i<2
sont des éléments du groupe de cohomologie H'(H, @p)[w; 1 (puisque 1;
prolonge ¢! & Gal(H/K)).
D’autre part, puisque f; € Hom((Oy ®7Z,)*,Q,), alors f; est de la forme
suivante :

u®1l— Z aﬁ] logp(g_l(u)).
9€Gal(H/Q)
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Or f; est un élément du ;-espace propre Hom((Oy ® Z,)*,Q,), alors :

a; = w;l(g)ai et a;c = @Dfl(g)ai pour tout g € Gal(H/K)

Soit wy (resp. v) la place premiére de H (resp. K) au dessus de p induite
par i,. Si l'image de f; dans Hom(@ﬁwo,@p) est triviale, par la preuve de
Minkowski du théoréme des unités de Dirichlet, on sait que tout élément
de Hom ([T, e OIX{,w» Qp) qui est trivial sur les unités globales doit se facto-
riser a travers la norme, donc f; n’appartient pas au ;-espace propre. Par
conséquent 1’espace vectoriel

ker(H (G, @p) [Vi] — Hl(GHwO ) @p))

est trivial et de 14 en déduit que a} et a’. sont non nuls, puisque o échange
les groupes de décomposition Gg,, et Ga,,, , (0 =c).

Si tp est un générateur du groupe cyclique Gal(H/K) et n’ le cardinal
de Gal(H/K), alors pour tout 1 <i <2 on a

fi=al Y M) log,(tg? (1) +al Dy H(H)log,(cty? ()
0<j<n’'—1 0<j<n’'—1
Par conséquent, en écrivant les 1-cocycles {f;}1<i<2 dans la base ca-
nonique {log,(g7'(+))gec}, on peut extraire une sous-matrice de Vander-

monde A = (wfl(t%_l)){1§i7j§2}. Puisque 1; # 1; pour i # j, alors det A #
0. Dong, les 1-cocycles { f;}{1<i<2} forment une base de H(H, Qp)[¢;1] (a}
et a’ sont non nuls).

Soient pq la place de F' au dessus de p induite par le plongement ¢, : Q—
Qp, et pa =ty L(p;) lautre place de F' au dessus de p (ty agit de maniére
non triviale sur F'). Donc, S, = {p1,p2}.

D’apres la discussion précédente, on ne peut pas trouver une combinaison
linéaire g = A1 f1 + Aafa, avec (A1, A2) # (0,0), telle que les coefficients de
log,(-) et log,(ty 1(.)) de cette combinaison g sont nuls en méme temps
ainsi, il n’y a pas de combinaison linéaire g de fi, fo triviale en méme
temps sur tout les groupes de décomposition de Gy aux places {w;}p,es,
(ie. w1 et wa). De plus, {fi}1<i<o) est une base du Q,-espace vectoriel

Hom (G, Qp)[w;l]’ donc le @p—espace vectoriel

pilp

ker (Hom(GH,Qp)[wgl] ) Hom(Gle_,@p)>

est trivial. Finalement, on peut conclure griace au lemme 3.2. O

Corollaire 5.6. Sous les hypothéses du théoréme 1.3, on a :

(1) L’espace vectoriel t9.,., est trivial.
(2) La dimension de l'espace tangent tp est [F : Q] + 1.
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Démonstration.

(1). Puisque S? est vide, alors l'inclusion (4.10) devient un isomorphisme
car a = d° = —d € Hom(G s, Q,) et donc c’est un morphisme non rami-
fié en les premiers au dessus de p, ainsi a = 0. Donc 'assertion découle
immédiatement de la relation (4.10) et du théoreme 5.5.

(2). Soit (%) un élément de tp C H' (M, ad p)GAM/E) Dyapres le théo-
reme 5.5, on a ¢ = 0. Grace a la relation (3.7) et au corollaire 3.3, il
existe un isomorphisme tp ~ Hom(G M,@p), donné par (2%) — a (car
d = a° et b = ¢ = 0). D’autre part, puisque M est une extension to-
talement complexe de Q de degré 2[F : Q] et que la conjecture de Leo-
poldt est vraie pour H, M possede trois Z,-extensions indépendantes et
dim Hom(Gs, Q) = [F : Q] + 1. O

6. Preuves des isomorphismes R ~ T

On va démontrer dans cette section les théoremes 1.1, 1.3 et 1.4.

La variété rigide de Hecke—Hilbert £ est réduite et équidimensionelle de
dimension [F' : Q] + 1, donc & est lisse en x si, et seulement si, ’espace
tangent de 7 est de dimension [F' : Q] + 1. De plus, le morphisme k est
étale en x si, et seulement si, 'anneau local 7’ de la fibre de x(x) en x est
isomorphe a @p.

6.1. Le lieu quasi-ordinaire de la variété de Hecke—Hilbert £.
Dans la proposition suivante, on montre qu’on a une déformation quasi-
ordinaire de p en p a valeurs dans 7.

Proposition 6.1.
(1) Il existe une représentation continue

p1 : Gpap — GL2(T),

telle que Tr py(Froby) = T, pout tout premier £ t np de F. La
réduction de pr modulo my est isomorphe a p.
(2) La déformation py est quasi-ordinaire en p.

Démonstration.

(1). Méme preuve que la proposition [4, 6.1].

(2). D’apres [9, 6.3.6], il existe un ouvert affinoide de €2 de £ contenant
x tel que l'application z — |Up(z)|, est constante et égale a 1 sur Q(C,),
o w(f2) est un ouvert affinoide de Wp, k : 2 — w(f2) est fini et de
restriction surjective sur chaque composante irréductible de €2. Puisque le
lieu quasi-ordinaire £"°"® de & est isomorphe au spectre maximal de la
fibre générique de ’algebre de Hecke quasi-ordinaire en p induite par les
opérateurs de Hecke Ty et Uy,, ou p; | p et £ { pn parcourt les premiers de
F, et que 'anneau T est équidimensionnel, alors les idéaux minimaux de
T correspondent aux familles de Hida quasi-ordinaires en p.
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Soient V7 le T-module de rang 2 sur lequel G agit par pr et (K;)i<i<r
la famille des corps obtenus par la localisation de 7 en ses idéaux minimaux
et posons V; =V @1 K; (1 <i <r). V; est un K;[Gpyupl-module et est la
représentation galoisienne d’une famille de Hida quasi-ordinaire en p qui se
spécialise en f. D’apres un résultat de [22], pour tout py | p il existe une
suite exacte courte de K;[Gp,, J-modules :

0>V =V, -V~ —0,
ou V,” est une droite sur laquelle G Fp, agit par le caractere dy, qui envoie

[y, Fy,| sur Popérateur de Hecke T'(y), ot [ -, Fy, | : Fyy — G‘}};k est le symbol
local d’Artin. Puisque p est p-réguliere et d,, releve le caractere vy, on peut
conclure par le méme argument que celui utilisé dans la proposition [4, 6.1]
que p7 est quasi-ordinaire en p. O

6.2. Surjection de R sur T.
D’apres la proposition 6.1, la représentation p7 induit un morphisme
local continu de Qp-algebres

(6.1) R—T.

On supposera jusqu’a la fin de cette sous-section que la conjecture de
Leopoldt est vraie pour F'. Soit A un anneau local artinien d’idéal maximal
my et de corps résiduel A/my = Q,. Toute déformation de det(p) (resp.
(det p, (¥7)p,|p)) & valeurs dans A est équivalente a un morphisme continu
de Gy (resp. Grnp X (0 ® Zp)*) vers 1 +my.

D’autre part, la restriction de la déformation universelle pg a G, pour
tout p; | p est une extension d'un caractere ¢z qui releve ¢’ par un ca-
ractere ¢} » qui releve ¢;. D’apres la théorie du corps de classes et puisque
1+my ne contient pas d’élément d’ordre fini, I’anneau universel qui repré-
sente les déformations de det p (vesp. det px (¢7) fp,(p}) est donné par QX1
(resp. @p[[Tl,Tg, ooy Thi1]). De plus, R (resp. R) a une structure de

@p [X]-algebre (resp. Qu[T1,T5, ..., Tht1]-algebre) donnée par la déforma-
tion det pgora (resp. (det pr, (V)'z)ip:py)) de det p (vesp. (det p, (), p))-

L’action de A sur Panneau 7 donnée par le morphisme poids s est com-
patible avec I’action induite par les caractéres det pr et ceux donnés par
I'image de ¢} via le morphisme (6.1) (voir [22]). Ainsi, le morphisme (6.1)
est A-linéaire et le diagramme suivant est commutatif :

@p[[Tl,TQ, . ,Tn+1]] O R

i

A T.
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Lemme 6.2. Le morphisme naturel @p[[Tl,Tg, cos Tog1] — A est un iso-
morphisme.

Démonstration. Puisque 'anneau A est équidimensionnel de dimension
n + 1, la surjection

@p[[Tl,TQ, ey Tn+1]] — A

est un isomorphisme d’anneaux réguliers. O
Proposition 6.3. Le morphisme (6.1) est surjectif.

Démonstration. Puisque T est topologiquement engendré sur A par U, pour
tout p | p et Ty pour les premiers £ { np de F, il suffit de montrer que ces
éléments sont dans l'image de R via le morphisme (6.1).

Pour tout premier £ 1 np de F, Ty = Tr py(Froby) est I'image de la trace
de pr(Froby).

D’autre part, la restriction de pg a Gr,. pour tout p; | p est une extension
du 9/’ par le caractere ¢ z, ot image du caractere ¢z dans T est le
caractere dp, qui envoie [y, Fy,,] sur 'opérateur de Hecke T'(y) ou |-, Fy,] :
Fyf — G“in est le symbol d’Artin. Ainsi, Uy, = [my,, Fp,] est dans I'image
du morphisme (6.1) pour une certaine uniformisante m,, du corps complet
F,,. O

Soit x“"" : G — (Qu[X])* la déformation universelle de det p.

D’apres le lemme 6.2, ’'anneau A représente le probleme de déformation
de (det p, (¥}),,|p) aux éléments inversibles d’une Q,-algebre artinienne A.
Donc, la déformation (x"“™, (¢} )p,|p) de (det p, (1] )y,|) induit la surjection
suivante :

A —» @p[[X]].

Le noyau Z%" de la surjection ci-dessus est appelé I'idéal d’augmentation.
On rappelle que

Tord — T/IaugT
En utilisant le méme argument, on obtient ’isomorphisme suivant :

(6.2) R/IMIR ~ RO

On note R’ le quotient de R par I'idéal engendré par I'image de 1'idéal
maximal de A.

Il est facile de voir que R’ est le plus grand quotient p-ordinaire de R dans
lequel p peut étre déformée avec un déterminant constant. Ainsi, 'anneau

/ 4 ord
local R’ représente D3 o
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6.3. Démonstration du théoréme 1.1 et du théoréme 1.3.

Théoréme 6.4. Sous les hypothéses du théoréme 1.1 ou du théoréme 1.3,
le morphisme (6.1) est un isomorphisme d’anneaux réguliers.

Démonstration. Le corollaire 5.6 et le théoreme 5.3 impliquent que dim tp =
[F: Q] + 1, donc la dimension de l'espace tangent de R est [F' : Q] + 1.
D’autre part, l'anneau local T est equidimensionnel de dimension [F :
Q] + 1 (puisque & est equidimensionnelle de dimension [F' : Q] 4+ 1) et
par consequent, la proposition 6.3 implique que (6.1) est un isomorphisme
d’anneaux locaux réguliers de dimension [F: Q] + 1. O

L’isomorphisme d’anneaux locaux R ~ T et (6.2) impliquent qu’il existe
des isomorphismes R ~ Tord ot R’ ~ T”. Ainsi, on peut conclure grace
au théoreme 5.3 dans le cas ou M est totalement réel. Dans le cas ou M
est totalement complexe, le corollaire 5.6 implique que 7' ~ @p et donc K
est étale en x, ce qui achéve notre démonstration.

6.4. Rumin = T dans la cas ou l’extension M/F n’est pas tota-
lement réelle. Soient h™°¢(n, ©) l'algébre de Hecke quasi-ordinaire en p
construite par Hida dans [23] et b’ la sous-algébre de Hecke de h™°"(n, O)
engendrée sur l'algébre d’Iwasawa par les opérateurs de Hecke U, pour
1 < i < s et Ty pour tous les premiers £ { np de F' (on a omis les opérateurs
U, pour q | n). Il est bien connu que le lieu quasi-ordinaire gnord de £ est
isomorphe au spectre maximal de la fibre générique de I'algebre de Hecke
h'. Puisque f est ordinaire en p et 6(¢)) est nouvelle en N (de niveau mo-
déré n), il existe un unique morphisme ¢ : A4 (n, O) — O qui envoie Ty
sur Tr p(Froby) pour tout premier £ {np de F', et qui envoie U, sur Uy, (f)
I\)O};r tout p; | p. On note gog’ord : i — O la restriction du morphisme ¢y
ah'.

On note Py °rd 1idéal premier ker 0"

et H le complété de 'anneau
local de Spech’ en Py ord - Apres une extension par des scalaires, on peut
supposer que H contient @p.

Soit €p la catégorie des O-algebres locales complétes noethériennes de
corps résiduel F et dont les morphismes sont les homomorphismes locaux
d’anneaux locaux qui induisent I’identité sur les corps résiduels.

On a les conditions suivantes :

(Alp) La restriction p a G, W) est absolument irréductible.
(LD,) F est linéairement disjoint de Q((p) sur Q et pu,(F,) = {1} pour tout

p | p, ot (; est une racine p-ieme de I'unité et p,(F}) est I'ensemble
des racines p-ieme de I'unité de Fj.

La condition (LD)) est plus faible que la condition : p est non ramifié
dans F'.
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On suppose dans cette sous-section que la représentation résiduelle p ®
F=p= IndJ\F/ﬂ/; est absolument irréductible, minimale au sens de Fuji-
wara [19, Définition 6.11] (ou [24, Section 4.1]), p-distinguée et l'ordre de
Y est premier avec p. D’apres les critéres de Schlesinger, le foncteur Dj
des déformations de p qui sont minimales et non ramifiées en dehors de
np et quasi-ordinaires en p a valeurs dans les objets de la catégorie €p est
représentable par le couple (R3™, p%’ord).

D’autre part, on note h™¢ la composante locale de h”"”"d(n, O) corres-
pondant & p (R 4(n, O) est semi-local) et ppnora : Grg — GLa(h™"9)
la déformation quasi-ordinaire en p de p construite par Hida dans [23] qui
envoie Froby vers Ty pour tout premier ¢ f np de F. Sous les hypotheses
du théoreme 1.4, la représentation p est minimale (voir par exemple [24,
Section 4.1 et Section 4.4]), et donc le théoreme de Fujiwara [19] appliqué
a la représentation résiduelle p nous donne que R%“in ~ prord,

Pour tout premier q de F' divisant n, on note a4 la valeur propre de f
pour 'opérateur de Hecke Uj.

Soit Din le sous-foncteur de D qui consiste en les déformations pa qui
sont minimales, dans le sens ott pour tout q | n tel que aq # 0, I'espace
des Ij-invariants dans p4 est un A-module libre de rang 1. Le foncteur
Diin est représentable par (Rumin, PR, ). Puisque la représentation p est
une déformation de p, il existe un isomorphisme (aprés une extension par
des scalaires) entre Ry, et la complétion de la localisation de Rrﬁnin par
I’idéal premier de hauteur 1 donné par le noyau du morphisme

RE™ — O
qui induit la déformation p de p (voir [27, 2.3.5]). De plus, la déformation

PR €st le tiré-en-avant de pi°™ par le morphisme de localisation RO —

Rmin-

Lemme 6.5. Avec les notations ci-dessus, on a :

(1) II existe un isomorphisme (H, py) =~ (Rmins PR ) -

(2) Il existe un isomorphisme H ~ T .

(3) L’application canonique Spec h™°"(n, ©) — Spech’ induit un iso-
morphisme sur les complétés des anneaux locaur aux points associés
af.

Démonstration.
(1). Soit ps I'idéal premier de hauteur 1 de h™o"4 correspondant & f.
Puisque le foncteur Dy, est la fibre générique du foncteur D, alors 1'iso-
morphisme Rgﬁn ~ Ao et le lemme [27, 2.3.5] impliquent 1'isomorphisme
suivant (apres localisation)

o —

n,ord S ~
Rumin = hpf ®Qp,
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ou hg}ord est la complétion de Panneau local de Spec h™°™® en p 7. D’apres
Nyssen [29] et Rouquier [33], Rumin est engendré sur A par la trace de pgr_,. .

Donc le morphisme Ry, — hgj;ord@@p se factorise & travers H. Ainsi, on
obtient I'isomorphisme voulu (H, px) =~ (Rmin, PR )-

(2). D’apres la construction de la variété p-adique rigide &, il existe un
isomorphisme de variétés analytiques rigides £ ~ (Spec h'[1/p])" in-
duisant un isomorphisme naturel sur les complétés des anneaux locaux en
tout point.

—

(3). D’apres la preuve de I'assertion (1), on a H >~ Rpin =~ hg}ord@)@p. O

6.5. Preuve du Théorémes 1.4. Soit Dg{“ffl le sous-foncteur de Dyyin qui

consiste en les déformations p4 qui sont ordinaires en p. Le foncteur D7
g 4 d

est représentable par R .

On a l'isomorphisme suivant :

(6.3) Ranin/ I Rmin ~ R

min

On note R/ ;, pour le quotient de Ry, par I'idéal engendré par I'image
de l’idéal maximal de A.

On remarque que R, ;. est le plus grand quotient p-ordinaire de Rpin
dans lequel p peut étre déformée avec un déterminant constant. Ainsi, 'an-
neau local R/, représente le sous-foncteur D e , qui consiste en les défor-
mations qui sont minimales.

D’apres le lemme 6.5, on a un isomorphisme entre Ry, >~ 7.

De plus, (6.3) implique qu’il existe des isomorphismes entre

Ror.d ~ Tord et R/ ~ T

min — min —
Dans nos calculs de I’espace tangent du foncteur D, la condition minimale en
q | n est toujours vraie pour les 1-cocycles, puisque n’importe quel élément
de Hom(GH,@p) est non ramifié en dehors de p et p est d’image finie.
Ainsi, les espaces tangents de R’ et de R/, sont égaux et donc l’espace
tangent de R, est non trivial d’aprés la proposition 4.5, ce qui achéve
notre démonstration.

6.6. La courbe de Hecke—Hilbert paralléle Cr au point . La courbe
de Hecke—Hilbert parallele Cr est équidimensionelle de dimension 1.

Corollaire 6.6. On a :

(1) Sous les hypothéses du théoréme 1.4 et si M a au plus 2([F : Q] —2)
plongements complexes et SP est vide, alors [ est un point singulier
de la courbe de Hecke—Hilbert Cr .

(2) Supposons que M est totalement réel, la conjecture de Leopoldt est
vrate pour M et 3o cq €;.fi = 2, alors [ est un point singulier de
la courbe de Hecke—Hilbert Cp.
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Démonstration.

(1). Puisque R2E ~ 7o la proposition 4.5 implique que la dimension
de I'espace tangent de 70" est au moins 2, or la dimension de Krull de 774
est 1 (puisque Cr est equidimensionnelle de dimension 1), d’ou le résultat.

(2). Méme argument que dans (1) combiné avec le théoreme 5.3. O

Remarque 6.7. La variété de Hecke existe si N(g (n) > 4, car sa construc-
tion dépend de l'existence d’un schéma qui représente ’espace de modules
de Hilbert—Blumenthal, et pour N(g (n) < 4, cet espace de modules n’est
pas représentable par un schéma.

Puisque algebre de Hecke b’ est finie et sans torsion sur I'algébre d’Iwa-
sawa, alors les théoremes [21, 2.4] et [35, 3] impliquent que l’anneau local
H est equidimensionnel de dimension [F' : Q] + 1, et ainsi si N(g (n) < 4,
nos théorémes restent vraie apres avoir remplacer T par H.

6.7. La variété de Hecke—Hilbert pleine U, Soit &M 1a variété
analytique rigide de Hecke—Hilbert de niveau modéré n induite par les opé-
rateurs de Hecke Ty pour £ 1 np et Uy pour ¢ | np. Elle est munie d’un mor-
phisme localement fini surjectif £ — € compatible avec & et qui n’est pas
injectif (car Ng/g(n) > 4). Apres avoir composé le pseudo caractere (2.1)
avec le morphisme Og(€) — Ogrn(EM), on obtient un pseudo-caractére

de dimension 2
Ps" s Gppp — O(EM).

D’aprés la construction de M il existe une bijection entre EM(Q,) et
les systemes de valeurs propres Ty(z) (¢ 1 np) et Uy(z) (¢ | np) apparaissant
dans ’espace des formes modulaires surconvergentes cuspidales de pente
fini et de poids donné par k.

Soient 7! le complété de I'anneau local de M au point x associé & f,
mit!l I'idéal maximal de 7T et 77l .= 7ull /py 7Tl Panneau local de la
fibre de k(z) en . Le morphisme M — £ induit un morphisme 7~ — 711!l
et donc il existe une représentation continue

P2 Gy — GLy(T™),
full

telle que Tr prUH(Frobg) = T, pour tout £ { np. La représentation p7" est
quasi-ordinaire en p et sa réduction modulo mf*! est isomorphe & p.

Il est connu que l'ouvert fermé M0 de £ défini par |Uy| = 1 est
le spectre maximal de la fibre générique de h™"4(n, O) (i.e. EMO(C,) =
Spm b7 (n, O)[1/p)(C,)).

On note V le TMl_module libre de rang 2 sur lequel G agit par pru“.

On utilise un argument similaire & celui utilisé dans l'article [4, 7.1] pour
démontrer la proposition suivante.

Proposition 6.8. Soit ¢ un premier de F qui divise n. Alors :
(1) ptH(I,) est d’image finie.
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(2) Siag(f) # 0, alors VIt est libre de rang 1 sur T, et est une somme
directe dans 'V et p%l—lu(FI‘Ob[) agit sur V¢ par multiplication par Uy.
(3) Siay(f) =0, alors Ve =0 et Uy =0 dans T,

Démonstration.

(1). La preuve est la méme que celle de [4, 7.1] en remarquant que le
théoreme de monodromie en famille de Grothendieck est valable dans notre
cas (voir [3, Lemma 7.8.14]).

(2). Soient G, un groupe de décomposition de G en le premier ¢ de
F et I; C GF, le groupe d’inertie en ¢. Puisque f est de poids parallele
1, alors pig 5, 1€ peut pas étre du type Steinberg, et donc la compatibilité
local-global des correspondances de Langlands est connue pour f (voir [25],
[30] et [32]). Puisque ay(f) # 0 et p est d’image finie, alors grace a la
compatibilité local-global des correspondances de Langlands, P\Gr, €St la
somme de deux caracteéres ¢’ @ ¢”, tels que ¢’ est non ramifié et ¢/(Froby) =
ag, et ¢ est ramifié car f est nouvelle en N (voir [25, théoréme 6.1]). Ainsi,
grace aux résultats [34, théoreme 2], [8, théoreme A}, [32, théoréme 3.1]
et [30], les méme arguments que ceux utilisés dans la preuve de [4, 7.1] se
généralisent directement a notre cas.

(3). Si ae(f) = 0, alors [25, théoréme 6.1] implique que dimg plt =
(compatibilité local-global des correspondances de Langlands). Grace aux
résultats [34, théoreme 2|, [8, théoreme A], [32, théoréme 3.1] et [30], les
méme arguments que ceux utilisés dans la preuve de [4, 7.1] se généralisent
directement a notre cas. |

D’apres la proposition 6.8, la déformation p}‘rm définit un point du fonc-
teur Dpin et donc il existe un morphisme de Q,-algebres

7 Ronin — 7—full

Proposition 6.9. Le morphisme Rumin — T est surjectif et le plonge-
ment naturel T — T est un isomorphisme.

Démonstration. Méme argument que celui utilisé dans la proposition [4,
7.2]. O

7. Preuve du Théoréme 0.5

On démontre le théoreme 1.2 dans cette section en utilisant les techniques
de [12].

L’existence du sous-groupe canonique sur un voisinage strict du lieu or-
dinaire de la variété de Hilbert implique que f € Sir (n, X)[f], onr Sir(n, X)f]
est ’espace propre généralisé associé a f dans ’espace des formes surconver-
gentes de poids 1. En utilisant le méme argument que celui déja utilisé dans
la. démonstration de la proposition [13, 1.1], on a dimg_ Sif(n, X)[f] =1 si,
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et seulement si, £ est étale sur Wr en x (car 6(¢)) est nouvelle en N et
T ~ 7).

Sous les hypotheses du théoreme 1.1 et si de plus S, est non vide, alors
il existe un morphisme surjectif 7 : 7" — Qp[e] de noyau I. I annule un
sous-espace SI(n, X)[Iz] de dimension 2 de Si(n, If] = Homg_ (T7,Q,) et
ce sous-espace contient une forme propre généralisée normalisée f; (on a
7‘fu11 ~ T)

Pour tout idéal premier q de F', on note respectivement a,( et aq(f)
les coefficients de Fourier de fI et f. D’autre part, avec le méme argument
utilisé dans [12], 'opérateur de Hecke Ty, ott g { np, agit sur fI de la maniere
suivante

(7.1) Toft = aq(f) i+ aq(f1)f

On rappelle que H est le corps fixé par keri, et que G” = Gal(H/M).
Soit ¢ 1 np un premier de F' qui est inerte dans M, alors le premier de
M au dessus de ¢ se décompose completement dans H (puisque p est non
ramifié en ¢). On note ¥, 'ensemble des premiers de H au dessus de /.
Puisque lextension H/M est galoisienne, G” agit sur . Soient A € ¥y et
uy € O[1/A]* ®Q une M-unité de H de A-valuation égale & 1. uy est défini
a une unité pres et I’élément

(7.2) u(@g, X gi) = D> 5 (A)@gioh(uy) € Qwgi(On)[1/£)* on g; € I
heG"
est indépendant du choix de uy, puisque H est CM (car M est totalement
réel) et donc on n’a pas d’'unité de Q ® O}; dans le 1, -sous-espace propre.
Soit eo un vecteur propre de @120 pour ¥? et e; = p(o)ez. Dans la base
(e1,€2), on a

(7.3) PiGa = (}ﬂ’ 1/?0) PIGR\Gy = (2 73,)

oit 1 et 7' sont des fonctions de Gr \ Gy & valeurs dans Q définies par
n(h) = (oh) et 1 (h) := p(ha ).

Soient o) € Gal(H)/Fy) C Gal(H/F) le Frobenius en ¢ attaché a la
place premiere A et Hy, le corps de nombres fixé par ¢ (H C Hy). D’apres
la relation [12, (13)], n(oy) ne dépend pas du choix du premier de Hy au
dessus de A.

On a les relations suivantes (voir [12, (13)])

V g € Gal(H/M), n(oy) = ¥(ooy) = Y(ogorg™)
(7.4) =, (9) W(o0r) =¥, (9) 'n(on)
Vg€ Gal(H/M), u(thy, g(N), gi) = Yo, (9)u(thy, A, 9i)
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D’apres la relation (7.4), élément u(v,, £, g;) = ¥(o0oy) @ u(v,,, A, gi)
de Q ® g;(Oy)[1/£)* dépend uniquement de ¢ et non du choix du premier
AE Xy, B

D’aprés théoréme 5.3(2), le morphisme ¥’ : (O ®Z,)* — Q, défini par

(u®1H Yo ai Y dolg)log, (yogiog 1(U)))

9161 geG”

est associé & un unique élément de l'espace tangent de 7' (i.e. ¥/ = by =

oy € H'(H,Q,)[t]) et donne aussi un unique morphisme surjectif 7 :

T — Qple] associé & ¥’ qui induit une déformation p : G — GLa(Qe])
de déterminant égal a det p.

D’apres I'isomorphisme (4.7), on peut étendre W' & un 1-co-cycles de
H' (G, v.,) de maniére unique (& co-bords pres).

Le déformation p de p est de la forme p = (1 4 €p1)p, ot p1 € tODord -
HY(F,ad p), donc :

(7.5 Pl = (wif,_ﬁ wif:'e) PIGF\Gr = (dif dZie)

H. Darmon, A. Lauder and V. Rotger ont montré dans [12] les proposi-
tions suivantes.

Lemme 7.1 ([12, 2.1]). La fonction U (resp. V') appartient au groupe de
cohomologie H (M, w;l) (resp. HY(M,4),)). De plus, on a les relations
suivantes apres restriction des fonctions ci-dessus d Gy :

! = M Thr~!
(7.6) w(n) =T w(rhr ),
ouT€e€Gr\Guy.

Lemme 7.2 ([12, 2.2]). Pour tout premier { de F' inerte dans M et pour
tout A € Xy, on a

\IJI(FI'Ob)\) == Z (7] logp(u(woa)‘7gi))'
gi€lp

La déformation p est la repréntation galoisienne associée a une forme
modulaire propre surconvergente de poids 1 a coefficients dans @p [€], notée
f=rf+ fle. La forme modulaire fI est une forme propre généralisée et
normalisée comme dans I'introduction et ses coefficients de Fourier peuvent
étre interprétés de la maniere suivante :

(7.7) Tr(p(Frobe)) = ar(f) + ar(fi)e,
ou £t np.



606 Adel BETINA

Soit £ { np un premier de F' qui se décompose dans M, alors Frob, € G
et donc Tr(p)(Froby) = ay(f). Ainsi, on a démontré la premiere partie du
théoreme 1.2.

Maintenant, soit ¢ f np un premier de F' qui est inerte dans M. On
fixe un plongement ¢y : Q — Qy qui induit un plongement du groupe de
décomposition G, dans Gr. Si Froby est un Frobenius de G en /¢ alors
Frob? est le Frobenius de G associé au premier de M au dessus de £. Soit
A € Yy la place premiere canonique de H au dessus de £ induite par ¢y

(o) = Froby).
D’apres les relations (7.5) et (7.7),
(7.8) Tr(5(Froby)) = (d1(Froby) + da(Froby))e = ay(f1)e,

D’autre part, en utilisant (7.5), un calcul direct de p(Frob?) implique

(79) (: ¢U(Frob§)3/(Frob§)e> _ (: n' (Froby)(d; (Frofg)+d2(Frobg))e>.

Donc, 17 (Frob?) ¥’ (Frob?) = 1/ (Froby)(d; (Froby) 4 da(Froby)).
Finalement, il découle de la relation (7.7) et de la proposition [12, 2.2] que
)

ar(f1) = n(Froby) ¥’ (Frob?) = n(Froby) ¥’ (Froby).
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