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Les variétés de Hecke–Hilbert aux points
classiques de poids parallèle 1

par Adel BETINA

Résumé. On montre que la variété de Hecke associée aux formes de Hilbert
sur un corps totalement réel F est lisse aux points correspondant à certaines
séries thêta de poids 1 et on donne aussi un critère pour que le morphisme
poids soit étale en ces points. Lorsque les séries thêta sont à multiplication
réelle, on construit des formes surconvergentes propres généralisées qui ne
sont pas classiques et on exprime leurs coefficients de Fourier à l’aide de loga-
rithmes p-adiques de nombres algébriques. Notre approche utilise la théorie
des déformations galoisiennes.

Abstract. We show that the Eigenvariety attached to Hilbert modular
forms over a totally real field F is smooth at the points corresponding to
certain classical weight one theta series and we give a precise criterion for
etaleness over the weight space at those points. In the case where the theta
series has real multiplication, we construct a non-classical overconvergent gen-
eralised eigenform and compute its Fourier coefficients in terms of p-adic log-
arithms of algebraic numbers. Our approach uses deformations of Galois
representations.

1. Introduction

Les formes modulaires de Hilbert de poids parallèle 1 correspondent dans
le programme de Langlands à des représentations impaires de dimension
deux des groupes de Galois des corps totalement réels. Deligne–Serre [14],
Rogawski–Tunnell [32] et Ohta [30] ont associé à une forme modulaire de
poids parallèle 1 une représentation galoisienne qui a la même fonction L
et leur méthode est basée sur des congruences avec des formes modulaires
de poids strictement plus grand que 1.

Le but de ce travail est de compter le nombre de familles de Hida qui se
spécialisent en une forme classique de Hilbert de poids 1. Géométriquement,
c’est équivalent à la description de la structure locale des variété de Hecke–
Hilbert au point correspondant à cette forme de poids 1. On donne, sous
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certaines hypothèses, une réponse à cette question en utilisant la théorie
des déformations galoisiennes de Mazur et quelques outils cohomologiques
de la théorie du corps des classes.

On fixe un nombre premier p, un corps de nombres totalement réel F
de degré n sur Q, o l’anneau des entiers de F , E un corps p-adique qui
contient tous les plongements de F dans Q̄p, N un idéal de o, n la partie
de N première avec p et IF un ensemble de n plongements complexes de
Q̄ qui prolongent les plongements distincts de F dans Q̄. On suppose que
NF/Q(n) ≥ 4.

Notons p.o =
∏s
i=1 p

ei
i la décomposition de p en produit d’idéaux pre-

miers dans o et fi le degré résiduel de pi (on a
∑

pi|p eifi = [F : Q] = n).
Soit E la variété de Hecke–Hilbert de niveau n associée à F introduite

par F. Andreatta, A. Iovita et V. Pilloni dans [1]. Il existe un morphisme
localement fini κ : E → WF appelé le morphisme poids, oùWF est la variété
rigide sur E qui représente les morphismes Z×p × Reso/ZGm(Zp)→ Gm.

D’autre part, Kisin et Lai ont construit dans [28] la courbe de Hecke–
Hilbert cuspidale CF de poids parallèle et de niveau modéré n en étendant
la construction de Coleman–Mazur de la courbe de Hecke [11]. On peut
identifier CF avec un sous-espace fermé de E .

Soit g une forme modulaire de Hilbert sur F de poids parallèle 1 cus-
pidale primitive nouvelle de niveau N (et de niveau modéré n), de ca-
ractère central χ et telle que g a une p-stabilisation de pente finie. Soit
ρ : GF → GL2(Q̄p) la représentation galoisienne non ramifiée en dehors
de N associée à g construite par Rogawski–Tunnell [32] et Wiles [35]. Soit
a` = Tr ρ(Frob`), où ` - N est un premier de F et Frob` est le Frobenius
arithmétique en `. Pour tout premier pi - N de F au dessus de p, on note
αi et βi les racines du polynôme de Hecke X2 − apiX + χ(pi).

Pour déformer p-adiquement g, on doit choisir une p-stabilisation g(γi)
de g de pente finie (voir [35, Section 1.2]), où (γi) est le s-uplet tel que
Upj (g(γi)) = γj .g(γi) ; de plus, si pj - N alors γj est égale à αj ou βj . Une
p-stabilisation g(γi) de g est ordinaire en p, elle définit un point du lieu
quasi-ordinaire de la variété de Hecke E et qui appartient aussi à la courbe
de Hecke–Hilbert cuspidale de poids parallèle CF ↪→ E .

Puisque les p-stabilisations de g sont ordinaires en p (car g est de poids 1),
alors pour tout premier pi | p de F , la représentation ρ|GFpi est l’extension
d’un caractère non ramifié ψ′′i par un caractère ψ′i, où ψ′′i (Frobpi) = γi (i.e.
ρ est ordinaire en p). De plus, l’image de ρ est finie, donc la restriction de
ρ au groupe de décomposition GFpi

est la somme ψ′i ⊕ ψ′′i .
On dit que g est régulière en p si pour tout premier pi - N de F au dessus

de p, la condition αi 6= βi est vérifiée (i.e. ψ′i 6= ψ′′i ). Notons que si pi | N ,
alors ρ est ramifiée en pi et donc la condition ψ′i 6= ψ

′′
i est automatiquement

satisfaite (car ψ′i est ramifié et ψ′′i ne l’est pas).
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Soit θ(ψ) une série thêta de poids 1 nouvelle de niveau exact N (et de
niveau modéré n), où ψ : GM → Q̄×p est un caractère d’ordre fini et M une
extension quadratique de F . On suppose que θ(ψ) a une p-stabilisation f
de pente finie, alors f définit un point x ∈ E (on a même x ∈ CF ) et on
note respectivement T , T ord les complétés des anneaux locaux de E et CF
en x et Λ le complété de l’anneau local de WF en κ(x).

Soient mΛ l’idéal maximal de Λ et T ′ = T /mΛT l’anneau local de la fibre
de κ(x) en x. Notons que T ′ = T /mΛT est un anneau artinien, puisque κ
est localement fini.

Soit Sp (resp. Sp) l’ensemble des premiers de F au-dessus de p qui se
décomposent dans M (resp. qui sont inertes ou qui se ramifient dans M).
Théorème 1.1. Supposons que θ(ψ) est p-régulière, M est totalement réel
et que la conjecture de Leopoldt est vraie pour M , alors :

(1) La variété E est toujours lisse au point x et la dimension de l’espace
tangent de la fibre T ′ de κ(x) en x est égale à

∑
pi∈Sp ei.fi.

(2) La dimension de l’espace tangent de l’anneau local T ord est égale à
max{1,

∑
pi∈Sp fi.ei}.

Lorsque F = Q, le théorème ci-dessus a été démontré par Bellaïche et
Dimitrov [4] et aussi par Cho–Vatsal [10] sous certaines hypothèses supplé-
mentaires.

Soit S†1(n, χ) l’espace des formes modulaires surconvergentes à coefficients
dans Q̄p, de poids 1, de niveau n et de caractère central χ. Les opérateurs
de Hecke T` et Uq agissent sur S†1(n, χ), où ` - np et q | np sont des idéaux
premiers de o.

Pour tout idéal premier q de o, on note aq(f) les coefficients de Fourier
de f . Soit f † ∈ S†1(n, χ), on dira que f † est une forme propre généralisée
attachée à f si, et seulement si, pour tout idéal premier ` de o, il existe un
entier n` tel que (T` − a`(f))n`(f †) = 0 si ` - np ou (U` − a`(f))n`(f †) = 0
si ` | np.

On note S†1(n, χ)[[f ]] le Q̄p-espace vectoriel de toutes les formes propres
généralisées attachées à f dans l’espace des formes surconvergentes de
poids 1. Sous les hypothèses du théorème 1.1 et si Sp est non vide, il existe
un morphisme surjectif π : T ′ � Q̄p[ε] de noyau Iπ. Donc, l’idéal Iπ annule
un sous-espace S†1(n, χ)[Iπ] de S†1(n, χ)[[f ]] de dimension 2, et ce sous-espace
contient une forme non-classique.

L’évaluation fc de toute forme modulaire surconvergente f en les ob-
jets de Tate (Gm⊗o c

−1d−1
F )/qo associés aux pointes standards∞(c; o), où c

parcourt les éléments de CL+
F détermine son q-développement (voir [18, Sec-

tion 2.3]). Après une modification des coefficients de son q-développement,
on obtient son développement adélique et ses coefficients de Fourier notés
aq(f) où q est un idéal de o.
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Suivant les définitions de [13], une forme surconvergente f †π dans l’espace
S†1(n, χ)[Iπ] qui n’est pas un multiple de f est appelée une forme généralisée
attachée à f , et on dit qu’elle est normalisée si son premier coefficient de
Fourier ao(f †π) de la q-expansion de f †π est nul.

Pour n’importe quel idéal premier q de F , on notera aq(f †π) les coefficients
de Fourier de f †π. Fixons un plongement ιp : Q̄ ↪→ Q̄p et notons logp la
détermination standard du logarithme p-adique sur Q̄×p . Soient σ ∈ GF un
automorphisme non trivial surM , H le corps de nombres fixé par kerψ/ψσ,
` - np un premier de F inerte dans M et λ un premier de H au dessus de `.
Choisissons uλ dans OH [1/λ]× ⊗Q une λ-unité de H de λ-valuation égale
à 1.

Soient σλ ∈ Gal(Hλ/F`) ⊂ Gal(H/F ) le Frobenius en ` attaché à la place
finie λ et I ′F le sous-ensemble de IF constitué par les plongements de Q̄ qui
induisent les places de H au dessus de p apparaissant dans Sp suivant le
diagramme (4.3) de Section 4.

Le théorème suivant est une généralisation du théorème [13, 1.1].
Théorème 1.2. On suppose que :

(1) M est un corps totalement réel et la conjecture de Leopoldt est vé-
rifiée pour M .

(2) l’ensemble Sp n’est pas vide et p est relativement premier au niveau
de θ(ψ).

(3) θ(ψ) est p-régulière.
Soit f une p-stabilisation de θ(ψ) telle que ψσ(Frobpi) est la valeur propre

de l’opérateur Upi quand pi ∈ Sp. Alors, on peut associer linéairement à tout
(αi)i∈I′F ∈ Q̄|I

′
F |

p un morphisme surjectif π : T ′ � Q̄p[ε] tel que pour tout
` - np,

a`(f †π) =


0 si ` se décompose dans M ;

ψ(σσλ)
∑
gi∈I′F

αi
∑

h∈Gal(H/M)

ψ

ψσ
(h).logp(gi ◦ h−1(uλ))

si ` est inerte.
Les théorèmes suivants décrivent la structure locale de E au point x

lorsque M n’est pas totalement réel.
Théorème 1.3. Soient K un corps quadratique imaginaire dans lequel le
premier p se décompose, σ ∈ GQ non trivial sur K et ξ : GK → Q̄×p un
caractère d’ordre fini tel que ξ/ξσ est d’ordre paire. Notons M l’extension
biquadratique de Q contenue dans le corps de nombres fixé par ker(ξ/ξσ) et
F le sous-corps quadratique réel de M . Supposons que ψ = ξ|GM , ψ|GMvi 6=
ψσ|GMvi

pour toute place première vi de M au dessus de p et que (ψ/ψσ)2

est non trivial.
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Alors le morphisme κ : E → WF est étale au point associé à f une
p-stabilisation de θ(ξ|GM ).

Théorème 1.4. Soient p ≥ 3, F un corps fini de caractéristique p et ψ le
relèvement de Teichmüller d’un caractère ψ : GM → F× tel que ψ/ψσ n’est
pas quadratique. Supposons que :

(1) Tout premier q de F qui divise le conducteur de ψ̄ se décompose
dans M , ψ̄ est ramifié sur un facteur de q et non ramifié sur l’autre
et p est non ramifié dans M .

(2) La conjecture de Leopoldt est vérifiée pour F .
(3) La restriction de ρ̄ = IndFM ψ̄ au groupe Gal(Q̄/F (

√
(−1)(p−1)/2p))

est absolument irréductible et ρ̄ est p-distinguée.
(4) M a 2r plongements complexes et [F : Q]−r−|Sp|−

∑
pi∈Sp fi.ei > 0

Alors la variété rigide E est ramifiée sur l’espace des poids WF au point x.

Remarque. Nous avons appris récemment que S. Deo a annoncé un résul-
tat similaire au théorème 1.1 dans [15] en utilisant une méthode différente
pour calculer les dimensions des espaces tangents de nos problèmes de défor-
mation. Il a annoncé un résultat similaire au théorème 1.4 sous l’hypothèse
que la conjecture de Schanuel est vraie pour le corps fixé par ker ad ρ.

On va expliquer maintenant les principales idées derrière la preuve des
théorèmes 1.1 et 1.3. Dans le Section 3.1, nous introduisons deux problèmes
de déformation de ρ représentables par les anneaux locaux R et Rord tels
que R s’envoie surjectivement sur T par la proposition 6.3.

Le calcul de l’espace tangent de R représente une partie importante de
la preuve. Nous montrons dans les théorèmes 5.3 et 5.5 que la dimension de
l’espace tangent deR est toujours égale à [F : Q]+1, et donc la surjection ci-
dessus est un isomorphisme d’anneaux locaux réguliers et on aRord ' T ord.
L’étude de l’algèbre T ′ donne un critère précis pour que κ soit étale en x.
L’espace tangent de R est isomorphe à un sous-espace de H1(F, ad ρ) qui
satisfait certaines conditions locales pour les premiers de F au dessus de p,
mais vu que ρ est d’image finie, par inflation-restriction, l’espace tangent
peut être vu comme un sous-espace de (Hom(GH , Q̄p) ⊗ ad ρ)Gal(H/F ), où
H est l’extension galoisienne finie de F fixée par ker ad ρ. Pour calculer la
dimension de cet espace tangent, il suffit de déterminer la dimension du
ψ/ψσ-espace propre à l’intérieur de Hom(GH , Q̄p). En effet, sa dimension
peut être facilement bornée par la théorie du corps de classe, et quand
M est un corps totalement réel, on constate le phénomène suivant : le
corps H est CM et le ψ/ψσ-espace propre à l’intérieur des unités globales
est trivial (voir 5.1). Ainsi, nous pouvons construire une base de l’espace
tangent de T ′ en termes de logarithme p-adique. D’autre part, lorsque M
n’est ni totalement réel, ni totalement complexe, on montre que Rmin ' T
en utilisant un résultat de Fujiwara [19].
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Notations.
(1) On fixe une clôture algébrique Q̄ ⊂ C de Q et un plongement ιp :

Q̄ ↪→ Q̄p.
(2) On note c la conjugaison complexe du groupe de Galois absolu GQ.
(3) Pour tout premier pi de F au dessus de p, on note wi la place

canonique de H au dessus de pi induite par le plongement
ιp : Q̄ ↪→ Q̄p.

(4) On note vi la place canonique de M au dessus de pi induite par le
plongement ιp : Q̄ ↪→ Q̄p ; et si pi se décompose dans M , on notera
vσi l’autre place.

Remerciements. Je tiens à remercier le professeur Mladen Dimitrov pour
m’avoir proposé ce sujet et pour ses conseils de rédaction.

Je tiens aussi à remercier le·la rapporteur·se pour sa lecture attentive et
ses nombreux commentaires qui m’ont permis d’éviter plusieurs erreurs.

2. Variétés de Hecke–Hilbert

Les formes modulaires p-adiques de Hilbert sur F peuvent être vues
comme des fonctions sur le Reso/ZGm(Zp)-torseur de la trivialisation de la
tour d’Igusa qui est le pro-revêtement étale du lieu ordinaire de l’analytifié
du schéma modulaire de Hilbert donné par la limite projective des duaux
des sous-groupes canoniques. Les fonctions homogènes de poids (w, υ) pour
l’action de Z×p × Reso/ZGm(Zp) sont les formes modulaires de Hilbert p-
adiques de poids (w, υ) (o×,+ agit sur les variétés abéliennes de Hilbert–
Blumenthal via la polarisation, voir [1, Section 4]).

Donc, on obtient un espace de dimension infinie qui se fibre sur l’espace
des poids, et grâce à l’existence du sous-groupe canonique sur le lieu ordi-
naire et à l’application de Hodge–Tate, on peut plonger l’espace des formes
modulaires de Hilbert dans l’espace des formes modulaires p-adiques de
Hilbert.

Pour étudier les familles p-adiques de pente finie, V. Pilloni, F. Andreatta
et A. Iovita ont prolongé la construction précédente à un voisinage strict
du lieu ordinaire dans le but d’appliquer la théorie spectrale de Coleman et
Mazur à l’opérateur complètement continue Up et en utilisant la machinerie
des variétés de Hecke due à Buzzard [7], ils ont obtenu la variété rigide de
Hecke–Hilbert désirée E sur E.

D’autre part, la courbe de Hecke–Hilbert cuspidale CF de poids parallèle
et de niveau modéré n s’identifie avec le fermé de E donné par l’équation
υ = 0. Selon les résultats de [28], il existe un morphisme localement fini
surjectif et plat κ : CF → WF,υ=0, où WF,υ=0 est la sous-variété fermé
de WF définie par l’équation υ = 0 (κ est la restriction de w à CF ). Par
construction de CF , T ′ est aussi l’anneau local en x de la fibre κ−1(κ(x)).
Le lieu En.ord de E où |Up|p = 1 est ouvert et fermé dans E et est appelé
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le lieu quasi-ordinaire. Il est connu que le lieu quasi-ordinaire En.ord est
isomorphe au spectre maximal de la fibre générique de l’algèbre de Hecke
quasi-ordinaire en p.

D’après les résultats de [7] et [1], la variété rigide E est équidimensionnelle
de dimension [F : Q] + 1, réduite et équipée d’un morphisme localement
fini surjectif κ : E → WF appelé le morphisme poids, où WF est l’espace
rigide sur E représentant les morphismes Z×p × Reso/ZGm(Zp)→ Gm. Par
construction de E , il existe un morphisme Z[(T`)`-pn, (Upi)pi|p]→ O

rig
E (E) tel

que les images de (T`)`-pn et Upi sont des sections globales de O
rig
E bornées

par 1 (` est un idéal premier de o).
L’application canonique « système de valeurs propres »

E(Cp)→ Hom(Z[(T`)`-pn, (Upi)pi|p],Cp)

est injective et induit une correspondance entre l’ensemble des Cp-points de
E de poids (w, υ) et les systèmes de valeurs propres de formes modulaires
cuspidales surconvergentes de Hilbert propres de niveau modéré n, de poids
(w, υ), avec des coefficients de Fourier dans Cp et de pente finie. Puisque
l’image de Z[(T`)`-pn, (Upi)pi|p] dans O

rig
E (E) est relativement compacte et

que la E-algèbre OrigE (E) est réduite, il existe un pseudo-caractère continu :

(2.1) PsE : GF,np → O(E)

qui envoie Frob` vers T` pour tout premier ` - np de F (voir [1, Section 5]
and [3] pour plus de détails).

D’après les théorèmes de classicité [5] et [31], l’espace propre généralisé
attaché à une forme modulaire classique fk ∈ E non critique de poids
k ∈ WF dans l’espace des formes modulaires surconvergentes est contenu
dans l’espace des formes modulaires classiques de poids k, et si de plus les
polynômes de Hecke de Up1 , . . . .Ups attachés à fk admettent deux racines
distinctes pour tout pi | p (i.e. fk est régulière en p), alors l’algèbre de
Hecke Z[(T`)`-pn, (Upi)pi|p] agit d’une manière semi-simple sur cet espace
propre généralisé, et donc le morphisme poids κ : E → WF est étale en les
points non critiques et p-réguliers.

En général, on n’a pas beaucoup de résultats sur la géométrie des va-
riétés de Hecke. Par exemple, on ne sait pas si elles ont un nombre fini de
composantes ou si elles sont propres sur l’espace des poids (voir [20]).

Lorsque F = Q, Diao et Liu ont montré dans [16] que la courbe de
Coleman–Mazur est propre sur l’espace des poids. On sait aussi que la
courbe de Coleman–Mazur est lisse en la plupart des points classiques
(voir [2], [4], [10], [11] et [26]) bien qu’il existe des points associés à des
formes propres classiques de poids 1 et irrégulières en p pour lesquels la
courbe de Hecke n’est pas lisse [17].
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2.1. Séries thêta de poids 1. On note O l’anneau des entiers de E.
Soient M une extension quadratique de F , σ ∈ Gal(Q̄/F ) non trivial sur
M et F le corps résiduel de O.

On fixe un plongement E ↪→ Q̄p, et on note εM le caractère non trivial
de l’extension quadratique M/F et ∆ le groupe de Galois Gal(M/F ).

Soient ψ : GM → O× un caractère d’ordre fini, ψσ le caractère GM
définie par ψσ(g) = ψ(σ−1gσ), ψ♥ le caractère ψ/ψσ et b le conducteur
de ψ. Ainsi, on peut voir ψ comme un caractère sur le groupe des idèles
ψ : M×\M×A → O× (où M×A est le groupe des idèles de M).

On suppose que pour toute place τ de F qui reste réelle sur M , ψ est
trivial sur l’une des places de M au dessus de τ et non trivial sur l’autre.

Soit n la partie de NM/F (b).∆M/F qui est première à p, où ∆M/F est le
discriminant relatif de l’extension quadratique M/F .

D’après un théorème de Weil, il existe une série de thêta θ(ψ) de poids
parallèle 1 et de niveau modéré n telle que L(s, θ(ψ)) = L(s, ψ) (i.e. ρ =
IndFM ψ est la représentation p-adique associée à θ(ψ)). Les systèmes de
valeurs propres d’une p-stabilisation f de θ(ψ) correspondent à un point
x ∈ E(Q̄p), de plus x se trouve sur lieu quasi-ordinaire En.ord de E .

3. Déformations galoisiennes

On introduit dans cette section trois problèmes de déformations de ρ
qu’on notera D, Dord et Dorddet ρ et on déterminera leurs espaces tangents
respectifs dans Section 5.

3.1. Problèmes de déformations. L’image projective de ρ est diédrale
et contient un élément σ d’ordre 2 qui agit de manière non triviale sur M .
Soit (e1, e2) une base de Q̄2

p dans laquelle ρ|GM = ψ⊕ψσ. Après une renor-
malisation de (e1, e2), on peut supposer que ρ(σ) = ( 0 1

1 0 ) dans PGL2(Q).
Le choix du groupe de décomposition en chaque place pi de F au dessus

de p induit une place première canonique vi deM parmi les places premières
de M au dessus de pi et nous permet de voir GMvi

⊂ GFpi
comme un sous-

groupe de décomposition deGM en vi. Puisque f est p-régulière et ρ d’image
finie, ρ est ordinaire en chaque premier pi de F au dessus p dans le sens
où la restriction de ρ à GFpi

est l’extension d’un caractère non ramifié ψ′′i
par un caractère ψ′i tel que ψ′′i (Frobpi) = αi, où αi est la valeur propre de
f pour Upi . Maintenant, on choisit une base {e′i,1, e′i,2} de Q̄2

p dans laquelle
ρ|GFpi

= ψ′i ⊕ ψ′′i . Si les deux caractères ψ′i et ψ′′i sont non ramifiés, on
privilégiera ψ′′i , de sorte que la base {e′i,1, e′i,2} soit unique à un scalaire
près. Dans le cas où pi se décompose dans M , on a (e′i,1, e′i,2) = (e1, e2) où
ψσ(Frobpi) = αpi , sinon ψ(Frobpi) = αpi et (e′i,2, e′i,1) = (e1, e2).

Soit C la catégorie dont les objets sont les Q̄p-algèbres noethériennes, lo-
cales, complètes par rapport à l’idéal maximal, de corps résiduel isomorphe
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à Q̄p et dont les morphismes sont les homomorphismes de Q̄p-algèbres lo-
cales. Soient A un anneau dans la catégorie C et ρA : GF → GL2(A) une
déformation de ρ, on dit que ρA est quasi-ordinaire (resp. ordinaire) en p si,
et seulement si, pour tout pi | p, on a (ρA)|GFpi '

( ψ′i,A ∗
0 ψ′′i,A

)
, où ψ′′i,A est

un caractère (resp. un caractère non ramifié) qui relève ψ′′i . On considère le
foncteur de déformation Dord : C→ SETS (resp. D), donné par les classes
d’équivalences strictes des déformations de ρ qui sont ordinaires en p (resp.
quasi-ordinaire en p). Puisque la représentation ρ = IndFM ψ est absolument
irréductible, p-ordinaire et p-régulière, les critères de Schlesinger impliquent
que Dord (resp. D) est représentable par le 2-uplet (Rord, ρRord) (resp.
(R, ρR)), où ρRord (resp. ρR) est la déformation universelle p-ordinaire
(resp. quasi-ordinaire en p) de ρ. Soit Dorddet ρ le sous-foncteur de Dord qui
consiste en les déformations de déterminant fixé.

3.2. Espaces tangents. On note tDord (resp. tD) l’espace tangent de Dord
(resp. D) et t0Dord l’espace tangent de Dorddet ρ.

Il existe une décomposition

(ad ρ)|GFpi = ψ′i/ψ
′
i ⊕ ψ′i/ψ′′i ⊕ ψ′′i /ψ′i ⊕ ψ′′i /ψ′′i

Le choix de la base (e′i,1, e′i,2) de Q̄2
p identifie EndQ̄p(Q̄

2
p) avec M2(Q̄p) ;

puisque ρ est p-ordinaire pour tout premier pi de F , on a une application
naturelle GFpi

-équivariante :

(3.1)
ad ρ

C′i,∗,D
′
i,∗−→ ψ′′i /ψ

′
i ⊕ ψ′′i /ψ′′i(

a′ b′

c′ d′

)
7−→ (c′, d′)

Par un argument standard de la théorie de la déformation, on a le résultat
suivant (voir [4, lemme 2.3]).

Lemme 3.1.

(3.2) tDord = ker
(

H1(F, ad ρ)
(C∗i ,D

∗
i )

−→
∏
pi|p

(H1(Fpi , ψ
′′
i /ψ

′
i)⊕H1(Ipi , ψ′′i /ψ′′i ))

)

(3.3) t0Dord = ker
(

H1(F, ad0 ρ)
(C∗i ,D

∗
i )

−→
∏
pi|p

(H1(Fpi , ψ
′′
i /ψ

′
i)⊕H1(Ipi , ψ′′i /ψ′′i ))

)
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(3.4) tD = ker
(

H1(F, ad ρ)
C∗i−→

∏
pi|p

(H1(Fpi , ψ
′′
i /ψ

′
i))
)

3.3. La suite exacte inflation-restriction appliquée à tD.
On rappelle que H ⊂ Q̄ est le corps de nombres totalement complexe

fixé par ker(ad ρ), et que pour tout premier pi de F au dessus de p, wi la
place canonique de H au dessus de pi induite par ιp. Le groupe de Galois
G′ = Gal(H/F ) est naturellement isomorphe à l’image projective de ρ qui
est un groupe diédral.

Lemme 3.2 ([4, lemme 2.4]). Soient L un corps de nombres et ρ une re-
présentation d’image finie de GL dans un Q̄p-espace vectoriel de dimension
finie.

(1) Soit Σ un ensemble de places de L et supposons que pour tout v ∈ Σ
il existe un quotient ρv de ρ|GLv . Soit H un extension galoisienne
finie de L, pour tout v ∈ Σ, on choisit une place w(v) de H au
dessus de v. Alors

ker
(

H1(L, ρ)→
∏
v∈Σ

H1(Lv, ρv)
)

' ker
(

H1(H, ρ)Gal(H/L) →
∏
v∈Σ

H1(Hw(v), ρv)
)
.

(2) Le morphisme naturel

H1(L, ρ)→
∏
v|p

H1(Iv, ρ)

est injectif.

En utilisant la base {e1, e2} définie ci-dessus, on peut voir les éléments
de H1(F, ad ρ) comme des 1-co-cycles

GF →M2(Q̄p)

g 7→
(
a(g) b(g)
c(g) d(g)

)(3.5)

Puisque ρ est irréductible, ψσ 6= ψ et ker(ψσ/ψ) définit une extension cy-
clique H de M . Ainsi, on a la décomposition suivante de Q̄p[GF ]-modules :

(3.6) ad ρ ' 1⊕ ad0 ρ ' 1⊕ ad0(IndFM ψ) ' 1⊕ εM ⊕ IndFM (ψ♥),

Par inflation-restriction, on a aussi

H1(F, ad ρ) = H1(M, ad ρ)Gal(M/F ).
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D’autre part, on a la décomposition suivante

H1(M, ad ρ) ' H1(M,ψ/ψ)⊕H1(M,ψ♥)⊕H1(M,ψ−1
♥

)
⊕H1(M,ψσ/ψσ),(

a b
c d

)
7→ (a, b, c, d),

(3.7)

où l’action du groupe Gal(M/F ) échange a et d et aussi b et c.
On noteMvi la complétion deM par rapport à la place vi et Ivi le groupe

d’inértie en vi.
En combinant le lemme 3.1 et le lemme 3.2, on obtient :

Corollaire 3.3. Dans la base (e1, e2), on a :

(1) tDord ' ker
(

H1(M, ad ρ)Gal(M/F ) (C∗i ,D
∗
i )

−→
∏

pi|p H1(Mvi , ψ
′′
i /ψ

′
i) ×∏

pi|p H1(Ivi , ψ′′i /ψ′′i )
)
.

(2) Si ( a bc d ) ∈ tD ⊂ H1(M, ad ρ)Gal(M/F ), alors a = dσ et b = cσ,
où dσ et cσ sont les fonctions définies par dσ(x) = d(σ−1xσ) et
cσ(x) = c(σ−1xσ).

L’action naturelle à gauche de Gal(H/F ) sur GH induit une action à
droite donnée par x → g−1(x) pour laquelle le groupe de cohomologie
H1(H, Q̄p) est un Q̄p[Gal(H/F )]-module à gauche.

On a H1(H, ad ρ) = H1(H, Q̄p)⊗Q̄p ad ρ (puisque ad ρ(GH) = 1).
Un élément de H1(H, Q̄p) ⊗Q̄p ad ρ peut être écrit comme une matrice

( a bc d ), où a, b, c et d sont des éléments de Hom(GH , Q̄p) et l’action naturelle
à gauche de Gal(H/F ) sur H1(H, Q̄p)⊗Q̄p ad ρ est donnée par

g.

(
a b
c d

)
= ρ(g)

(
g.a g.b
g.c g.d

)
ρ(g)−1.

Ainsi, l’inflation restriction appliquée à l’extension galoisienne finie H/F
induit l’isomorphisme suivant :

H1(F, ad ρ) '
(
Hom(GH , Q̄p)⊗ ad ρ

)G′
.

Corollaire 3.4. Dans la base (e1, e2), on a :

tD ' ker
((

Hom(GH , Q̄p)⊗ ad ρ
)G′ (C∗i )
−→

∏
pi|p

H1(Hwi , Q̄p))
)
.

Démonstration. Le résultat découle des lemmes 3.1 et 3.2 �
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4. Application de la théorie des corps de classes

4.1. Rappel sur les unités locales et globales.
Si G est un groupe fini, on notera Ĝ l’ensemble des classes d’isomor-

phismes de représentations irréductibles de G sur Q̄.
Soient OH l’anneau des entiers de H, Mp la p-extension abélienne maxi-

male non ramifiée en dehors de p de H et OHw l’anneau des entiers de la
complétion H par rapport à w, où w est une place de H au dessus de p.
Soit H ′′ le p-Hilbert de H, alors la théorie des corps de classes implique
que

Gal(Mp/H
′′) ' la p-partie de (OH ⊗ Zp)×/Ō×H ' U

1
p /Ō×H ,

où U1
p =

∏
w|p U

1
w et U1

w est le groupe des unités de OHw qui sont ≡ 1
(mod p). Ainsi, on a la suite exacte suivante :

(4.1) 0 −→ Hom(GH , Q̄p) −→ Hom((OH ⊗ Zp)×, Q̄p) −→ Hom(O×H , Q̄p),
telle que la première application est le dual de la réciprocité d’Artin et la
seconde est la restriction à O×H par rapport à l’inclusion diagonale O×H ↪→
(OH ⊗ Zp)×.

Tout morphisme continu pour la topologie p-adique de Hom(O×H,w, Q̄p)
est donné par

(4.2) u 7−→
∑

gw∈Jw
hgwgw(logp(u)) =

∑
gw∈Jw

hgw logp(gw(u)),

où hgw est un élément de Q̄p, Jw est l’ensemble des plongements de Hw

dans Q̄p, et logp est logarithme p-adique définie sur Q̄×p .
On note JH l’ensemble des plongements de H dans Q̄. Les deux plon-

gements ιp : Q̄ ↪→ Q̄p et H ⊂ Q̄ définissent une partition JH =
∐
w|p Jw

provenant du diagramme commutatif suivant

(4.3)

Q̄ �
� ιp // Q̄p

H
?�

g

OO

� � // Hw.
?�

gw

OO

Dans l’introduction, on avait fixé des plongements complexes g1, . . . , gn
de Q̄ dans Q̄ qui relèvent les plongements de F dans Q̄ et tels que g1 est
le plongement qui identifie F avec un sous-corps de R. Donc on obtient la
partition suivante :

(4.4) JH = {gi ◦ g | 1 ≤ i ≤ n, g ∈ Gal(H/F )} =
∐

1≤i≤n
gi.Gal(H/F )

Ainsi, les éléments définis par (u ⊗ 1 7→ logp
(
ιp ◦ gi ◦ g(u)

)
) pour 1 ≤

i ≤ n et g ∈ Gal(H/F ) forment une base du Q̄p-espace vectoriel
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Hom((OH ⊗ Zp)×, Q̄p). On a une action naturelle à gauche de Gal(H/F )
sur Hom((OH ⊗ Zp)×, Q̄p) donnée par

g′. logp
(
ιp ◦ gi ◦ g ⊗ 1) = logp

(
ιp ◦ gi ◦ g′g ⊗ 1).

Par conséquent, il existe un isomorphisme canonique de G′ = Gal(H/F )-
modules à gauche :

⊕
1≤i≤n

Q̄p[G′]
∼−→ Hom((OH ⊗ Zp)×, Q̄p)

∑
g∈G′

ai,gg


1≤i≤n

7−→

u⊗ 1 7→
∑
g∈G′

1≤i≤n

ai,g logp
(
ιp ◦ gi ◦ g−1(u)

).(4.5)

On a les conjugaisons complexes τ1, . . . , τn ∈ GF telles que τi est la
conjugaison complexe attachée à gi (i.e. τi est conjuguée à la conjugaison
complexe c de GQ par gi et c = τ1). Puisque ρ est impaire, alors det ρ(τi) =
−1 pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Soit {σij}1≤j≤n′,1≤i≤n un ensemble de représentants de toutes les classes
d’équivalence du quotient de l’ensemble {gi ◦ g | g ∈ Gal(H/F ), 1 ≤ i ≤ n}
par la relation d’équivalence

c ◦ h ∼ h, où h ∈ giG′.

D’après la preuve de Minkowski du théorème des unités de Dirichlet, il
existe un plongement O×H/µ ↪→ Rnn′ donné par

a→ (log |σij(a)|)1≤j≤n′,1≤i≤n,

où µ est le sous-groupe de torsion de O×H .
D’autre part, on a gi(τi(x)) = (gi(x)) et donc le G′-ensemble {σij}1≤j≤n′

peut être vu comme la permutation des classes à droite du groupe Gal(H/F )
suivant le sous-groupe {1, τi}.

Ainsi, on obtient les décompositions de G′-modules :

Hom(O×H , Q̄p) '
( ⊕
π 6=1, π∈Ĝ′

παπ

)
⊕ 1n−1

Hom((OH ⊗ Zp)×, Q̄p) '
⊕
π∈Ĝ′

πndimπ
(4.6)

où π parcourt l’ensemble des caractères du groupe G′ = Gal(H/F ), απ =∑n
i=1 dim π+τi et les π+τi , π−τi sont réspectivement les espaces propres

associés à l’action de la conjugaison complexe τi ∈ G′ pour les valeurs
propres +1 et −1.
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D’autre part, on a la décomposition de G′-modules :

Hom(GH , Q̄p) '
⊕
π∈Ĝ′

πmπ .

En utilisant la suite exacte (4.1), on obtient une borne de mπ :

Lemme 4.1. On a m1 ≥ 1 et pour π 6= 1, on a
∑n
i=1 dim π−τi ≤ mπ avec

égalité si la conjecture de Leopoldt est vraie pour H.

4.2. Une minoration de dim t0Dord. L’inflation-restriction induit l’iso-
morphisme suivant

(4.7) H1(M,ψ−1
♥

) ' H1(H, Q̄p)[ψ−1
♥

]

où V [ψ−1
♥

] est le ψ−1
♥

-sous-espace propre de la Gal(H/M)-représentation V .

Proposition 4.2. Supposons que M a 2r plongements complexes et le
caractère ψ2

♥
est non trivial. Alors :

2[F : Q]− r ≤ dim H1(M,ψ−1
♥

).

Démonstration. Puisque ψ2
♥

est non trivial, π = IndFM (ψ−1
♥

) est irréduc-
tible, donc :

dim H1(H, Q̄p)[ψ−1
♥

] = dim HomG′(π,H1(H, Q̄p)) = mπ.

On note (τik)1≤k≤r (resp. (τi′
l
)) les conjugaisons complexes de GF qui se

prolongent en plongements complexes (resp. réels) de M dans Q̄. On voit
que det(π)(τik) = −1, det(π)(τi′

l
) = 1, dim π−τik = 1 et dim π

−τi′
l = 2.

D’après le lemme 4.1, on a 2[F : Q] − r ≤ mπ, et on conclut par l’iso-
morphisme (4.7). �

Lemme 4.3. Soit pi un premier de F au dessus de p qui se décompose
dans M en vi et vσi , alors dim H1(Mvi , ψ

−1
♥

) = ei.fi.

Démonstration. La p-régularité de ρ implique que H0(Mvi , ψ
−1
♥

) = 0.
D’après la dualité locale de Tate,

H2(Mvi , ψ
−1
♥

) ' H0(Mvi , ψ
−1
♥

(1))∨ = 0.

Finalement, la formule de Tate de la caractéristique d’Euler locale im-
plique

dim H1(Mvi , ψ
−1
♥

) = [Fpi : Qp] = ei.fi. �

On note I ⊂ Sp (resp. I ′ ⊂ Sp) l’ensemble des plongements qui induisent
des premiers pi | p de F tels que ψσ(Frobvi) = αi (resp. ψ(Frobvi) = αi) où
Upi .f = αif .
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Remarque 4.4. La base (e1, e2) telle que ρ|GM = ψ ⊕ ψσ est définie à
des scalaires près (i.e. (e1, e2) ∼ (µe1, µ

′e2) où (µ, µ′) ∈ (Q̄×)2). Si ( a bc d ) ∈
H1(M, ad ρ)Gal(M/F ) dans la base (e1, e2), alors un changement de la base
(e1, e2) à des scalaires près ne modifiera pas a et d et modifiera c et b par
multiplication de scalaires.

Si pi est inerte ou ramifié dans M , alors par ordinarité en p, ψ est non
ramifié en vi et ψ|GMvi = ψσ|GMvi

.
Il en découle que vi se décompose complètement dans H et que ψ′′i /ψ′i est

le caractère quadratique de Gal(Mvi/Fpi). Ainsi, si pi ∈ Sp, en normalisant
la base (e1, e2) de sorte que ρ(σ0) = ( 0 λ

λ 0 ), où σ0 est un élément fixé non
trivial du groupe Gal(Hwi/Fpi). On notera que ρ(σ0) est diagonal dans la
base (e1+e2, e1−e2). Donc on peut supposer que (e1+e2, e1−e2) = (e′i,1, e′i,2)
(voir [4, Section 4]). En effet, avec les notations de la section Section 3.1, un
calcul direct montre que le morphisme de la relation (3.1) est donné dans
la base (e1, e2) par(

a b
c d

)
(C∗i ,D

∗
i )

−→
(
a− c+ b− d

2 ,
a− c− b+ d

2

)
De plus σ0 échange b|GM et c|GM et échange aussi a|GM et d|GM . Ainsi,

si ( a bc d ) ∈ tDord , alors

(4.8) cσ0
vi − a

σ0
vi = cvi − avi et aσ0

vi + avi − cσ0
vi − cvi = 0

avec cvi = i(c) et avi = j(a), où i et j sont les restrictions suivantes :

(4.9) c∈H1(M,ψ−1
♥

) i→ im(H1(Mvi , Q̄p)→ H1(Ivi , Q̄p))
j← H1(M, Q̄p)3 a.

Pour calculer t0Dord , on doit rajouter la condition a + d = 0 qui est
équivalente à dσ = −d.

Proposition 4.5. On suppose que :
(1) Le corps M a 2r plongements complexes.
(2) Le caractère ψ2

♥
est non trivial.

Alors dim t0Dord ≥ [F : Q]− r − |Sp| −
∑

pi∈Sp fi.ei..

Démonstration. Soit ( a bc d ) un 1-cocycle de t0Dord dans la base (e1, e2).
D’après le corollaire 3.3, on a a = dσ. De plus, si a = d = 0, alors les

équations (4.8) impliquent que cvi = 0 pour tout premier pi de F inerte ou
ramifié dans M .

Puisque Sp = I
⊔
I ′, le corollaire 3.4 et les équations (4.8) impliquent

que c (resp. b) est non ramifié en pi ∈ I (resp. pi ∈ I ′) et puisque σ échange
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b et c, on obtient l’inclusion suivante

(4.10) ker
(

H1(M,ψ−1
♥

)
(C∗i )
−→

∏
pi∈I

H1(Mvi , ψ
−1
♥

)

×
∏
pi∈I′

H1(Mvσi
, ψ−1
♥

)
∏

pi∈Sp
H1(Mvi , Q̄p)

)
⊂ t0Dord

D’après les lemmes 4.2, 4.3 et le fait que dimQ̄p Hom(GMvi
, Q̄p) = 2ei.fi+1

si pi est inerte où ramifié dans M , on a la minoration suivante

dim t0Dord ≥ [F : Q]− r − |Sp| −
∑

pi∈Sp
fi.ei. �

5. Calcul de la dimension des espaces tangents de D, Dord et
Dord

det ρ

Dans cette section, on calcule les dimensions des espaces tangents des
foncteurs D, Dord et Dorddet ρ dans le cas où M est totalement réel ou totale-
ment complexe sous certaines conditions sur ρ pour ce dernier cas.

5.1. Le cas où M est totalement réel. On suppose dans cette sous-
section que M est totalement réel et on considère la condition suivante
sur M :
(LM ) la conjecture de Leopoldt est vraie pour M .
Puisque det ρ(τi) = −1 pour tout 1 ≤ i ≤ n (i.e. ρ est totalement

impaire), alors ψ−1
♥

(τi) = −1 pour les conjugaisons complexes (τi){1≤i≤n}
de GF .

En conséquence, les conjugaisons complexes (τi){1≤i≤n} définissent le
même élément c du groupe Gal(H/M) et c est dans le centre de Gal(H/F ).
Ainsi, le sous-corps H+ de H fixé par c est totalement réel et H est un
corps CM.

En généralisant les techniques de [10, théorème 3.1], on obtient la pro-
position suivante.

Proposition 5.1.
(1) Il existe un isomorphisme

Hom
(∏
w|p

U1
w/Ō×H , Q̄p

)
[ψ−1
♥

] ' H1(M,ψ−1
♥

).
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(2) La projection canonique
∏
w|p U

1
w �

∏
w|p U

1
w/Ō×H induit un isomor-

phisme entre les ψ−1
♥

-espaces propres

Hom
(∏
w|p

U1
w, Q̄p

)
[ψ−1
♥

] ' Hom
(∏
w|p

U1
w/Ō×H , Q̄p

)
[ψ−1
♥

].

Démonstration.
(1). D’après la suite exacte (4.1) et l’isomorphisme (4.7), on a

H1(M,ψ−1
♥

) ' Hom
(∏
w|p

U1
w/Ō×H , Q̄p

)
[ψ−1
♥

].

(2). Soit % un élément de Hom(
∏
w|p U

1
w, Q̄p)[ψ−1

♥
]. Pour tout g dans∏

w|p U
1
w, on a :

(5.1) %(g) = ψ−1
♥

(c)%(c(g)) = −%(c(g))

De plus, H est un corps CM et donc le groupe quotient O×H/O
×
H+

est
d’ordre fini (H+ = Hc ⊂ R). Maintenant, on peut voir que la relation (5.1)
implique que ∀ x ∈ O×H+

, on a %(x) = −%(c(x)) = −%(x), donc % se factorise
sur O×H+

et puisque le groupe O×H/O
×
H+

est d’ordre fini, % se factorise sur
O×H . De là, on obtient l’isomorphisme voulu. �

Proposition 5.2. Avec les notations de (4.8), on a :

(1) Si ( a bc d ) ∈ tD ⊂ H1(M, ad ρ)Gal(M/F ), alors a = aσ.
(2) Soit pi un premier de F qui est inerte ou ramifié dans M , alors

cvi = cσ0
vi .

(3) Soient ( a bc d ) ∈ t0Dord ⊂ H1(M, ad0 ρ)Gal(M/F ) et pi un premier de F
qui est inerte ou ramifié dans M , alors cvi et avi sont non ramifiés.

Démonstration.
(1). L’hypothèse (LM ) implique que M.Q∞ est l’unique Zp-extension de

M et donc a = aσ.
(2). Il découle de la proposition 3.4, de (1) et de (4.8) que cvi = cσ0

vi .
(3). On a a+d = 0 et d = aσ, donc l’énoncé (1) implique que a = d = 0 ;

par conséquent, (2) et (4.8) impliquent que cvi est trivial. �

Théorème 5.3. On suppose que M est totalement réel, alors :

(1) dim tD = [F : Q] + 1 et dim tDord = max{1,
∑

pi∈Sp fi.ei}.
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(2) On a l’isomorphisme suivant

(5.2) t0Dord ' Hom
( ∏
w|vσi ,pi∈I

U1
w

∏
w|vi,pi∈I′

U1
w, Q̄p

)
[ψ−1
♥

]

et dim t0Dord =
∑
pi∈Sp

fi.ei.

Démonstration.
(1). Soit ( a bc d ) un élément de tD ⊂ H1(M, ad ρ)Gal(M/F ). D’après la dé-

composition (3.7) et le corollaire 3.3, il suffit de déterminer la dimension
des espaces vectoriels où vivent d et c.

La décomposition (3.7) implique que d ∈ Hom(GM , Q̄p) et puisque la
condition (LM ) est vérifiée, alors dim Hom(GM , Q̄p) = 1.

D’autre part, σ échange b et c et échange aussi vσi et vi quand pi ∈ Sp =
I ′
⊔
I. D’après l’isomorphisme (4.5), les propositions 3.4, 5.1, 5.2 et le fait

que Gal(H/M) permute les places de H au dessus de vi, on a :

(5.3) c ∈ Hom
( ∏
w|vσi ,pi∈I

U1
w

∏
w|vi,pi∈I′

U1
w, Q̄p

)
[ψ−1
♥

]

⊕
(

Hom
( ∏
w|vi,pi∈Sp

U1
w, Q̄p

)
[ψ−1
♥

]
)Gal(Mvi/Fpi )

dim Hom
( ∏
w|vσi ,pi∈I

U1
w

∏
w|vi,pi∈I′

U1
w, Q̄p

)
[ψ−1
♥

]

⊕
(

Hom
( ∏
w|vi,pi∈Sp

U1
w, Q̄p

)
[ψ−1
♥

]
)Gal(Mvi/Fpi )

= [F : Q].

Donc, dim tD = [F : Q] + 1.
Si on suppose de plus que ( a bc d ) ∈ tDord , on doit ajouter la condition

supplémentaire (4.8) quand pi ∈ Sp et dvi est non ramifié quand pi ∈ Sp.
On procède cas par cas :

Si Sp 6= ∅, alors d est non ramifié en une place de M au dessus de p et
il en découle que d est trivial (puisque on a supposé la condition (LM )).
Ainsi, la proposition 5.2 et la relation (4.8) impliquent que cvi est trivial
quand pi ∈ Sp. Donc, (5.3) implique que dim tDord = |I ′F | =

∑
pi∈Sp fi.ei.

Si Sp est vide, les relations (4.8) et d ∈ Hom(GM , Q̄) impliquent que
dim tDord = 1.
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(2). Finalement, si on suppose que ( a bc d ) ∈ t0Dord , alors les relations (5.3)
et (4.8) et la proposition 5.2 impliquent l’isomorphisme désiré et donc
dim t0Dord = |I ′F | =

∑
pi∈Sp fi.ei. �

5.2. Le cas oùH est Galois et diédral sur Q. On a sous les hypothèses
du théorème 1.3 le diagramme suivant

(5.4)

H

F.K = M

K F

Q

Le groupe de Galois Gal(H/Q) est diédral et les extensions M/F , M/K
et K/Q sont quadratiques (K est imaginaire).

La restriction Gal(M/Q)→ Gal(K/Q) induit un isomorphisme

Gal(M/F ) ' Gal(K/Q),

et donc l’ensemble Sp est vide (puisque p se décompose dans K).
On note G le groupe de Galois Gal(H/Q). Avec les notations utilisées

dans la relation (4.5), tout élément de Hom((OH⊗Zp)×, Q̄p) est de la forme

u⊗ 1 7→
∑
g∈G

hg logp(g−1(u⊗ 1))

pour hg ∈ Q̄p.
De plus, la G-représentation régulière Q̄p[G] = Hom((Zp ⊗ OH)×, Q̄p)

est isomorphe à
⊕

π∈Ĝ π
dimπ , où π parcourt l’ensemble des caractères du

groupe G.
D’autre part, on a la décomposition de G-modules :

(5.5) H1(H, Q̄p) '
⊕
π

πmπ ,

où π parcourt l’ensemble des caractères de G. D’après la preuve de Min-
kowski du théorème des unités de Dirichlet, il existe un isomorphisme de
G-modules

Hom(O×H , Q̄p) '
⊕
π∈Ĝ

πdimπ+
,

où π+ et π− sont les sous-espaces propres pour l’action de la conjugaison
complexe c ∈ G.
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Lemme 5.4. Avec les notations ci-dessus, on a :
(1) mπ = dim π− pour π 6= 1 et m1 = 1.
(2) dim π ≤ 2 pour tout caractère π de G. De plus, si dim π = 2, alors

π = IndQ
K ψ, où ψ : GK → Q̄×p est un caractère.

Démonstration.
(1). Puisque K est un corps quadratique imaginaire et H est une exten-

sion abélienne de K, la conjecture de Leopoldt est vraie pour H d’après
Ax–Baker–Brumer [6]. Par conséquent, le dernier morphisme de la suite
exacte (4.1) est surjectif et donc mπ = dim π−.

(2). L’assertion découle immédiatement du fait que G est un groupe
diédral. �

Théorème 5.5. On a :
(1) dim H1(M,ψ−1

♥
) = [F : Q].

(2) ker(H1(M,ψ−1
♥

)→
⊕

pi|p H1(Mvi , ψ
−1
♥

))) est trivial.
Démonstration.

(1). Nos hypothèses impliquent que Gal(H/K) est cyclique et que le
sous-groupe Gal(H/M) de Gal(H/K) est d’indice égal à [F : Q] (où [F :
Q] = 2), donc il existe 2 caractères (ψi)1≤i≤2 : GK → Q̄p qui prolongent
ψ−1
♥

à Gal(H/K). De plus, le lemme 5.4 implique que (IndQ
K ψi){1≤i≤2} sont

les représentations de Gal(H/Q) qui prolonge la Gal(H/F )-représentation
IndFM ψ−1

♥
à Gal(H/Q).

Puisque det IndQ
K ψi(c) = −1, le lemme 5.4 implique que la représentation

absolument irréductible IndKQ ψi apparaît avec une multiplicité égale à 1
dans la somme directe de G-modules (5.5). Par conséquent, la multiplicité
de IndFM ψ−1

♥
dans la Gal(H/F )-représentation H1(GH , Q̄p) est égale à 2,

et puisque π′ = IndFM (ψ−1
♥

) est irréductible, alors

dim H1(H, Q̄p)[ψ−1
♥

] = dim HomGal(H/F )(π′,H1(H, Q̄p)) = 2
Ainsi, le résultat désiré découle de l’isomorphisme (4.7).

(2). D’après le lemme 5.4, on a pour 1 ≤ i ≤ 2 :

dim HomG(IndQ
K ψi,H

1(GH , Q̄p)) = dim H1(GH , Q̄p)[ψi] = 1.
Maintenant, pour tout 1 ≤ i ≤ 2, choisissons un générateur fi du groupe

de cohomologie H1(GH , Q̄p)[ψi]. On peut voir que les 1-cocycles (fi)1≤i≤2
sont des éléments du groupe de cohomologie H1(H, Q̄p)[ψ−1

♥
] (puisque ψi

prolonge ψ−1
♥

à Gal(H/K)).
D’autre part, puisque fi ∈ Hom((OH⊗Zp)×, Q̄p), alors fi est de la forme

suivante :
u⊗ 1 7→

∑
g∈Gal(H/Q)

aig logp(g−1(u)).
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Or fi est un élément du ψi-espace propre Hom((OH ⊗ Zp)×, Q̄p), alors :

aig = ψ−1
i (g)ai1 et aigc = ψ−1

i (g)aic pour tout g ∈ Gal(H/K)

Soit w0 (resp. v) la place première de H (resp. K) au dessus de p induite
par ιp. Si l’image de fi dans Hom(O×Hw0

, Q̄p) est triviale, par la preuve de
Minkowski du théorème des unités de Dirichlet, on sait que tout élément
de Hom(

∏
w|vσ O×H,w, Q̄p) qui est trivial sur les unités globales doit se facto-

riser à travers la norme, donc fi n’appartient pas au ψi-espace propre. Par
conséquent l’espace vectoriel

ker(H1(GH , Q̄p)[ψi]→ H1(GHw0
, Q̄p))

est trivial et de là en déduit que ai1 et aic sont non nuls, puisque σ échange
les groupes de décomposition GHw0

et GHσ(w0) (σ = c).
Si t0 est un générateur du groupe cyclique Gal(H/K) et n′ le cardinal

de Gal(H/K), alors pour tout 1 ≤ i ≤ 2 on a

fi = ai1
∑

0≤j≤n′−1
ψ−1
i (tj0) logp(t

−j
0 ( · )) + aic

∑
0≤j≤n′−1

ψ−1
i (tj0) logp(ct

−j
0 ( · )).

Par conséquent, en écrivant les 1-cocycles {fi}1≤i≤2 dans la base ca-
nonique {logp(g−1( · ))g∈G}, on peut extraire une sous-matrice de Vander-
monde A = (ψ−1

i (tj−1
0 )){1≤i,j≤2}. Puisque ψi 6= ψj pour i 6= j, alors detA 6=

0. Donc, les 1-cocycles {fi}{1≤i≤2} forment une base de H1(H, Q̄p)[ψ−1
♥

] (ai1
et aic sont non nuls).

Soient p1 la place de F au dessus de p induite par le plongement ιp : Q̄ ↪→
Q̄p, et p2 = t−1

0 (p1) l’autre place de F au dessus de p (t0 agit de manière
non triviale sur F ). Donc, Sp = {p1, p2}.

D’après la discussion précédente, on ne peut pas trouver une combinaison
linéaire g = λ1f1 + λ2f2, avec (λ1, λ2) 6= (0, 0), telle que les coefficients de
logp( · ) et logp(t−1

0 ( · )) de cette combinaison g sont nuls en même temps ;
ainsi, il n’y a pas de combinaison linéaire g de f1, f2 triviale en même
temps sur tout les groupes de décomposition de GH aux places {wi}pi∈Sp
(i.e. w1 et w2). De plus, {fi}{1≤i≤2} est une base du Q̄p-espace vectoriel
Hom(GH , Q̄p)[ψ−1

♥
], donc le Q̄p-espace vectoriel

ker
(

Hom(GH , Q̄p)[ψ−1
♥

]→ ⊕
pi|p

Hom(GHwi , Q̄p)
)

est trivial. Finalement, on peut conclure grâce au lemme 3.2. �

Corollaire 5.6. Sous les hypothèses du théorème 1.3, on a :
(1) L’espace vectoriel t0Dord est trivial.
(2) La dimension de l’espace tangent tD est [F : Q] + 1.
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Démonstration.
(1). Puisque Sp est vide, alors l’inclusion (4.10) devient un isomorphisme

car a = dσ = −d ∈ Hom(GM , Q̄p) et donc c’est un morphisme non rami-
fié en les premiers au dessus de p, ainsi a = 0. Donc l’assertion découle
immédiatement de la relation (4.10) et du théorème 5.5.

(2). Soit ( a bc d ) un élément de tD ⊂ H1(M, ad ρ)Gal(M/F ). D’après le théo-
rème 5.5, on a c = 0. Grâce à la relation (3.7) et au corollaire 3.3, il
existe un isomorphisme tD ' Hom(GM , Q̄p), donné par ( a bc d ) → a (car
d = aσ et bσ = c = 0). D’autre part, puisque M est une extension to-
talement complexe de Q de degré 2[F : Q] et que la conjecture de Leo-
poldt est vraie pour H, M possède trois Zp-extensions indépendantes et
dim Hom(GM , Q̄p) = [F : Q] + 1. �

6. Preuves des isomorphismes R ' T

On va démontrer dans cette section les théorèmes 1.1, 1.3 et 1.4.
La variété rigide de Hecke–Hilbert E est réduite et équidimensionelle de

dimension [F : Q] + 1, donc E est lisse en x si, et seulement si, l’espace
tangent de T est de dimension [F : Q] + 1. De plus, le morphisme κ est
étale en x si, et seulement si, l’anneau local T ′ de la fibre de κ(x) en x est
isomorphe à Q̄p.

6.1. Le lieu quasi-ordinaire de la variété de Hecke–Hilbert E.
Dans la proposition suivante, on montre qu’on a une déformation quasi-
ordinaire de ρ en p à valeurs dans T .

Proposition 6.1.
(1) Il existe une représentation continue

ρT : GF,np → GL2(T ),
telle que Tr ρT (Frob`) = T` pout tout premier ` - np de F . La
réduction de ρT modulo mT est isomorphe à ρ.

(2) La déformation ρT est quasi-ordinaire en p.

Démonstration.
(1). Même preuve que la proposition [4, 6.1].
(2). D’après [9, 6.3.6], il existe un ouvert affinoïde de Ω de E contenant

x tel que l’application z → |Up(z)|p est constante et égale à 1 sur Ω(Cp),
où w(Ω) est un ouvert affinoïde de WF , κ : Ω → w(Ω) est fini et de
restriction surjective sur chaque composante irréductible de Ω. Puisque le
lieu quasi-ordinaire En.ord de E est isomorphe au spectre maximal de la
fibre générique de l’algèbre de Hecke quasi-ordinaire en p induite par les
opérateurs de Hecke T` et Upi , où pi | p et ` - pn parcourt les premiers de
F , et que l’anneau T est équidimensionnel, alors les idéaux minimaux de
T correspondent aux familles de Hida quasi-ordinaires en p.



Les variétés de Hecke–Hilbert aux points classiques de poids 1 597

Soient VT le T -module de rang 2 sur lequel GF agit par ρT et (Ki)1≤i≤r
la famille des corps obtenus par la localisation de T en ses idéaux minimaux
et posons Vi = V ⊗T Ki (1 ≤ i ≤ r). Vi est un Ki[GF,np]-module et est la
représentation galoisienne d’une famille de Hida quasi-ordinaire en p qui se
spécialise en f . D’après un résultat de [22], pour tout pk | p il existe une
suite exacte courte de Ki[GFpk

]-modules :

0→ V +
i → Vi → V −i → 0,

où V −i est une droite sur laquelle GFpk
agit par le caractère δpk qui envoie

[y, Fpk ] sur l’opérateur de Hecke T (y), où [ · , Fpk ] : F̂×pk → GabFpk
est le symbol

local d’Artin. Puisque ρ est p-régulière et δpk relève le caractère ψ′′k , on peut
conclure par le même argument que celui utilisé dans la proposition [4, 6.1]
que ρT est quasi-ordinaire en p. �

6.2. Surjection de R sur T .
D’après la proposition 6.1, la représentation ρT induit un morphisme

local continu de Q̄p-algèbres

(6.1) R → T .

On supposera jusqu’à la fin de cette sous-section que la conjecture de
Leopoldt est vraie pour F . Soit A un anneau local artinien d’idéal maximal
mA et de corps résiduel A/mA = Q̄p. Toute déformation de det(ρ) (resp.
(det ρ, (ψ′′i )pi|p)) à valeurs dans A× est équivalente à un morphisme continu
de GF,np (resp. GF,np × (o⊗ Zp)×) vers 1 + mA.

D’autre part, la restriction de la déformation universelle ρR à GFpi
pour

tout pi | p est une extension d’un caractère ψ′′i,R qui relève ψ′′i par un ca-
ractère ψ′i,R qui relève ψ′i. D’après la théorie du corps de classes et puisque
1 +mA ne contient pas d’élément d’ordre fini, l’anneau universel qui repré-
sente les déformations de det ρ (resp. det ρ×(ψ′′i ){pi|p}) est donné par Q̄p[[X]]
(resp. Q̄p[[T1, T2, . . . , Tn+1]]). De plus, Rord (resp. R) a une structure de
Q̄p[[X]]-algèbre (resp. Q̄p[[T1, T2, . . . , Tn+1]]-algèbre) donnée par la déforma-
tion det ρRord (resp. (det ρR, (ψ′′i,R){pi|p})) de det ρ (resp. (det ρ, (ψ′′i )pi|p)).

L’action de Λ sur l’anneau T donnée par le morphisme poids κ est com-
patible avec l’action induite par les caractères det ρT et ceux donnés par
l’image de ψ′′i,R via le morphisme (6.1) (voir [22]). Ainsi, le morphisme (6.1)
est Λ-linéaire et le diagramme suivant est commutatif :

Q̄p[[T1, T2, . . . , Tn+1]]

����

// R

��
Λ // T .
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Lemme 6.2. Le morphisme naturel Q̄p[[T1, T2, . . . , Tn+1]] → Λ est un iso-
morphisme.

Démonstration. Puisque l’anneau Λ est équidimensionnel de dimension
n+ 1, la surjection

Q̄p[[T1, T2, . . . , Tn+1]] � Λ

est un isomorphisme d’anneaux réguliers. �

Proposition 6.3. Le morphisme (6.1) est surjectif.

Démonstration. Puisque T est topologiquement engendré sur Λ par Up pour
tout p | p et T` pour les premiers ` - np de F , il suffit de montrer que ces
éléments sont dans l’image de R via le morphisme (6.1).

Pour tout premier ` - np de F , T` = Tr ρT (Frob`) est l’image de la trace
de ρR(Frob`).

D’autre part, la restriction de ρR à GFpi
pour tout pi | p est une extension

du ψ′′i,R par le caractère ψ′i,R, où l’image du caractère ψ′′i,R dans T est le
caractère δpi qui envoie [y, Fpi ] sur l’opérateur de Hecke T (y) où [ · , Fpi ] :
F̂×pi → GabFpi

est le symbol d’Artin. Ainsi, Upi = [πpi , Fpi ] est dans l’image
du morphisme (6.1) pour une certaine uniformisante πpi du corps complet
Fpi . �

Soit χuniv : GF → (Q̄p[[X]])× la déformation universelle de det ρ.
D’après le lemme 6.2, l’anneau Λ représente le problème de déformation

de (det ρ, (ψ′′i )pi|p) aux éléments inversibles d’une Q̄p-algèbre artinienne A.
Donc, la déformation (χuniv, (ψ′′i )pi|p) de (det ρ, (ψ′′i )pi|p) induit la surjection
suivante :

Λ� Q̄p[[X]].

Le noyau Iaug de la surjection ci-dessus est appelé l’idéal d’augmentation.
On rappelle que

T ord = T /IaugT

En utilisant le même argument, on obtient l’isomorphisme suivant :

(6.2) R/IaugR ' Rord

On note R′ le quotient de R par l’idéal engendré par l’image de l’idéal
maximal de Λ.

Il est facile de voir queR′ est le plus grand quotient p-ordinaire deR dans
lequel ρ peut être déformée avec un déterminant constant. Ainsi, l’anneau
local R′ représente Dorddet ρ.
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6.3. Démonstration du théorème 1.1 et du théorème 1.3.

Théorème 6.4. Sous les hypothèses du théorème 1.1 ou du théorème 1.3,
le morphisme (6.1) est un isomorphisme d’anneaux réguliers.

Démonstration. Le corollaire 5.6 et le théorème 5.3 impliquent que dim tD =
[F : Q] + 1, donc la dimension de l’espace tangent de R est [F : Q] + 1.
D’autre part, l’anneau local T est equidimensionnel de dimension [F :
Q] + 1 (puisque E est equidimensionnelle de dimension [F : Q] + 1) et
par consequent, la proposition 6.3 implique que (6.1) est un isomorphisme
d’anneaux locaux réguliers de dimension [F : Q] + 1. �

L’isomorphisme d’anneaux locaux R ' T et (6.2) impliquent qu’il existe
des isomorphismes Rord ' T ord et R′ ' T ′. Ainsi, on peut conclure grâce
au théorème 5.3 dans le cas où M est totalement réel. Dans le cas où M
est totalement complexe, le corollaire 5.6 implique que T ′ ' Q̄p et donc κ
est étale en x, ce qui achève notre démonstration.

6.4. Rmin = T dans la cas où l’extension M/F n’est pas tota-
lement réelle. Soient hn,ord(n,O) l’algèbre de Hecke quasi-ordinaire en p
construite par Hida dans [23] et h′ la sous-algèbre de Hecke de hn,ord(n,O)
engendrée sur l’algèbre d’Iwasawa par les opérateurs de Hecke Upi pour
1 ≤ i ≤ s et T` pour tous les premiers ` - np de F (on a omis les opérateurs
Uq pour q | n). Il est bien connu que le lieu quasi-ordinaire En.ord de E est
isomorphe au spectre maximal de la fibre générique de l’algèbre de Hecke
h′. Puisque f est ordinaire en p et θ(ψ) est nouvelle en N (de niveau mo-
déré n), il existe un unique morphisme ϕf : hn,ord(n,O)→ O qui envoie T`
sur Tr ρ(Frob`) pour tout premier ` - np de F , et qui envoie Upi sur Upi(f)
pour tout pi | p. On note ϕn,ordθ : h′ → O la restriction du morphisme ϕf
à h′.

On note Pn,ordθ l’idéal premier kerϕn,ordθ et H le complété de l’anneau
local de Spech′ en Pn,ordθ . Après une extension par des scalaires, on peut
supposer que H contient Q̄p.

Soit CO la catégorie des O-algèbres locales complètes noethériennes de
corps résiduel F et dont les morphismes sont les homomorphismes locaux
d’anneaux locaux qui induisent l’identité sur les corps résiduels.

On a les conditions suivantes :
(AIF ) La restriction ρ̄ à G

F (
√

(−1)(p−1)/2p) est absolument irréductible.
(LDp) F est linéairement disjoint de Q(ζp) sur Q et µp(Fp) = {1} pour tout

p | p, où ζp est une racine p-ième de l’unité et µp(Fp) est l’ensemble
des racines p-ième de l’unité de Fp.

La condition (LDp) est plus faible que la condition : p est non ramifié
dans F .
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On suppose dans cette sous-section que la représentation résiduelle ρ ⊗
F = ρ̄ = IndFM ψ̄ est absolument irréductible, minimale au sens de Fuji-
wara [19, Définition 6.11] (ou [24, Section 4.1]), p-distinguée et l’ordre de
ψ est premier avec p. D’après les critères de Schlesinger, le foncteur Dρ̄
des déformations de ρ̄ qui sont minimales et non ramifiées en dehors de
np et quasi-ordinaires en p à valeurs dans les objets de la catégorie CO est
représentable par le couple (Rmin

ρ̄ , ρn,ordF ).
D’autre part, on note hn,ord la composante locale de hn,ord(n,O) corres-

pondant à ρ̄ (hn,ord(n,O) est semi-local) et ρhn,ord : GF,S → GL2(hn,ord)
la déformation quasi-ordinaire en p de ρ̄ construite par Hida dans [23] qui
envoie Frob` vers T` pour tout premier ` - np de F . Sous les hypothèses
du théorème 1.4, la représentation ρ̄ est minimale (voir par exemple [24,
Section 4.1 et Section 4.4]), et donc le théorème de Fujiwara [19] appliqué
à la représentation résiduelle ρ̄ nous donne que Rmin

ρ̄ ' hn,ord.
Pour tout premier q de F divisant n, on note aq la valeur propre de f

pour l’opérateur de Hecke Uq.
Soit Dmin le sous-foncteur de D qui consiste en les déformations ρA qui

sont minimales, dans le sens où pour tout q | n tel que aq 6= 0, l’espace
des Iq-invariants dans ρA est un A-module libre de rang 1. Le foncteur
Dmin est représentable par (Rmin, ρRmin). Puisque la représentation ρ est
une déformation de ρ̄, il existe un isomorphisme (après une extension par
des scalaires) entre Rmin et la complétion de la localisation de Rmin

ρ̄ par
l’idéal premier de hauteur 1 donné par le noyau du morphisme

Rmin
ρ̄ → O

qui induit la déformation ρ de ρ̄ (voir [27, 2.3.5]). De plus, la déformation
ρRmin est le tiré-en-avant de ρn,ordF par le morphisme de localisation Rmin

ρ̄ →
Rmin.

Lemme 6.5. Avec les notations ci-dessus, on a :
(1) Il existe un isomorphisme (H, ρH) ' (Rmin, ρRmin).
(2) Il existe un isomorphisme H ' T .
(3) L’application canonique Spechn,ord(n,O) → Spech′ induit un iso-

morphisme sur les complétés des anneaux locaux aux points associés
à f .

Démonstration.
(1). Soit pf l’idéal premier de hauteur 1 de hn.ord correspondant à f .
Puisque le foncteur Dmin est la fibre générique du foncteur Dρ̄, alors l’iso-

morphisme Rmin
ρ̄ ' hn,ord et le lemme [27, 2.3.5] impliquent l’isomorphisme

suivant (après localisation)

Rmin ' ĥn,ordpf ⊗̂Q̄p,
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où ĥn,ordpf est la complétion de l’anneau local de Spechn,ord en pf . D’après
Nyssen [29] et Rouquier [33], Rmin est engendré sur Λ par la trace de ρRmin .
Donc le morphisme Rmin → ĥn,ordpf ⊗̂Q̄p se factorise à travers H. Ainsi, on
obtient l’isomorphisme voulu (H, ρH) ' (Rmin, ρRmin).

(2). D’après la construction de la variété p-adique rigide E , il existe un
isomorphisme de variétés analytiques rigides En.ord ' (Spech′[1/p])rig in-
duisant un isomorphisme naturel sur les complétés des anneaux locaux en
tout point.

(3). D’après la preuve de l’assertion (1), on aH ' Rmin ' ĥn,ordpf ⊗̂Q̄p. �

6.5. Preuve du Théorèmes 1.4. Soit Dordmin le sous-foncteur de Dmin qui
consiste en les déformations ρA qui sont ordinaires en p. Le foncteur Dordmin
est représentable par Rordmin.

On a l’isomorphisme suivant :
(6.3) Rmin/IaugRmin ' Rordmin

On note R′min pour le quotient de Rmin par l’idéal engendré par l’image
de l’idéal maximal de Λ.

On remarque que R′min est le plus grand quotient p-ordinaire de Rmin
dans lequel ρ peut être déformée avec un déterminant constant. Ainsi, l’an-
neau local R′min représente le sous-foncteur Dorddet ρ qui consiste en les défor-
mations qui sont minimales.

D’après le lemme 6.5, on a un isomorphisme entre Rmin ' T .
De plus, (6.3) implique qu’il existe des isomorphismes entre

Rordmin ' T ord et R′min ' T ′.
Dans nos calculs de l’espace tangent du foncteurD, la condition minimale en
q | n est toujours vraie pour les 1-cocycles, puisque n’importe quel élément
de Hom(GH , Q̄p) est non ramifié en dehors de p et ρ est d’image finie.
Ainsi, les espaces tangents de R′ et de R′min sont égaux et donc l’espace
tangent de R′min est non trivial d’après la proposition 4.5, ce qui achève
notre démonstration.

6.6. La courbe de Hecke–Hilbert parallèle CF au point x. La courbe
de Hecke–Hilbert parallèle CF est équidimensionelle de dimension 1.

Corollaire 6.6. On a :
(1) Sous les hypothèses du théorème 1.4 et si M a au plus 2([F : Q]−2)

plongements complexes et Sp est vide, alors f est un point singulier
de la courbe de Hecke–Hilbert CF .

(2) Supposons que M est totalement réel, la conjecture de Leopoldt est
vraie pour M et

∑
pi∈Sp ei.fi ≥ 2, alors f est un point singulier de

la courbe de Hecke–Hilbert CF .
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Démonstration.
(1). Puisque Rordmin ' T ord, la proposition 4.5 implique que la dimension

de l’espace tangent de T ord est au moins 2, or la dimension de Krull de T ord
est 1 (puisque CF est equidimensionnelle de dimension 1), d’où le résultat.

(2). Même argument que dans (1) combiné avec le théorème 5.3. �

Remarque 6.7. La variété de Hecke existe si NF
Q (n) ≥ 4, car sa construc-

tion dépend de l’existence d’un schéma qui représente l’espace de modules
de Hilbert–Blumenthal, et pour NF

Q (n) < 4, cet espace de modules n’est
pas représentable par un schéma.

Puisque l’algèbre de Hecke h′ est finie et sans torsion sur l’algèbre d’Iwa-
sawa, alors les théorèmes [21, 2.4] et [35, 3] impliquent que l’anneau local
H est equidimensionnel de dimension [F : Q] + 1, et ainsi si NF

Q (n) < 4,
nos théorèmes restent vraie après avoir remplacer T par H.
6.7. La variété de Hecke–Hilbert pleine E full. Soit E full la variété
analytique rigide de Hecke–Hilbert de niveau modéré n induite par les opé-
rateurs de Hecke T` pour ` - np et U` pour ` | np. Elle est munie d’un mor-
phisme localement fini surjectif E full → E compatible avec κ et qui n’est pas
injectif (car NF/Q(n) ≥ 4). Après avoir composé le pseudo caractère (2.1)
avec le morphisme OE(E) → OE full(E full), on obtient un pseudo-caractère
de dimension 2

Psfull : GF,np → O(E full).
D’après la construction de E full, il existe une bijection entre E full(Q̄p) et

les systèmes de valeurs propres T`(x) (` - np) et U`(x) (` | np) apparaissant
dans l’espace des formes modulaires surconvergentes cuspidales de pente
fini et de poids donné par κ.

Soient T full le complété de l’anneau local de E full au point x associé à f ,
mfull
T l’idéal maximal de T full et T ′full := T full/mΛT full l’anneau local de la

fibre de κ(x) en x. Le morphisme E full → E induit un morphisme T → T full

et donc il existe une représentation continue
ρfull
T : GF,np → GL2(T full),

telle que Tr ρfull
T (Frob`) = T` pour tout ` - np. La représentation ρfull

T est
quasi-ordinaire en p et sa réduction modulo mfull

T est isomorphe à ρ.
Il est connu que l’ouvert fermé E full,0 de E full défini par |Up| = 1 est

le spectre maximal de la fibre générique de hn,ord(n,O) (i.e. E full,0(Cp) =
Spm hn,ord(n,O)[1/p](Cp)).

On note V le T full-module libre de rang 2 sur lequel GF agit par ρfull
T .

On utilise un argument similaire à celui utilisé dans l’article [4, 7.1] pour
démontrer la proposition suivante.
Proposition 6.8. Soit ` un premier de F qui divise n. Alors :

(1) ρfull
T (I`) est d’image finie.
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(2) Si a`(f) 6= 0, alors V I` est libre de rang 1 sur T full, et est une somme
directe dans V et ρfull

T (Frob`) agit sur V I` par multiplication par U`.
(3) Si a`(f) = 0, alors V I` = 0 et U` = 0 dans T full.

Démonstration.
(1). La preuve est la même que celle de [4, 7.1] en remarquant que le

théorème de monodromie en famille de Grothendieck est valable dans notre
cas (voir [3, Lemma 7.8.14]).

(2). Soient GF` un groupe de décomposition de GF en le premier ` de
F et I` ⊂ GF` le groupe d’inertie en `. Puisque f est de poids parallèle
1, alors ρ|GF` ne peut pas être du type Steinberg, et donc la compatibilité
local-global des correspondances de Langlands est connue pour f (voir [25],
[30] et [32]). Puisque a`(f) 6= 0 et ρ est d’image finie, alors grâce à la
compatibilité local-global des correspondances de Langlands, ρ|GF` est la
somme de deux caractères φ′⊕φ′′, tels que φ′ est non ramifié et φ′(Frob`) =
a`, et φ′′ est ramifié car f est nouvelle en N (voir [25, théorème 6.1]). Ainsi,
grâce aux résultats [34, théorème 2], [8, théorème A], [32, théorème 3.1]
et [30], les même arguments que ceux utilisés dans la preuve de [4, 7.1] se
généralisent directement à notre cas.

(3). Si a`(f) = 0, alors [25, théorème 6.1] implique que dimQ̄p ρ
I` = 0

(compatibilité local-global des correspondances de Langlands). Grâce aux
résultats [34, théorème 2], [8, théorème A], [32, théorème 3.1] et [30], les
même arguments que ceux utilisés dans la preuve de [4, 7.1] se généralisent
directement à notre cas. �

D’après la proposition 6.8, la déformation ρfull
T définit un point du fonc-

teur Dmin et donc il existe un morphisme de Q̄p-algèbres

π : Rmin → T full

Proposition 6.9. Le morphisme Rmin → T full est surjectif et le plonge-
ment naturel T ↪→ T full est un isomorphisme.

Démonstration. Même argument que celui utilisé dans la proposition [4,
7.2]. �

7. Preuve du Théorème 0.5

On démontre le théorème 1.2 dans cette section en utilisant les techniques
de [12].

L’existence du sous-groupe canonique sur un voisinage strict du lieu or-
dinaire de la variété de Hilbert implique que f ∈ S†1(n, χ)[[f ]], où S†1(n, χ)[[f ]]
est l’espace propre généralisé associé à f dans l’espace des formes surconver-
gentes de poids 1. En utilisant le même argument que celui déjà utilisé dans
la démonstration de la proposition [13, 1.1], on a dimQ̄p S

†
1(n, χ)[[f ]] = 1 si,
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et seulement si, E est étale sur WF en x (car θ(ψ) est nouvelle en N et
T ' T full).

Sous les hypothèses du théorème 1.1 et si de plus Sp est non vide, alors
il existe un morphisme surjectif π : T ′ → Q̄p[ε] de noyau Iπ. Iπ annule un
sous-espace S†1(n, χ)[Iπ] de dimension 2 de S†1(n, χ)[[f ]] = HomQ̄p(T

′, Q̄p) et
ce sous-espace contient une forme propre généralisée normalisée f †π (on a
T full ' T ).

Pour tout idéal premier q de F , on note respectivement aq(f †π) et aq(f)
les coefficients de Fourier de f †π et f . D’autre part, avec le même argument
utilisé dans [12], l’opérateur de Hecke Tq, où q - np, agit sur f †π de la manière
suivante

(7.1) Tqf
†
π = aq(f)f †π + aq(f †π)f

On rappelle que H est le corps fixé par kerψ♥ et que G′′ = Gal(H/M).
Soit ` - np un premier de F qui est inerte dans M , alors le premier de
M au dessus de ` se décompose complètement dans H (puisque ρ est non
ramifié en `). On note Σ` l’ensemble des premiers de H au dessus de `.
Puisque l’extension H/M est galoisienne, G′′ agit sur Σ`. Soient λ ∈ Σ` et
uλ ∈ OH [1/λ]×⊗Q une λ-unité de H de λ-valuation égale à 1. uλ est défini
à une unité près et l’élément

(7.2) u(ψ♥ , λ, gi) =
∑
h∈G′′

ψ−1
♥

(h)⊗gi◦h(uλ) ∈ Q̄⊗gi(OH)[1/`]× où gi ∈ I ′F

est indépendant du choix de uλ, puisque H est CM (car M est totalement
réel) et donc on n’a pas d’unité de Q̄⊗O×H dans le ψ♥-sous-espace propre.

Soit e2 un vecteur propre de Q̄2
p pour ψσ et e1 = ρ(σ)e2. Dans la base

(e1, e2), on a

(7.3) ρ|GM =
(
ψ 0
0 ψσ

)
ρ|GF \GM =

(
0 η′

η 0

)
où η et η′ sont des fonctions de GF \ GM à valeurs dans Q̄ définies par
η(h) = ψ(σh) et η′(h) := ψ(hσ−1).

Soient σλ ∈ Gal(Hλ/F`) ⊂ Gal(H/F ) le Frobenius en ` attaché à la
place première λ et Hψ le corps de nombres fixé par ψ (H ⊂ Hψ). D’après
la relation [12, (13)], η(σλ) ne dépend pas du choix du premier de Hψ au
dessus de λ.

On a les relations suivantes (voir [12, (13)])

(7.4)
∀ g ∈ Gal(H/M), η(σg(λ)) = ψ(σσg(λ)) = ψ(σgσλg−1)

= ψ♥(g)−1ψ(σσλ) = ψ♥(g)−1η(σλ)
∀ g ∈ Gal(H/M), u(ψ♥ , g(λ), gi) = ψ♥(g)u(ψ♥ , λ, gi)
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D’après la relation (7.4), l’élément u(ψ♥ , `, gi) = ψ(σσλ) ⊗ u(ψ♥ , λ, gi)
de Q̄⊗ gi(OH)[1/`]× dépend uniquement de ` et non du choix du premier
λ ∈ Σ`.

D’après théorème 5.3(2), le morphisme Ψ′ : (OH ⊗Zp)× → Q̄p défini paru⊗ 1 7→
∑
gi∈I′F

αi
∑
g∈G′′

ψ♥(g) logp
(
ιp ◦ gi ◦ g−1(u)

)
est associé à un unique élément de l’espace tangent de T ′ (i.e. Ψ′ = b|GH =
cσ|GH ∈ H1(H, Q̄p)[ψ♥ ]) et donne aussi un unique morphisme surjectif π :
T ′ → Q̄p[ε] associé à Ψ′ qui induit une déformation ρ̃ : GF → GL2(Q̄p[ε])
de déterminant égal à det ρ.

D’après l’isomorphisme (4.7), on peut étendre Ψ′ à un 1-co-cycles de
H1(GM , ψ♥) de manière unique (à co-bords près).

Le déformation ρ̃ de ρ est de la forme ρ̃ = (1 + ερ1)ρ, où ρ1 ∈ t0Dord ⊂
H1(F, ad ρ), donc :

(7.5) ρ̃|GM =
(

ψ ψσΨ′.ε
ψΨ.ε ψσ

)
ρ|GF \GM =

(
d1.ε η′

η d2.ε

)
H. Darmon, A. Lauder and V. Rotger ont montré dans [12] les proposi-

tions suivantes.

Lemme 7.1 ([12, 2.1]). La fonction Ψ (resp. Ψ′) appartient au groupe de
cohomologie H1(M,ψ−1

♥
) (resp. H1(M,ψ♥)). De plus, on a les relations

suivantes après restriction des fonctions ci-dessus à GH :

(7.6) Ψ′(h) = η′(τ)
η(τ) Ψ(τhτ−1),

où τ ∈ GF \GM .

Lemme 7.2 ([12, 2.2]). Pour tout premier ` de F inerte dans M et pour
tout λ ∈ Σ`, on a

Ψ′(Frobλ) =
∑
gi∈I′F

αi logp(u(ψ♥ , λ, gi)).

La déformation ρ̃ est la repréntation galoisienne associée à une forme
modulaire propre surconvergente de poids 1 à coefficients dans Q̄p[ε], notée
f̃ = f + f †πε. La forme modulaire f †π est une forme propre généralisée et
normalisée comme dans l’introduction et ses coefficients de Fourier peuvent
être interprétés de la manière suivante :

(7.7) Tr(ρ̃(Frob`)) = a`(f) + a`(f †π)ε,

où ` - np.
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Soit ` - np un premier de F qui se décompose dans M , alors Frob` ∈ GM
et donc Tr(ρ̃)(Frob`) = a`(f). Ainsi, on a démontré la première partie du
théorème 1.2.

Maintenant, soit ` - np un premier de F qui est inerte dans M . On
fixe un plongement ι` : Q̄ ↪→ Q̄` qui induit un plongement du groupe de
décomposition GF` dans GF . Si Frob` est un Frobenius de GF en ` alors
Frob2

` est le Frobenius de GM associé au premier de M au dessus de `. Soit
λ ∈ Σ` la place première canonique de H au dessus de ` induite par ι`
(σλ = Frob`).

D’après les relations (7.5) et (7.7),
(7.8) Tr(ρ̃(Frob`)) = (d1(Frob`) + d2(Frob`))ε = a`(f †π)ε,
D’autre part, en utilisant (7.5), un calcul direct de ρ̃(Frob2

` ) implique

(7.9)
(
∗ ψσ(Frob2

` )Ψ′(Frob2
` )ε

∗ ∗

)
=
(
∗ η′(Frob`)(d1(Frob`)+d2(Frob`))ε
∗ ∗

)
.

Donc, ψσ(Frob2
` )Ψ′(Frob2

` ) = η′(Frob`)(d1(Frob`) + d2(Frob`)).
Finalement, il découle de la relation (7.7) et de la proposition [12, 2.2] que

a`(f †π) = η(Frob`)Ψ′(Frob2
` ) = η(Frobλ)Ψ′(Frobλ).
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