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SUR UN PROBLEME NON LINEAIRE POUR LA DIVERGENCE
ET LE DETERMINANT

B. DACOROGNA

Abstract. On étudie dans cet article, dédié & Denis Serre pour ses soixante ans, les
problémes
divu = f (z,u,Vu) dans Q
{ u = ug sur 0f)
et
det Vo = f(z,0,Vo) z€Q
{ pzr)=2x x € 090.
On montre que sous des hypothéses appropriées les deux problémes sont résolubles sans
conditions intégrales.

1. INTRODUCTION

Soient 2 C R™ un ouvert borné régulier et f = f (z,y, z) . On va étudier les deux
problemes suivants
divu = f (z,u(z),Vu(z)) z€
u(x) = ug (z) x € 09
et
det Vo = f (z,0(x), Ve (z)) =€
olx)==x x € 0fd.
Il est évident que si la fonction f ne dépend que de z, le premier probléme est

résoluble (si et) seulement si
/ f = / div (%)
Q Q

[ 1 =mese

Par contre dés que f dépend aussi de (y, z), dans de nombreux cas (cf. Théoréme
4.1 pour le premier cas et Théoréme 5.1 pour le second) les conditions intégrales
ne sont plus nécessaires. Ce phénomeéne apparait déja dans le premier cas méme si
f est linéaire en la variable y et sans dépendance en z (cf. Théoréme 3.1) comme
étudié par Csato-Dacorogna [3].

et le second (si et) seulement si

2. NOTATIONS ET HYPOTHESES
Soit f: R™ x R" x R™*"™ - R, f = f (2,9, 2). On dénotera par
of of )
==, ,=—— ] € R

et idem pour f, € R™*". Voici les hypothéses que nous utiliserons dans cet article.

(i) On va noter, pour u € C* (ﬁ; R") ,

flul = flu](x) = f(2,u(z), Vu(z))

et de méme pour f, [u] et f. [u] & savoir

fyll (@) = fy (v, u (), Vu(z)) et flu](z) = f. (2,u(z), Vu(z)).

Math. classification: 58-02, 35F50, 58 A10.
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(ii) On aura toujours que n > 2 et r > 0 sont des entiers, 0 < 3 < s < 1,
ug € C«r—i—l,s (Q;R") .

(iii) On supposera, entre autres, que f € C™* (V) ou
V =Qx B" x B"*"
et B™ est la boule unité de R™ et on supposera de plus qu’il existe A > 0 tel que
Willrsns @)+ 1 F:lorens () < A
Si r =0, il faut remplacer ’hypothese précédente par
nyHcl,l(V) + ||fz||01,1(v) <A

(iv) Le domaine ©Q C R™ sera toujours supposé régulier et borné.

3. LE CAS DE LA DIVERGENCE INHOMOGENE

On commence par discuter le cas linéaire. Voici le théoreme (cf. Théoréme 3
dans [3]) que nous utiliserons ci-apres.

THEOREM 3.1. — Soient
geC™ @), el (MR et ae O (TLRY)
tel que
inf t >6>0.

inf {rota (@)} > 6>
Alors il existe u € C™+1:8 (ﬁ; ]R") satisfaisant

divu + (a;u) =g dans Q2

U = ug sur 0f).
De plus la correspondance (g,ug) — w peut étre choisie linéaire et il existe un
c=c(r,s,Q,algrra.,0) tel que
||“Hcr+1,s < C(||9||cr~s + ||U0Hcr+1,s) .

Remark 3.2. — (i) Du point de vue de la régularité le théoréme est optimal
pour g, ugp et u, mais pas pour a. La régularité optimale devrait étre a € C™°.

(ii) En fait 'hypothése rot a # 0 sur 9 peut étre affaiblie. La condition optimale
est que a n’est pas un gradient. Il est en effet établi dans [3] (cf. Théoréme 2) que si
le domaine est simplement connexe, alors le résultat est vrai (mais sans la régularité
optimale sur a, g et ug) sous la seule hypothese

rota (zg) # 0 pour un certain zo € .

(iii) Dans [3] (cf. Théoreme 5), il est aussi montré que si g € C™* () uy €

Crths (;R™) et a € C™* (4 R™) est tel que
rota =0dans Q@ mais AAeCTH(Q) avec a = grad A

(ce qui implique que le domaine 2 n’est pas simplement connexe), alors il existe
u € Crtls (Q; R”) satisfaisant toutes les conclusions du théoreéme ci-dessus.

(iv) Soient

X = {U S CT+1’S (ﬁ, Rn) : ’U,|8Q = Uo} s Y =(C"° (ﬁ)
et L Vopérateur qui a u € X associe g € Y tel que
divu + {a;u) = g.

La construction du théoréme montre qu’il existe un opérateur linéaire L=! : Y — X
qui associe a tout g € Y un unique u € X tel que Lu = g. En conclusion, méme si

le probléme considéré dans le théoréeme a une infinité de solutions, le processus de
construction est linéaire et choisit un unique élément.
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4. LE CAS DE LA DIVERGENCE NON LINEAIRE
On va supposer pour ce cas qu’en outre
1y ol a7y < s £ lwo] =0t inf {Jrot [f, [uo]] (@)} >8> 0. (4.1)

Par la suite on dénotera une norme Hu||cab(§) par seulement ||u|| b -

THEOREM 4.1. — Sous les hypothéses ci-dessus, il existe € = € (r,s,8, 6, \, u) >
0 tel que si
|divug — f [’“O]”cmg <€
alors il existe v € CT+1:s (ﬁ; R”) satisfaisant
divu = fu] dans Q
U = Ug sur 0f)
et de plus il existe ¢ = ¢ (r,s,8,0, A, u) > 0 tel que
[u = uollgrir < clldivue — f [uo]ll s -
Remark 4.2. — (i) 1l faut faire attention & l'interprétation du résultat (cf. Ex-
emple 5.4). En effet le probléme de P'estimation
Idivaso — £ [uo]llgos < €
est qu’elle fait apparaitre f a gauche et & droite (dans le €). Si par contre (cf.
Exemple 5.3)
fx,y,2) =g(x)+h(z,y,2)
avec h [ug] = 0, alors la condition devient
lg —divue||cos <€
et le € ne dépend pas de g.
(ii) En utilisant la Remarque 3.2 (iii) on peut remplacer les hypothéses (4.1) par
[z [uo] =0 et
rot fy [ug) =0 mais AA€C™H*(Q) avec f, [ug] = grad A
et obtenir le théoreme.
Proof. — Le théoréme est démontré en combinant ’estimation linéaire (cf. Théo-
réme 3.1) et un point fixe élémentaire (comme dans [1] ou [2]).

Etape 1. On se rameéne d’abord au cas ot ug = 0. On pose u = v+ug , ’équation
devient alors
divu = dive + divug = f (z,v + ug, Vv + Vug)
Donc si on pose

f (x,y,z) = f (xay + uo (.’E) 2+ vuO ((E)) - diVUO (.’E)
on a que
rot []?y [O]] (x) =rot[fy [uo]] (x) #0 pour tout x € 9N
et
£00] () = f. [ug] () =0 pour tout x € .
On a ainsi réduit le probleme a
dive = f[v] dans Q
v=20 sur 0f2.
Etape 2. On pose g = f — f[0] — (f, [0];y), c’est & dire
q(l',y,z) = f(SE,y,Z) 7f(xaoa0) - <fy (I,0,0),y> .
Comme f, (2,0,0) =0, on a que
q0]=0, ¢,[0]=0 et ¢.[0]=0. (4.2)
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Donc le probléme devient
{ divu — (f, [0];u) = f[0] +¢q[u] dans
u=0 sur 0f2
ou encore ’équation dans € se lit
dive (@) = (£, (2,0,0) 0 (2)) = f (2,0,0) + q (z,u(2), Vu (2))..
Etape 3. Soient
X, = {v eCt® (ﬁ; R”) D vlaq = 0}, Xy = {v e Crtls (ﬁ; R") Dv|on = O} ,
Vi =C%(Q) et Yo=0C""(Q).

Observer que I’hypothese (Hxy) du Théoreme 18.1 dans [4] est satisfaite. On
définit ensuite 'opérateur

Lu=divu — (f, [0];u) .

Par le Théoreme 3.1 on a que L : Xo — Y5 est tel que, pour tout g € Y5, il existe
un unique v € Xy satisfaisant Lv = g ('unicité doit étre comprise dans le sens de
la Remarque 3.2 (iv)) et il existe une constante ¢; = ¢ (r,s,,0, ) > 0 telle que

y, VgeYs, i=1,2.

1279l < ellg
L’hypotheése (Hr) du Théoréme 18.1 dans [4] est donc vérifiée.
Etape 4. Soit 'opérateur non linéaire
Q (u) = q[u]

et montrons que @ satisfait 'hypotheése (Hg) du Théoréme 18.1 dans [4]. De fagon
plus précise on va établir que

Q:B={ueXs:|uly, <1} =Y,
et qu’il existe une constante co = ¢ (1, 5,82, A) > 0 telle que
1Q(w) = Q()lIvy < ez (lullx, + [lvllx,) llu —vll, (4.3)

1)y, < czllvllx, llvllx, (4.4)
pour tout u,v € B.

Etape 4.1. Commencons par une étape préliminaire. Noter que, comme ¢ [0] = 0

(ct. (4.2)),

1
d
q(z,y,2) =/ p lq (x,ty,tz)] dt
0

- / Uy (2,1, t2) 59) + (0 (9, £2) ; 2)] it

et donc, en se rappelant que ¢, [0] =0 et g, [0] = 0 (cf. (4.2)),

Qlul = / gy [tu] — gy (0] ) + {gs [tu] — g2 [0]; V] .

Comme les deux termes vont étre estimés de la méme fagon et que le ¢ et I'intégrale
ne jouent aucun role dans 'estimation, on va prouver (4.3) et (4.4) pour

Q [u] = <qz [u] ,VU> = <CIz [u] — 4z [0] 7vu> .
Par la suite on dénotera par v; = 7; (r, 5,2, \) > 0 des constantes.
Etape 4.2. Montrons 'inégalité (4.3). On a que
Q[v] = Q[w] = (g: [v]; Vv) — (g: [w]; Vw)
= (q: [v] = q. [w]; Vv) + (q. [w] — ¢. [0]; Vv — Vw) .
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Par le Théoréme 16.28 dans [4] on trouve
1Q[v] = Qwlllgos < llg=[v] = a= [wlll oz (v
+ a! ||QZ [’LU} — 4z [O]HCO,;(V

0]l ¢1.3
o —wligiz -

)

)
On déduit donc, en se rappelant que ||v||qis, |w||cis < 1, (cf. Théoreme 16.36
dans [4])

HQ[U] _Q[M]HCO,S Y2 ||QZH01 1( ) [HU chl,E

et ainsi

vllerz +llwllers lv = wlleas]

1Q[v] = Qwlllos <3 llvlicrs + wlers]llo —wlens
ce qui est exactement (4.3).
Etape 4.3. Prouvons l'inégalité (4.4). A nouveau par le Théoréme 16.28 dans [4]

1Q o]llore < 71 |llgz [olllco w7y 0l grsne + Nz [lllgrs 7y 0l

On distingue alors deux cas.
Cas 1: » = 0. On obtient alors (cf. Théoréme 16.36 dans [4])

1Q[]llco.s < 12llazllcra(wy llWllen ollere +lvllers ollen]-

qui implique
1Qlllcos <3 llvllcrs vl
comme souhaité.
Cas 2: r > 1. On a alors (cf. Théoréme 16.36 dans [4]) que

1Q[lllcre <2 llazllcra(wy Ivller [Vllgrne + 72 [zl grrne (7 [Vl grens IWllcn -

Ceci nous conduit a

”Q [’U]HC’T‘S <73 ”UHC’LF U||CT+1,S

et donc (4.4) est bien démontrée.
Etape 5. Par le Théoréme 18.1 dans [4], on déduit que, pour tout f € Yy =

cns (ﬁ) , satisfaisant
1 1
17 Ollens < e=min{ 51}

8cica 2¢y
alors le probleme

{ divu — (f, [0];u) = f[0] + ¢[u] dans Q
u=0 sur 0f2

a une solution u € C" s (ﬁ; R”) vérifiant

ull x, < 2e1 [ £[0]]ly, -
Le théoreme est donc démontré. O

5. LE CAS DU DETERMINANT
On suppose maintenant que (id dénote Papplication identité, i.e. id (z) = x)

1y lidlllgrsas vy < o folid] = 0t inf {[rot[fy, [id]] ()]} =26 >0.  (5.1)

THEOREM 5.1. — Sous les hypothéses ci-dessus, il existe € = € (1, 5,8, 0, A, u) >
0 tel que si
£ ld] = 1lcos <€
alors il existe ¢ € Diff "t1* ((; R™) satisfaisant
det Vo = f(x,p(x), Ve (x) z€Q
{ o)==z x € 0.
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et de plus il existe ¢ = ¢ (r,s,Q,0,\, ) > 0 tel que
Ccrits S c|lfid] - 1]

Remark 5.2. — (i) Comme déja indiqué il faut étre trés prudent dans inter-
prétation de ’estimation

lp —id] e

[ [id] = 1oz <€
sinon (cf. Exemple 5.4) on arrive & une contradiction. Par contre si f a une structure
spéciale (cf. Exemple 5.3), alors le résultat est plus facile & interpréter.

(ii) En utilisant la Remarque 4.2 (ii) on peut remplacer les hypothéses (5.1) par
f-lid] =0 et

rot fy [id =0 mais AAeC"*(Q) avec f, [id] = grad A
et obtenir le théoreme.
Commengons par un exemple ou le théoréme s’applique bien.
Example 5.3. — Soit
f@y,2) =g (@) +h(z,y,2)

ou
([ 7y

orins(7) Felloranswy <A et lhy [id]lgreas () < p
hlid| =0, h,[id=0 et Iielgfgﬂrot [hy [id]] (z)|} = 6 > 0.

Alors le théoréeme dit qu'’il existe € = e (r, 5,8, 9, \, u) > 0 tel que si

lg = Ulcos S €

alors on a une solution. Noter que le membre de gauche est indépendant de (d, A, p) .
Un exemple encore plus explicite est donné par

h(e,9,2) = {a (@) sy — 2+ |2 — I

ou infyepq {|rota (z)|} = 0 > 0.

Voyons maintenant un exemple ot il peut y avoir un probléme.

Example 5.4. — Soient f (z,y,z) =a(x)b(y) ou

a(xi,xe) =14+ ax; et b(y,y2) =1+ ays.
Noter que f, =0, f, = (1 + az1) (0, ) et donc
rot f, = o’

Considérons le probleme

{ det Vi = f (z,0(z), Ve (z) =a(z)b(p(r)) z€Q
o)== x € 0.

On sait que pour résoudre ce probleme (cf. le théoréme classique dans [5]) il faut

(et il suffit) que
dz
/Q v = /Qa (z) dx.

Toutefois le Théoreme 5.1 a lair de s’appliquer si
£ id] = 1| oz = lab — 1| oz < €

ce qu’on peut apparemment toujours faire en choisissant « suffisamment petit. Le
probléme est que le € dépend de iang {[rot f,|} = &2, ce qui fait que le théoréme est

inapplicable.
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Proof. — Notons
h(z) =det (I 4+ z) — (1 4+ trace(z2))
(remarquer que h est surquadratique) et
gz, y,2)=f(r,o+y,I+2)—1—h(z).
Observer alors que, si ¢ = id +u,
det Vo =det (I + Vu) =1+ divu + h (Vu)
et donc I’équation det Vo = f [p] devient
divu= f(z,z+u(z), ] +Vu(z))—1—-h(Vu)=g(z,u(z),Vu(z)).

On peut donc appliquer le Théoreme 4.1 avec f = g et ug = 0 pour obtenir le
résultat. (]
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