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Prolongement d’un courant positif
quasi-plurisurharmonique

NOUREDDINE GHILOUFI
KHALIFA DABBEK

Résumé

Le but de cet article est de montrer un résultat de prolongement d’un courant
positif, défini en dehors d’un obstacle fermé, dont le dd® est dominé par un courant
positif fermé de masse localement finie. On étudie divers types d’obstacles : soit
un ensemble fermé pluripolaire complet, soit ’ensemble des zéros d’une fonction
strictement k-convexe positive. Dans la troisiéme partie, sous des conditions sur
la dimension de HAUSDORFF de 'obstacle, on démontre le prolongement d’un tel
courant. On termine par une application sur le prolongement d’un tel courant a
travers une variété non Levi-plate. On améliore ainsi des résultats de DABBEK,
ELKHADHRA et EL MIR.

Extension of a positive quasi-plurisuperharmonic current

Abstract

We prove in this article an extension theorem for a positive current defined
outside of a closed set ("obstacle"), such that its dd® is dominated by a closed
positive current with locally finite mass. We investigate various types of obstacles :
closed complete pluripolar sets, zero sets of strictly k-convex nonnegative functions.
In the third part, under suitable conditions on the HAUSDORFF’s dimension of the
obstacle, we prove the existence of an extension for such a current. We finish with
an application to prove the extension of a such current across a non Levi-flat
variety. In this way, we improve previous results due to DABBEK, ELKHADHRA and
EL MIR.

1. Introduction

Etant donné un ensemble fermé A d’un ouvert Q de C" et T un courant
positif de bidimension (p,p) défini sur 2 \. A. Sous quelles conditions sur

Mots-clés : Fonction plurisousharmonique, Ensemble pluripolaire, Courant positif, Pro-

longement, Tranchage.
Classification math. : 32U05, 32U40, 32V20.
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N. GHILOUFI ET K. DABBEK

A et T peut-on prolonger T sur 27

En considérant les courants positifs fermés, SKODA [12] a prouvé qu’'un
courant positif fermé de masse localement finie se prolonge a travers un
ensemble analytique en un courant positif fermé. EL MIR [6] a ensuite
amélioré ce résultat en considérant comme obstacle un fermé pluripolaire
complet. Pour le cas d’une sous variété CAUCHY-RIEMANN, EL MIR [6]
a généralisé le résultat de CHIRKA [1] pour un courant positif fermé. En
1986, EL MIR [7] a montré qu'un courant positif fermé de bidimension
(p, p) défini en dehors de I'ensemble des zéros d’une fonction strictement
k—convexe, avec p > k + 1, se prolonge en un courant positif.

Dans ce papier on généralise quelques résultats parmi celles de DABBEK-
ELKHADHRA-EL MIR [4] qui ont eux méme amélioré certains résultats de
ces auteurs.

Définition 1.1. Soit A un ensemble fermé d’un ouvert 2 de C™. Un cou-
rant positif 7' de bidimension (p, p) sur Q\ A est dit quasi-plurisurharmonique
(quasi-prh) s'il existe un courant positif fermé S de bidimension (p —
1,p—1) et de masse localement finie au voisinage des points de A tel que
dd‘T < 8 sur 2~ A.

On s’interesse au probléme de prolongement des courants positifs quasi-
prh a travers des différents obstacles. On commence par le cas d’un obs-
tacle pluripolaire complet, dans ce cas on a besoin du résultat suivant du
a DINH et SIBONY

Théoréme 1.2. [5] Soit A un fermé pluripolaire complet d’une variété
complexe X. Soit T un courant positif quasi-prh de bidimension (p,p) sur
X N A. On suppose que T est de masse localement finie au voisinage des
points de A. Alors dd°T est de/r\n/asse localement finie au voisinage des
points de A, de plus le courant dd°T — dd°T est positif porté par A. Si de
plus T est fermé alors T est aussi fermé.

2. Cas d’un obstacle fermé pluripolaire complet
Le résultat principal de cette partie est une généralisation aux cou-
rants positifs d’un résultat connu sur les ensembles analytiques [1]. Le cas

d’un courant positif fermé est démontré par EL MIR-FEKI [8], le cas d’'un
courant négatif plurisousharmonique (S = 0) est démontré par DABBEK,
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PROLONGEMENT D’UN COURANT POSITIF

ELKHADHRA et EL MIR [4], alors que le cas d’un courant positif plurisou-
sharmonique (psh) ol son dd® est supposé de masse localement finie est
démontré par DABBEK [2] (en choisissant S = dd°T").

Théoréme 2.1. Soient A un fermé pluripolaire complet d’un ouvert 2 de
C™ et T un courant positif quasi-prh de bidimension (p,p) sur Q ~ A tel
que la mesure de HAUSDORFF 75, (Supp T NA) = 0. Alors T existe et est

positif quasi-prh sur Q et le courant résiduel dd°T — dd°T est positif porté
par A.

Démonstration. D’apres le théoreme 1.2, il suffit de montrer que T existe.
En fait, il suffit de montrer que 7" est de masse localement finie au voisinage
de chaque point zy de Supp T N A. Pour cela on a besoin de montrer
certains résultats préliminaires.

Proposition 2.2. Soit A un fermé pluripolaire complet d’un ouvert
de C™ et soit T un courant positif de bidimension (p,p) sur Q ~ A. On
suppose qu’il existe un courant positif fermé S de bidimension (p—1,p—1)
de masse localement finie au voisinage des points de A vérifiant dd°T < S
sur Q ~ A. Soit v une fonction psh de classe C?, v > —1 sur Q telle que
O ={z€Q; v(z) <0} soit relativement compact dans Q. Pour K un
compact de ', on pose cx = — sup v(2).
zeK

Alors pour tout entier 1 < s < p et pour toute fonction u psh de classe C?
sur Q' satisfaisant —1 < u < 0, il existe une constante § = d(u) > 0 telle

qu’on a :

/ T A (ddu)? < ¢ / T A (ddo)* A (ddu)?= + 83|,
K~NA Q'NA

ou L est un compact de Q contenant ' dans son intérieur.

Démonstration. 1l existe une fonction f psh négative sur Q' qui est de
classe C* sur ' \ A telle que ANQ = {z € Q; f(z) = —o0}. Pour

A €]0,ck|, v €]0,A[, m € N et e suffisamment petit, on pose pn(z) =

pu(z) + (72)74:717 Om.e(z) = maxe(v(z) + 1, ¢m(z)) ol max, est le pro-

duit de convolution de la fonction (x1,z2) — max(z;, z2) avec un noyau
régularisant positif sur R? qui dépend uniquement de ||(x1,22)||. La fonc-
tion ¢y,  est psh de classe C? sur €, de plus ©m,e = v+ 1 sur un voisinage
de 0 U (' N{f < —m}. En effet, pour z € 9 on a v(z) = 0 et
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<0
om(z) = pu(z) +m < 1 donc max(pm(z),v(z) +1) = v(z) + 1.
=0 <1
Pour z € Q' N{f < —m}, om(z) = pu(z) + fE) +m <pu(z) < 1+v(z)
m+1 —_—— ———
T <0 >0

donc max(pm(2),v(z) +1) =v(z) + 1.
Considérons l'ouvert Q. := Q' N{f > —m} alors

T A (dd“u)?™% A (ddppm.e)* ™t A dd(@m.e — (v +1))
o,

_ / dd°T A (dd°u)P=* A (dd°pm.e)* " A (pme — (0 + 1))
o,

< [ S AEW A @) A (pme — (0 1),
Q

/
m

Donc
o T A (ddu)P™° A (dd°pme)®
</ T A (dd“u)P™% A (ddpm.e)* ™ A ddv
+ [ S A(ddu)P™5 A(dd°Pr )t A (e — (v +1)).

@

Par récurrence on a

/Q T A (ddu A (dd o)
<), TA (dd°u)P~* A (dd°v)*
+ N S A (ddu)P™5 A (e — (v + 1)) A f:(ddcgpm,e)sﬁ A (ddv)
n =
< o T A (dd°u)P~% A (ddv)?

+ o S A (ddu)P™5 A (pme — (v + 1)) A (dd(@m,e +v))°. (2.1)

m
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PROLONGEMENT D’UN COURANT POSITIF

Comme Q' C L ou L est un compact de 2, que toutes les fonctions sont
C? et que S est positif fermé alors d’apres I'inégalité de CHERN-LEVINE-
NIRENBERG, il existe une constante d1 = 01(||u||oo(r)s [|v]|oo(r)) telle que

o, ST (P = (v + D)) (dd (ome +0))" < ISl (2:2)
Soit R > 0 un réel et Kr = {z € K; f(2) > —R}; pour m > R, on a
Kgr C Q2 et pour tout z € Kron a pn,(2) = pu(z) —i—f(n'?_;m —p+ T m+1

——
>-1

Or =8 _ ;) =1-\+ [()\ ) — H‘R} et il existe mg € N tel que pour tout

m+1
mZmoona}n‘ﬁ < A= p. D’ott pour m > myg, @m(z) > 1— A. Puisque

v < —cg sur Kg, onobtient v +1 <1 —-cxg <1—Xet donc e = pm
sur un voisinage de K. De plus d’apres les inégalités (2.1) et (2.2)

T A (ddu)P™% A (ddppm)° < / T A (ddu)P~% A (ddv)® + 51||§|\L.
Kgr Q,

Remarquons que dd®p,, = puddu + mLHddc f > pdd®u donc (ddp.,)*
w1 (dd“u)® et par suite

pf [ T A (ddCu)? < / T A (dd°u)P=* A (ddv)* + 61]|S]| L.
Kgr [

Comme Q/, C Q' \ A, alors
w [T A (ddewyr < / T A (dd°u)?~* A (dd°v)* + 61|51
Kr A
Lorsque R — 400 et y — cg,

¢ / T A (ddu)? < / T A (ddeu)P=* A (ddv)* + 61|91
K~NA Q'NA
O
Dans toute la suite B* représente la boule unité de CF.

Proposition 2.3. Soient A un fermé pluripolaire complet de BF x B~ *
de C" et T un courant positif quasi-prh de bidimension (p,p) sur BF x
B"*  A. On suppose que pour k <p<mn, on a :

a) Il existe 0 < r < 1 pour lequel T est de masse localement finie au
voisinage des points de l’ensemble {(2',2") € BF xB"*; |2"| > r}.

b) T A (dd°|2'|2)¥ est de masse localement finie sur B* x B"~*.
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Alors T emiste et est positif quasi-prh sur BF x Bk,

Démonstration.
uitte & considérer T'A 3P~% On peut supposer que k = p. Pour r < a <
p bPp q p

(|2")? = t?)). La fonction v,

t < 1, on pose ve(z) = max.(|'|* — 2, 2 _ a2

est psh, C* et vérifie —1 < v, < 0 dans tB* x tB" % et v. = |2/|? — t? dans
2" < a}.

T A (ddv)* = / T A (dde|2|2)

/(tBkXtIB"—k)\A (tBF)x {|z"|<a}\A

T A (ddve)*

(tBF)x{a<|z"|<t}\A
D’apres les hypotheses a) et b), les termes a droite de cette égalité sont
finis. Soient K un compact de tB* x tB" ¥ et S le courant positif fermé de
bidimension (p—1,p—1) de masse localement finie au voisinage des points
de A vérifiant dd°T < S sur B*¥ x B" % \_ A. En appliquant la proposition
22 avec T, u = |2]> —t?, v =v. et L =tBF x /B out <t <1on
aura

0 g/ T AR < c;g’/ T A (dd°v.)P + 0]|8]|1 < +o00.
K~A tBk xtBr—k A

Par suite T est de masse localement finie au voisinage des points de A. [

Proposition 2.4. Soient A un ensemble fermé pluripolaire complet de
B¥ x B"* et T un courant positif quasi-prh de bidimension (p,p) sur
BF x B"F <\ A. On suppose que pour k <p <mn, on a :

a) Il existe 0 < r < 1 pour lequel T est de masse localement finie au
voisinage des points de 'ensemble {(2',2") € B¥ xB"~* [2"| > r}.
b) I existe un ouvert O C BF tel que T A (dd°|Z'|?)* soit de masse

localement finie sur O x B"=F,

Alors T existe et est positif quasi-prh sur BF x B" k.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que p = k. Par
application de la proposition 2.3 sur ouvert O x B" % T est de masse
localement finie sur @ x B"*. On fixe deux réels r < a < t < 1 et on
considére une fonction psh v de classe C* sur B¥ x B"~* telle que (dd°v)*
soit portée par O et —1 < v < 0.
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PROLONGEMENT D’UN COURANT POSITIF

(|2"]? — t?)) ot 7 est la projection cano-

On pose ve(z) = maz(m*v, t2—a2
nique de C" sur C*. Puisque —1 < v, < 0 sur tB* x tB"* et v, = 7*v sur

{|z"] < a} on obtient

/ T A (ddCv)?
(tBF xtB"—k)\ A

= T A (dd°(m*v))P + T A (ddve)P.
(tBF)x {|2""|<a}~A (tBF) x {a<|2"|<t}~ A
Or (dd®(m*v))P est portée par O x B"* et T' est de masse localement finie
sur O x B" ¥, donc la premiére intégrale du membre droit de la derniére
égalité est finie. Par la condition a), la deuxiéme intégrale est aussi finie;
alors par la proposition 2.2, pour K compact de tB¥ x tB"* et L un
compact de B¥ x B"* contenant tB* x tB"~* dans son intérieur,

/ T A BP gc;f/ T A (ddo))” + 6|51
K~A (tBF xtB"—k)\ A

ou S est le courant positif fermé de bidimension (p — 1,p — 1) de masse
localement finie au voisinage des points de A vérifiant ddT" < S sur
B* x B*~* \_ A. D’ot l'existence de T'. O

Suite de la démonstration du théoréme 2.1. On va montrer que T est de
masse localement finie au voisinage de chaque point zy € A. Sans perte de
généralité, on peut supposer que zg est l'origine. Puisque %,(Supp T' N
A) = 0, il existe un systéme de coordonnées et un ouvert B? x B" P C
CP x C"P, tels que (Supp T N A) N (BP x 9B"P) = (). Par conséquent
Papplication 7 : (Supp T N A) N (BP x B"P) — BP est propre. Comme
m(Supp T N A) est un fermé de mesure de LEBESGUE nulle dans BP, on
peut trouver un ouvert O C BP \ w(Supp T N A). Et par suite T est de
masse localement finie dans O x B""P. Donc T' vérifie les conditions de
la proposmon 2.4, d’ou T existe et d’ apres le Theoreme 1.2, le courant

dd°T — dd°T est positif porté par A. On a S > dd°T. Donc dd°T < Sor
d’apres EL MIR [6] S est fermé, ce qui prouve que 1" est quasi-prh. O

Comme consequence du théoreme 2.1 on démontre le théoréme suivant
qui généralise des résultats, de S1U [11] pour les courants positifs fermés,
de DABBEK-ELKHADHRA-EL MIR [4] pour les courants négatifs psh et de

DABBEK [2]| pour un courant positif psh 7" tel que dd°T existe.
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Théoréme 2.5. Soient A un ensemble analytique irréductible de dimen-
ston complexe p d’un ouvert  de C" et T un courant positif quasi-prh
de bidimension (p,p) sur Q ~ A tel que T soit de masse localement finie
au voisinage d’un point zg € A. Alors T existe et est positif et le courant
résiduel dd°T — dd°T est positif porté par A.

Démonstration. Notons A = {z € Reg(A); T est de masse localement
finie au voisinage du point z}. Il est clair que A est un ouvert non vide de
Reg(A). De plus, A est fermé. En effet, soit (a;)jen une suite de points de
A qui converge vers un point a € Reg(A) (on suppose que a = 0). Il existe
un systéme de coordonnées (z1, ..., z,) et un ouvert rBP x rB""P tels que
Reg(A) N (rBP x rB"P) = {z,41 = .. = 2z, = 0}. Comme a; — a =0
il existe jo tel que aj, € rBP x rB""P. Or T est de masse localement finie
au voisinage de a;,, donc T' satisfait aux hypotheses de la proposition 2.4.
D’ou T est de masse localement finie au voisinage des points de rBP x
rB" P, c’est & dire que a € A et par suite A est un fermé de Reg(A).
Comme Reg(A) est connexe, on a A = Reg(A). De plus Hp_1(Supp T N
Sing(A)) = 0, le théoréme 2.1 implique que T est de masse localement finie
au voisinage des points de Sing(A), donc T existe et le courant résiduel

dd°T — dd°T est positif porté par A. O

Si on note par S le courant positif fermé de la définition qui domine dd®T
alors S n’est pas nécessairement fermé, donc T peut étre non quasi-prh.

3. Cas des zéros d’une fonction strictement k—convexe

Définition 3.1. Soit u une fonction continue a valeurs réelles définie dans
un ouvert €2 de C". On dit que u est strictement k-convexe sur {2 s’il existe
une (1,1)-forme w continue sur Q et admettant en chaque point (n — k)
valeurs propres strictement positives telle que le courant dd‘u — w soit
positif dans €.

Lemme 3.2. [7] Soient u une fonction strictement k-convexe dans un
ouvert 2 de C™ et v une (1,1)—forme positive a coefficients continus dans
Q. Alors pour tout z € S, il existe un voisinage V, de z dans £ et une
fonction f strictement psh de classe C* dans V, telle que ddu A (ddC f)* —
VL soit positif dans V.
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PROLONGEMENT D’UN COURANT POSITIF

La démonstration du résultat principal de cette section (Théoreme 3.5)
est basée sur la proposition suivante

Proposition 3.3. Soit u une fonction strictement k-convexe sur un ou-
vert Q de C". Pour ¢ € R, on pose Q. = {z € Q; u(z) < c}. Soit T un
courant positif quasi-prh de bidimension (p,p) sur  ~ €.

Sip>k+1 alors T se prolonge en un courant de masse localement finie
au voisinage des points de ).

On retrouve le résultat d’EL MIR [7] (pour les courants positifs fermés).

Démonstration. 11 suffit de prolonger T' au voisinage des points de 02..
Soit zg € Q tel que u(zp) = ¢. Montrons qu’il existe W un voisinage ouvert

de zy tel que l'intégrale T A P soit bornée indépendamment de
W | o
c+=

s. Par hypothese, il existe un sysfcéme de coordonnées, un voisinage ouvert
V de zg et A > 0 tels que

k n
ddu + % D idzi Adz; —2 Y idzj Adz
j=1 j=k+1
soit un courant positif sur V. Soit > 0 tel que B(zp,r) C V et x une
fonction de classe C*° sur  telle que x = 0 sur B(zo,5) et x = —1
sur Q ~\ B(zo, %r) Pour 4 > 0 suffisamment petit, on pose v = u + Jx.
Choisissons €, suffisamment petit tel que la suite régularisante vy = v* pe,

vérifie 0 < v —vg < — et
s

k n
ddvs + A Z ide VAN dfj — Z ’ide AN d?j
j=1 =kt

soit une forme positive pour tout s. D’apres le lemme précédent ddvs A
af — g >0, avec a = dd°f. Or f est strictement psh, donc il existe
une constante 7 > 0 telle que Ta?~*+1) > gr—(+1)  Quitte & remplacer f
par ¢.f on a ddvs A o1 — P >0, donc T A AP < T A dd°vs A oP~1 sur
V< Qe

Soit (hs)s une suite de fonctions convexes, croissantes et positives telle
que

e 0<sup(t—c,0)—hs(t) <1 VseN, VteR
e W (t)=1pourt>c+1
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Posons us = hg o vg.
Alors dd®us AaP~! = (B ov,)ddvs AP~ 1—|—2(h”ovs)zav5/\8vs/\ozp L Pour
aEB(zO,Q)\QCJr;, vs(a) >v(@) —t=ula) -t >c+2-Ll=c+1

Donc sur B(zg, 5) \ €2 on a hlovs =1et h ovs =0 ce qui donne

c—i—% )
ddus A oP! = ddvs A aP~t > BP. De plus us s’annule sur un voisinage
Us de Q. qui dépend de s.

Soit g une fonction de classe C*°, a support compact dans €2\ €2 telle que
UsNSuppg # 0 avec 0 < g <1, g = 1 sur un voisinage de 9B(zp, 7)NSuppg
et s’annulant sur B(zp, 2 sr)N Suppg Posons T, = T * pe, B, = B(z0,7) et
W =B ; alors

/ TABP<lim [ T.Addus Aol !
WA e—0/pB,

D’autre part, on a

Te A ddug A P! :/ T: Ndd(gus + (1 — g)us) A aP~!
By B

:/B T. A dd°(gus) A aP ™1
+ /B (1 — g)usdd°Ty A aP~?
< /B T. A dd°(gus) A a1
+ . (1—g)usS: APt
La suite (gus)s converge uniformément \:ers g(v —c).
Il en résulte que /B T. A dd°(gus) A aP~! est finie; car g est nulle au

voisinage de l'obstacle. De plus / (1 — g)usSe A aP~1 est bornée car S

T

existe. Donc / T. A ddus A aP~! est bornée indépendamment de € et de

s. D'olt T est de masse localement finie sur W . Q.. ([
Corollaire 3.4. Soit u une fonction strictement psh positive de classe C?
sur un ouvert Q de C". Pour a € R, on note B, = {z € Q; u(z) < a}.

Soient 0 <s<ret0<d<r—stels que Brrs ={z€Q; u(z) <r+4d}
soit relativement compact dans ) et T un courant positif de bidimension
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PROLONGEMENT D’UN COURANT POSITIF

(p,p) sur Q ~ Bs. On suppose qu’il existe un courant positif fermé S de
bidimension (p — 1,p — 1) et de masse localement finie au voisinage des
points de A vérifiant dd°T < S sur Q ~ Bs. Alors il existe ¢y > 0, co >0
tels que

[ ratdur<a | T A (dd“w)? + ea[ul[2, 1|15
By~\Bs € (r—o6,r+9)

ouC(r—6r+06)={2€Q r—6<u(z) <r+6}, L=DB.,s.
En particulier, si u(z) = |z|* alors

TN, B. < 1l Tl —sr+s) + callulle ) [1S]]L.

Ce corollaire sera utile pour la preuve du théoréeme 5.2. Notons que ce
résultat est démontré dans [4] pour un courant négatif psh.

Démonstration. Posons u1 (z) = max(u(z) — = —s,0) et ¥,y = w1 *pg,,.

Pour ¢, suffisamment petit on a dd“¥,,, > % sur {z € O u(z) > 2 +s}
donc
1
- T A (ddu)? < lim [ T. Add“U,, A (dd°u)P~L.
2 %}(%—‘rs,r) e—0J/B,
Par une démonstration analogue a celle de la proposition 3.3, en choisissant
g€ 2(€(r—6,r+8)), 0< g <1, g=1sur un voisinage de € (r—3J,r+9),
la suite (g¥,,)nm converge vers g(u — s) pour la topologie C2.

T. A dd®(W,,) A (ddu)P~*
By

:/ T2 A dd(g¥pm, + (1 — g) W) A (ddu)P~"

B,

_ / To A dd*(gW,) A (ddu)P~" + / (1 = g)Wndd°T: A (dd°u)?~"
B, B,

< / To Add(gW,,) A (dd“u)?™ + [ (1 —g)¥,, S A (ddu)P~ L.
B, B,

Comme g est nulle sur un voisinage de Bj alors / T: A\ dd(g¥,,) A
B,

(dd“u)P~! est bornée. Par 'inégalité de CHERN-LEVIN-NIRENBERG, il
existe ¢y > 0, co > 0 indépendantes de m et de ¢, telles que

T A ddT,, A (dd°u)P™! < ¢ /

T A (dd°u)? + callull 1|15
Supp g

B,
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En tendant m vers 'infinie, il suit que / T A (ddu)P < C TA
B,\Bs Supp g

(ddu)? + eslul % |1 O

Théoreme 3.5. Soient u une fonction positive strictement k-conveze sur
un ouvert Q de C*, A = u=1({0}) et T un courant positif quasi-prh de
bidimension (p,p) sur Q ~\ A.

Sip>k+1 alors T existe.

Sip>k+2etu estde classe C?, alors dd°T = dd°T.

Remarque 3.6. Si de plus p > k + 3 alors d’apres EL MIR [7], S est fermé
et donc T' est quasi-prh.

Démonstration. Sip > k+ 1 alors d’apres la proposition 3.3, T existe. On
suppose que p > k + 2 et u est de classe C? sur Q. Comme S — dd°T > 0
est fermé de dimension p — 1 sur Q@ N A et p—1 > k + 1 alors d’apres

—_—— —_~

le premier cas, S — dd°T existe, c’est a dire que dd°T existe. D’apres [4,
theorem 4], on a dd°T = dd°T. O

Corollaire 3.7. Soient Q un ouvert de C" et A une variété CAUCHY-
RIEMANN de classe C' dans Q telle que dimcrA = k. Soit T un courant
positif quasi-psh de bidimension (p,p) sur Q \ A.

Sip>k+1 alors T existe et est positif sur Q.

Si de plus p > k + 2 alors dd°T = dd°T et il existe une suite (0s)s de
classe C*°, nulle sur un voisinage de A, et qui converge uniformément sur
tout compact de Q ~ A vers 1l 4 telle que dT = lim 0sdT.

S§——+400

On retrouve le résultat de [4] pour un courant négatif psh.

Démonstration. Localement, il existe une fonction positive u, strictement
k-convexe de classe C? telle que A = u~1({0}). 1l suffit donc d’appliquer
le théoréme 3.5 pour avoir le résultat. L’existence de la suite (gs)s a été
prouvé dans la demonstration de [4, theorem 4]. [l

Corollaire 3.8. Soient K un compact pluripolaire complet d’un ouvert €2
de C™ et T un courant positif quasi-prh de bidimension (p,p) sur Q ~\ K.
Sip>1 alors T existe et est positif.

Sip > 2 alors T est quasi-prh et le courant résiduel ddeT — dd°T est positif
porté par K.
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Ce corollaire nous permet, dans le cas d’un obstacle compact pluripo-
laire complet, de s’affranchir de I'hypothése sur la dimension de HAUSs-
DORFF de l'obstacle (qui est essentiel) dans le théoréeme 2.1. En fait, EL
Mir dans [6], a donné un exemple d’un compact pluripolaire complet de
dimension de HAUSDORFF assez grande.

Démonstration. D’aprés EL MIR [6], il existe un ensemble ' strictement
pseudoconvexe de C™ tel que K C ' CC , et une fonction u négative,
psh sur @ telle que e* soit continue et K = {z € Q'; u(z) = —oo}.
Soit ¢ une fonction continue, strictement psh exhaustive sur €. On pose
¢ = sup ¢(z) et on considere la suite :

zeK

us = sup(sﬁ —c— 1, esutle _ 1, O)

S s
Posons Ks = {z € Q; us(z) = 0}. Comme dans la démonstration de
la proposition 3.3, on montre qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que
Tk, <c pour tout entier s, donc T existe. D’aprés le théoréme 3.5, le
courant résiduel dd°T — dd°T est positif et porté par K. Or S est fermé (K
est fermé pluripolaire complet, on applique [6]) donc T est quasi-prh. [

4. Cas d’un obstacle fermé

Dans cette section on considére le cas général, un obstacle fermé, et sous
des hypotheses sur sa dimension de HAUSDORFF on arrive a prolonger un
courant positif quasi-prh.

Théoréeme 4.1. Soient A un fermé d’un ouvert  de C™ et T un courant
positif quasi-prh de bidimension (p,p) sur Q~ A tels que Q(Supp TN
A) soit localement finie. Alors T existe sur Q et le courant résiduel dd°T —
dd°T est positif porté par A. En outre, si 7, o(SuppT N A) = 0 alors
dd°T = dd°T.

On retrouve le résultat de DABBEK-ELKHADHRA-ELMIR (courant né-
gatif psh).

Démonstration. Le probleme est local au voisinage des points de Supp T'N
A, donc on suppose que l'origine 0 € SuppT N A. On a 6,1 (Supp T N
A) = 0, d’aprés SHIFFMAN [10], il existe un systéme de coordonnées tel
que pour toute projection 7; : C* — CP~1, 7/(2) = (Ziyy -+ Zip_y ), OU
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I = (i1, ..,ip—1) est un multi-indice strictement croissant, on a 7; ({0} N
(SuppT N A)) = {0} et si BP~! x B P+l c CP~1 x C" P+ alors
(BP=1 x 9B PN (Supp TN A) = 0.

Soit § > 0 tel que {BP~1 x B»P+(1 - §1+6)} N (AN SuppT) = 0.
Pour 2’ € BP~!, on note A, = (SuppT N A) N ({z'} x B*P*1). Comme
Hop—2(Supp T N A) est localement finie, d’aprés SHIFFMAN [10], A,/ est
un ensemble discret pour presque tout z’. Sans perte de généralité on peut
supposer que A,» = {(z/,0)}. T est C—normal sur Q~ A donc il est C—plat
sur 2\ A.

La tranche ( T, 7y, 2" ) existe et est un courant positif quasi-prh de bidi-

mension (1,1) sur 2\ A, porté par {2’} x B* P+ Soit K un compact de

BP~1x B"P*1 Montrons que / TAr; 3" A 0 est finie. En appliquant
K~NA

le corollaire 3.4 avec { T, 7,2 ), il existe ¢1, c2 > 0 telles que

/ (T,m1,2" YNB
Bn—pt1((2/,0),1)NA,/

<c <T,7r[,2’/>/\ﬂ+CQH<S,7T[,Z/>||L
Bn—pt1(1-4§,149)

ou L = (1+ §)Bn—P+l, Par application de la formule de tranchage,
/ TATBP ' A B
K~NA
<5 (/] (Tomr2 ) nB)s""
2! N Bn=Pt1((2/,0),1)N\A,/
<c’/ / T,7r,2 ) A Pl
=1 Z/( Bn—p+1(1_5,1+5)< I > 6)/6

+C/2/z'(/L< S,mr, 2 >)ﬂ'p71

gm/’ TAxi8" ' A
BP—1x(1—6,14+8)Bn—pH1

+@/ SATEAP! < foo
Br—1x[L

—

Il nous reste a montrer que le courant dd°T" existe, pour cela on montre
que dd°T est d’ordre zéro. Pour presque tout z’, le courant ( T, 7, 2" )
est positif quasi-prh en dehors de A/, qui est fermé pluripolaire complet
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(discret p.p) ; donc d’apres le théoreme 1.2, ( T, 7y, 2’ ) existe et est quasi-
prh c’est a dire qu’il existe un courant positif fermé S; sur Q tel que

dd{ T,m1,%" ) < Si. De plus puisque ( 1,77, 2 ) = (T,n1,2" ) pour

presque tout 2/, le courant ( ddeT, my, 2’ ) =dd({ T,nr,2" ) < Si. Donc
( dd°T,my,2" ) est d’ordre zéro pour presque tout z’. Soit ¢ € 2()
positive. Par la formule de tranchage, on obtient :
/ dd°T AP A p = ( dd°T, 71,2 )3 "
Q 2en(Q)

Et par suite ddcf/\ﬂf Gk L est d’ordre zéro. Avec une petite perturbation
du systéme de coordonnées, (733"~ ) forme des générateurs de toute les
(p—1,p—1)—formes, ce qu1 donne dd°T est d’ordre zéro. Comme ddeT =
dd°T sur Q2 ~. A, alors dd°T existe et le courant résiduel S = dd°T — dd°T
est positif porté par A.

Dans le cas ou 5#,_o(Supp T N A) = 0 on a les courants T' et dd“I" sont
C—normaux sur €2 \ A, donc T et dd°T sont C— plats. comme ['espace
F () des courants C—plat est stable par dd® alors le courant résiduel R =
ddeT — dd°T est aussi C—plat qui est porté par A; or %, o(Supp R) =0,
d’apres le théoreme de support pour les courants C—plat, R = 0. (I

Remarque 4.2. Dans le théoreme 4.1, la condition %, _o(Supp TNA) =0
est "optimale" comme le montre I’exemple suivant :

Q=D={z€C; |2|] <1} et T = —5-Log|z| on a dd°T — dd°T = 6.

5. Cas d’une sous-variété non Levi-plate

Soient 2 un ouvert de C™ et M une variété générique de codimension
m > 2,

M={z€Q; pi(z) = ... = pm(z) =0} (5.1)
ot p; € C3Q,R) et 9p1(2) A ... A dpp(z) # 0 sur M. Notons ( .,. ) le
produit scalaire euclidien sur R™ et S™~! la sphére unité de R™. Pour
tout b € S™ 1 considérons la dimension complexe maximale s,(b) des
sous-espaces vectoriels complexes de H,(M) (I'espace tangent complexe
a M en z) inclus dans l'espace des zéros de la fonction H,(M) 3 w —

L({b,p)(2))(w), ot p = (p1, ..., pm) €t L({b, p)(z)) désigne la forme de Levi
de la fonction (b, p) au point z. Pour tout a € S™ 1, posons d.(a) =
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inf{s.(b),b € S™ ! et (a,b) = 0} puis def,(M) = sup{d,(a),a € S*1}.
On appelle ce nombre le défaut de Levi de la variété M en z. Ce nombre
est invariant par biholomorphisme de M, compris entre 1 et dimcorM et
qui mesure le degré de "Levi-platitude" de M. Par exemple, si les fonctions
p; sont pluriharmoniques, def.(M) atteint sa valeur maximale dimcrM.
Réciproquement, si def,(M) est petit par rapport a dimcrM, alors la
forme de Levi de M est suffisamment "non dégénérée’".

Exemple 5.1.
(1) Si M = $?"1x§2n=1 c C?" alors dimcpM = 2n—2 et def(M) =
n — 1 en tout point de M.
(2) Si M = (S3)™ C C?", alors dimcpM = n et def(M) = 1 en tout
point de M.

Le résultat principal de cette partie est

Théoréme 5.2. Soit M une sous-variété de la forme (5.1) dans un ouvert
Q de C" et soit T un courant positif quasi-prh de bidimension (p,p) sur
QM tel que p > def,M + 1 pour tout z € M, alors T existe.

Remarque 5.3. Le cas ou T est négatif psh est démontré par DABBEK et
ELKHADHRA [3] alors que le cas d’un courant positif fermé est dit & RIGAT
[9]. Si M est une sous-variété CAUCHY-RIEMANN de classe C? telle que
dimcrM < p — 1, on retrouve le Corollaire 3.7.

Pour démontrer le théoréme 5.2, on a besoin de rappeler tout d’abord

quelques définitions et résultats issus du travail de SUKHOV (voir [9] ou
3])-
Définition 5.4. Une variété C? générique M vérifiant les conditions du
théoreme 5.2 est appelée k—pseudoconcave en z € M si et seulement si 0
est un élément de I’enveloppe convexe conique de I’ensemble des a € S™~1
tels que la forme de Levi de (a,p) ait au minimum k valeurs propres
strictement positives sur H,(M).

Définition 5.5. Soient V' un cone de R™ et V* son cone conjugué, i.e.
V*={a € R" (a,b) > 0, Vb € V}. Pour r > 0, on appelle domaine
standard M (z,r, V) un domaine de la forme M(z,r,V) ={{ € C*; |z —
El<retpE eV}

On dit que M (z,r, V') est k—pseudoconcave en z € M si et seulement si
M est k—convexe en z dans la direction d’'un o € V*~\ {0}, i.e. si la forme
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de Levi de (o, p) posséde au moins k valeurs propres strictement positives
sur H,(M).

Théoréme 5.6. (SUKHOV ) Soit M une sous-variété comme dans le Théo-
reme 5.2, alors M est (n —m — def,M)—pseudoconcave pour tout z € M.
Par suite il existe v > 0 et un nombre fini de comes V; CR™, j=1,...N,
tels que les M(z,r,V}) sont (n —m — def,M)—pseudoconcave en z et tels

N
que B(z,7r)~ M = U M(z,r,Vj).
j=1

Démonstration. (du théoréme 5.2) D’apres le Théoréeme 5.6, pour mon-
trer que T est de masse localement finie au voisinage des points de M, il
suffit de montrer que la masse de T est bornée dans chaque M(z,r,V;)
au voisinage de M. Pour cela, soient j € {1,...,N} et o; € V* ~ {0}
tels que la forme de Levi (0j, p) ait au moins (n —m — def, M) valeurs
propres strictement positives sur H,(M). Il existe C; > 0 tel que la forme

m

de Levi de ¢; = (o,p) + C; Zpi ait au moins (n — def,M — 1) va-
k=1

leurs propres strictement positives sur l’espace tangent a ’hypersurface

{&€ € B(z,7), ¢;(§) = 0} en z. On a d¢; = (o + 2Cjp,dp) et donc I'hy-
pothese o; # 0 implique que d¢; # 0. En particulier, il existe A\; > 0 tel
que la forme de Levi de v; = e*i% — 1 ait (n — def.M) valeurs propres
strictement positives sur C". Soit D;(r) = {¢ € B(z,r), ¥;(¢) > 0}. On
a M(&,7%, V) C Dj(r) pour r; < 1. D’aprés les Théoremes 2.1 et 3.5, T
est de masse localement finie au voisinage des points de M, car le com-
plémentaire de M sera la réunion des Dj(ré), de plus 9, est strictement
de f, M —convexe sur Dj(r}) et p > def,M + 1. O
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