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ANNALES MATHEMATIQUES BLAISE PASCAL 16, 165-188 (2009)

Unités elliptiques, indice et Z,-extensions

HASsAN OUKHABA

Résumé

Cet article rend compte de résultats sur les unités elliptiques prouvés récem-
ment par I’auteur concernant 'indice des groupes engendrés par ces unités et son
comportement dans les Z,-extensions.

1. Introduction

Cet article est consacré aux unités elliptiques. Lesquelles, rappelons le,
interviennent de maniere critique dans l'arithmétique des courbes ellip-
tiques a multiplication complexe. Nous présentons ci-dessous deux résul-
tats importants, a savoir le Théoreme 2.8 et le Théoreme 3.16. Le Théo-
reme 2.8 donne l'indice du groupe de Kubert-Lang défini au paragraphe
2. Signalons que dans le cas des corps de rayon on peut prouver des ré-
sultats nettement plus précis. Voir [4], [5] et [6]. Dans le Théoreme 3.16
on rend compte du comportement dans les Zj,-extensions du quotient de
la p-partie de 'indice des unités elliptiques de Rubin, cf. Définition 3.1,
par la p-partie du nombre de classes d’idéaux. On exhibe ainsi un certain
Uoo-invariant qui contrdle ce comportement. On donne une condition suf-
fisante, portant sur les groupes de décomposition, pour que cet invariant
oo S’annule.

Notation 1.1. Tous nos corps sont supposés plongés dans le corps des
nombres complexes C. On fixera k, un corps quadratique imaginaire et
on notera H son corps de classe de Hilbert. Le degré [H : k| sera noté h.
Soit F' une extension abélienne finie de k. Alors on notera Op (resp. Of)
I’anneau des entiers (resp. le groupe des unités) de F'. Le groupe des racines
de 'unité de F' sera noté up, son ordre wp. Soit a un idéal fractionnaire
de k. Alors on notera a l'image de a par la conjugaison complexe. Si a
est entier alors on notera a le produit des idéaux premiers de O qui

Mots-clés : Unités elliptiques, indice, Z,-extensions.
Classification math. : 11G16, 11R23.
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divisent a. Si a est premier au conducteur de F'/k alors on notera (a, F'/k)
I’automorphisme de F'/k associé & a par l'application d’Artin. Souvent
on aura recours a la notation G pour désigner le groupe Gal(F/k). Le
groupe d’inertie dans F'/k d’un idéal premier p de Oy, sera noté T, (F'). Soit
m un idéal de Q. Alors nous noterons ky, le corps de rayon de k modulo
m. On notera N (m) (resp. ey) le cardinal de I'idéal Oy /m (resp. Z/ZNm).
Le nombre de racines de 'unité de k qui sont équivalents a 1 modulo m
sera noté rn. Si X est un ensemble fini alors nous noterons aussi bien #X
ou | X| son cardinal.

2. Le groupe des unités elliptiques de Kubert-Lang

Dans ce qui suit nous allons introduire et étudier un groupe d’unités
elliptiques de F' que nous noterons 2. Bien que légerement distinct du
groupe introduit par D. Kubert et S. Lang dans [3], page 314 nous 'ap-
pelons groupe de Kubert-Lang puisque c’est cette référence qui nous a
inspiré pour définir Qp.

2.1. Le groupe Qp

Comme ingrédient important nous utiliserons les quotients de discrimi-
nants. Rappelons que le discriminant d’un réseau L de C est

A(L) = go(L)* — 27g3(L)?,
discriminant de 1’équation

¢'(2,L)* = 4p(2, L)’ — g2(L)p(z, L) — g3(L),
satisfaite par la fonction p(z,L) de Weierstrass et sa dérivée ¢'(z, L). Il
est facile de vérifier que pour tout A € C* on a A(AL) = A"12A(L). La
théorie de la multiplication complexe permet de montrer que pour tout
idéal fractionnaire a de k le quotient
A(Or)
Aa)

et engendre Iidéal a'2OQy. De plus, si 7 € Gal(H/k) alors on a

(A(Ok))T _ A(b)
Aa) / — A(ab)’

€H, (2.1)
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UNITES ELLIPTIQUES

ot b est un idéal fractionnaire quelconque de k satisfaisant (b, H/k) = 7.

Remarquons qu’étant donnés o € Gal(H/k), a idéal fractionnaire de k et
x € k tels que (a, H/k) = 0! et a = 2O, alors le nombre

p)(0) = a2 Aa)",

ne dépend que de o. Ces invariants nous serviront plus loin. Quant aux in-
variants de Ramachandra, leur construction nécessite 'introduction, pour
tout réseau L de C, de la fonction o(z,L) de Weierstrass ainsi que la
fonction f(z, L) de Klein. Par définition

— _ Z\eEt5(3)?
o(z,L) zH(l u))e 2\w) .

weL

On obtient ainsi une fonction holomorphe sur C, avec des zéros simples aux
points du réseau L. De plus, pour tout A € C* on a o(Az,\L) = Ao(z, L).
Sa dérivée logarithmique ((z, L) est appelée fonction zeta de Weierstrass.
Elle est égale a la somme infinie

(2, L) = dlog(giz,l})) _ % n Z(

welL

1 1 z
+—+—
Z—w w  w

)

qui converge absolument et uniformément sur tout compact de C— L, défi-
nissant ainsi une fonction méromorphe sur C. Ses poéles forment ’ensemble
L et sont tous simples. On a aussi la relation

d¢(z,L)

dz

Comme p(z, L) est elliptique de réseau L, il exist un homomorphisme de
groupes 7(., L) : L — C, tel que on a

n(waL) = C(Z +waL) - C(Z>L)7

pour tout w € L et tout z € C — L. D’ot1 'on peut déduire I'identité

= —p(z,L).

(2 +w, L) = (w)e" @D+ (2 L),

ou Y(w) =1siw € 2L et ¥(w) = —1 sinon. Prolongeons 7(., L) au corps
C de maniere a obtenir une application R-linéaire de C dans lui-méme,
et considérons ensuite la fonction

f(z, L) = e "=D2 265 1). (2.2)
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De ce qui précede on peut déduire la loi de transformation de la fonction
de Klein, c’est a dire, pour tout w € L et tout 2 € C— L on a

f(z +w, L) = ¢p(w)e(Im(z0/2M (L)))f(z, L),

oil e(z) = ¥ et M(L) est la mesure du tore C/L. Si (w1,ws) est une
base de L alors M (L) = |Im(w1ws)|. Enfin, considérons la fonction ¢(z, L)
définie de la facon suivante

o, T) = (= L)2A(L). (23
Vue ce qui précede on a la propriété d’homogénéité ¢(Az, A\L) = ¢(z, L).

Soit m # (1) un idéal propre de Of. Soient o € Gal(kw/k) et a un idéal
de Oy premier a m, tels que o = (a, ky/k) alors le nombre

Pm(0) = (1, a” tm)"

est non nul et ne dépend que de o. On 'appelle 'invariant de Ramachan-
dra. Grace a la théorie de la multiplication complexe on peut montrer
que
¢m(0) € Ok, et gom(a)"/ = ¢pm(o0’),

pour tous 0,0’ € Gal(kn/k). Dans [9], G. Robert montre que les fonctions
©(z, L) vérifient des relations de distribution trés remarquables puis en
déduit, grace notamment aux propriétés énumérées ci-dessus, les formules
de norme suivantes. Soit q un idéal premier de Q. Alors on a

emq

Om(1)em | si qlm

m

Nioo /b (Pmg(1))7m5 = § [Pm

(1)) 7 @R /D™D i g b m et m £ (1)

sim=(1).

AA(C)) €q
( A(US ) ’
(2.4)

Vu que les invariants de Ramachandra sont des entiers algébriques les
formules de normes ci-dessus permettent de déduire que (1) est une
unité de ky, si m est divisible par au-moins deux idéaux premiers. Dans le
cas ou m = ¢, g un idéal premier de Oy, alors

¢ (1) Ok, = dq, (2.5)
ol (ny est le produit des idéaux premiers de kn qui divisent q et u :=
12
Wy Tm€m
wg,
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Les deux formules limites de Kronecker peuvent s’énoncer comme suit.
Posons hy = h si m = (1) et hy, = 1 sinon. Soit x un caractere complexe
non trivial de Gal(kw/k). Alors on a

1

'Oy = ————
(0.%) 12rmemhim

> x(0)log(lpm(o) ), (2.6)

c€Gn

ot Gy = Gal(kn/k) et s — L(s, x) est la fonction L associée a x, définie
pour les nombres complexes s tels que Re(s) > 1, par le produit Eulérien
1

L(s,x) =[J(1 = x(ON(1)~*) ",

fm

ou [ désigne tous les idéaux premiers de Oy qui ne divisent pas m. cf. [2].
Soit f le conducteur de l'extension F'/k. Si § # (1) alors pour tout idéal
g # (1) de Oy qui divise f on pose

Wre
prg = Ny ke (00D, e(f,g) = .

(2.7)

Tg€g

Définition 2.1. Nous noterons () le sous-groupe de H* engendré par
tous les quotients

A(a)

A(b)’
ol a et b désignent deux idéaux fractionnaires quelconques de k.
Définition 2.2. Posons Qr = Ng/pnp(Q)%. Alors, le sous-module ga-

loisien de F* engendré par up, QF et par tous les ¢pg (g|f et g # (1))
sera noté Pr. De plus on posera

QF:’PFHO;

2.2. L’indice [O} : Qp]

Afin d’aller plus loin nous devons décrire I'image de Pr par I’application
logarithme I : F* — R[GF], ou R[GF] est anneau de groupe de Gp
sur le corps des nombres réels, définie pour x € F'* par

lp(z) = — Z log(\x"\2)a_1.

ceGp

L’application [p est un Gp-homomorphisme vérifiant kerlp N Of = pp.

169



H. OukHABA

Associons a tout caractere complexe y de G 'idempotent

! Z x(o)o™t € C[GF).

Ex = T~ 7
|GF| ceGp

Soient f le conducteur de x, et Xy le caractere primitif de Gal(ky, /k)
déterminé par x. Si x est non trivial alors la fonction L(s, xpr) admet
un prolongement analytique a tout le plan complexe, avec 0 comme zéro
simple, cf. [16] Proposition 3.4, page 24. On posera

wr = 12wyef Z L'(0, Xpr)ex € R[GF] et 1= (1—ey)lp,
XFX0
ol xo est le caractere trivial de Gp. Posons Rp = Z[GF]. Nous allons
introduire maintenant un certain Rp-sous-module Ur de Q[GF]. Celui-ci
est intimement lié au groupe Pp. Son étude est un point clef de toutes

nos investigations sur les unités elliptiques. Mais fixons d’abord quelques
notations. Si D est un sous-groupe de G alors on pose

s(D) = Z o€ Rp.
oceD
Soit p un idéal premier de Of. Alors on pose

—185(Tp(F))
pv F)=F 177
(b E) = #1p(F)
ol Fy est un automorphisme de Frobenius associé a p dans F'//k. On posera
T1)(F) = {1} et pour tout diviseur t # (1) de § on note Ti(F') le sous-
groupe de G engendré par les groupes d’inertie T,(F'), p|t.

Définition 2.3. Soit s un diviseur de f. Si s # (1) alors on note U, ou
Us.r le Rp-sous-module de Q[GF] engendré par les éléments
a(r,s) = s(L(F) [[(1 = (b, F)), tls.
plE
De plus on pose U1y =U(y),r = Rp et U =Up = U}F.

Le lien entre les différents objets que nous venons d’introduire est donné
par la proposition suivante ou pour tout Rp-module M on a noté My le
noyau dans M de la multiplication par s(G )

Proposition 2.4. On a [}.(Pr) = wrUy.
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Démonstration. Il est possible de montrer un résultat plus précis. En effet,
soient u et v deux diviseurs de f premiers entre eux et tels que uv = f. Si
u # (1) alors on a

lp(opu) = wrpa(o,f).
En effet, cela revient a vérifier I'identité

I (pru)ex = wpa(o, fey, (2.8)
pour tout caractere complexe de Gp. Ceci est évident pour le caractere
trivial xo. Supposons x # xo- Si x n’est pas trivial sur T,,(F) = Gal(F/Fn
ky) alors on a nécessairement I}, (¢ry)ey = wpa(0, ]E)ex = 0. Si y est trivial
sur ce groupe alors on peut voir y comme caractere de Gal(ky/k). D’apres
(2.6) on a

Ui (oru)ey = 12we L’ (0, X)[F : F N kyley.
Or par définition on a

wpoz(ﬁ,f)ex = 12wkefL’(O,>2pr)[F : F N oky H(l — Xpr(P))ey-
plu
L’égalité (2.8) découle maintenant de la relation

L'(0,%) = [T = xpe ()L’ (0, Xpr)-
plu

De méme on vérifie 'identité

. Aa) e s

1 N (g3 )) = wraf (7 — 1) = wws(Gal(F/F 0 E) 7o = 1),
(2.9)

ol a est un idéal fractionnaire de k et 7, est un prolongement quelconque

de (a, H/k) a F. Et ceci complete la preuve de la proposition. O

Notre formule d’indice pour le groupe Qg fait intervenir la notion d’in-
dice généralisé de Sinnott que nous allons rappeler ci-dessous. Soit £ un
nombre premier et soit vy la valuation normalisée associée a £ (v,(¢) = 1).
Soit F un corps choisi parmi Q, Q ou R. Posons 0 = Z si F est égal a
QouReto=27Z,si F=Qy Soit £ un F-espace vectoriel de dimension
finie d. Rappelons qu'un réseau A de F est un sous-o-module libre de F,
de rang d et tel que le F-espace vectoriel engendré par A est égal a F.
Etant donné deux réseaux M et N de E, on définit I'indice

ariwy_ {[dt0)] S F=QonR
Ew(det(”/)) si F=Qy,
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ou v est un endomorphisme du F-espace vectoriel E tel que v(M) = N.
Nous renvoyons le lecteur a [14] ou sont démontrées les propriétés les plus
remarquables de cette notion. Ici on est concerné par les Rp-modules Us r.
On peut montrer, exactement comme dans [14] Lemma 5.1, que Uy o est
un réseau de Q[GF|. De plus, si q est un idéal premier de Oy qui divise f
mais ne divise pas s alors I'indice (Us,r : Usq,r), qui est donc bien défini,
est un entier dont ’ensemble des diviseurs premiers est inclus dans celui

de #T,(F). Ainsi, si on note sy, ...,s; les idéaux définis par les relations
so = (1) et 5;41 = §iPi+1, OU P, ..., P sont les idéaux premiers qui divisent
f, alors la, décomposition
t—1
(Rr :Up) = [[Ws,,r : Us;y 1)
i=0

de (Rp : Up) comme produit des indices (Us, r : Us,,, r) montre que
(Rp : Up) € N. De plus, si £ est un nombre premier tel que ¢|(Rp : Up)
alors ¢ divise #Gal(F/F N H). Nous reviendrons plus loin sur Uindice
(Rp : Up) pour étudier son comportement dans des Z,-extensions.

Proposition 2.5. Uy et wpUy sont des réseaux de R[Gplg. De plus, on a

[F:k]-1 Wk Reg(F)hp

Uy : Uy) = (12
(Uo : wplp) = (12wiey) wor .

(2.10)
ot hp (resp. Reg(F)) est le nombre de classes d’idéaux (resp. le régulateur)
de F'.

Démonstration. Il est clair que la multiplication par wg est un isomor-
phisme de R[GF|o. Aussi suffit-il de prouver que Uy est un réseau de
R[GFlp. En fait, il suffit de montrer que Uy est un réseau de Q[GF]o, ou
encore, que son Z-rang est égal a [F : k] — 1. Or Uy est un Rp-module
dont il est facile de vérifier que pour tout caractére complexe non trivial
de G on a Upe, # 0. Ce qui prouve que Up a le rang qu’il faut. De plus,
on a
(U() : wFUo) = |deth\ = H WEey.

XFX0
II suffit maintenant de revenir a la définition de wg et d’utiliser la formule
analytique pour le nombre de classes, c’est a dire

pr
wr K \#1
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O

Définition 2.6. Nous posons d(F) = [Pp" Nk : Q7" N k], et pour tout
idéal premier p de O nous noterons ky~ ’extension abélienne maximale
de k non ramifiée en dehors de p.

Théoréme 2.7. On a l'identité

d(F)[I3(Pp) : lp(Qp)] = [FOH : K] [[[F N kye : F N H], (2.11)
p

ou p décrit ’ensemble des idéauz premiers de Oy. De plus, si H C F' ou
F C H alors d(F) =1

Démonstration. Posons P’ = Ppf et ' = QFF. Alors on a I'égalié des
indices [I5:(Pr) : 13:(Qr)] = [[5(P") : 15.(€Y)]. Posons aussi Q' = Q" et
A=Q NOk. On a
Q Nkerlp =Q' Nk et P Nkerly =P Nk.
En conséquence on obtient le diagramme commutatif suivant
1 1 1

l l |

*

| —— QN k —— QA s I (Q)J1(A) —— 1

l I l

*

!
1 —— PNk —— P/ — 5(P)/IH(Q) — 1
dont les lignes et les colonnes sont exactes. Les colonnes correspondent a
I'inclusion. Le lemme du serpent nous donne alors

[F(P) ()] _ [P/ Q/A]
(@) (AN [P0k Q OE]
Posons s(F/FNH) = s(Gal(F/F N H)). D’apres (2.9) on a
I3(Q) =wps(F/FNH)(Rp)o et 1n(A") =wps(F/FNH)(Rp)Z,

d’out 'on déduit

[3(Q)  lp(A)] = [FNH : K]
Calculons [P'/€Y : @'/A’]. Nous pouvons supposer f # (1). Soient alors
P1,. .., P les idéaux premiers de Oy qui divisent f, et fixons p},...,p; des
idéaux premiers de O choisis de sorte que p; C p,. Alors, on obtient
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un homomorphisme de groupes abéliens vp : FX — Z!, qui & x associe
vp(x) = (v1(x),...,v(x)), ot v; est la valuation normalisée associée a pl.
D’apres (2.5) on a

vp(P'") = 12e;wp[H : F N H](e(F/F N k)2, ... e(F/F N ket )Z),

olt p;* est I'exacte puissance de p; qui divise f et e(F/F N kp?i) est I'indice
de ramification en p; dans F/F N k,ei. De méme on a

vp(Q') = 12¢jwp[H : F N H)(#1p, (F)Z, ..., #Tp,(F)Z).

De plus, comme on a P’ N vgl(Q’) = Q'Q’ on obtient
t
[P/ Q' /A') = [I[F Nk - F O HI.
i=1 ‘

Ce qui complete la preuve de la premiere partie du Théoreme. D’autre
part si F C H alors P’ = @’ et dans ce cas on a bien str d(F) = 1.
Supposons que H C F. Soit € Pp. On peut montrer (cette vérification
est laissée au lecteur) qu’il existe une extension abélienne finie M de k,
y € M et a €k tels que

T = al?efy12wkef )

Si de plus on a x"F € k alors on sait d’apres Lemma 6 de [15] que

yl2wkwres — cA20re - ayec (e et z €k
Remarquons que ¢ € pp N FYF = {1}. D’ou a%F € (k*)12vre C Q. Le
théoreme est maintenant entierement démontré. (Il

Nous arrivons maintenant au résultat principal de ce paragraphe

Théoréme 2.8. On a

(12ue) P10 hp TLIF N kys : FOH) (Rp - Ur)

[OF : QF| =

o [H : HN F] [F: FnNH] d(F)
De plus, st H C F ou F C H alors d(F) = 1.
Démonstration. Comme kerlp N Op = pp on a [Of : Qp| = [Ip(OF) :
lp(QF)]. Posons R = Rp et U =Up. On a
(Ro : U)

lF(OF) : lr(Q2r)] = (Uo = lp(PF))(UF(Pr)  1r(QF)).

(Ro : 1:(OF))
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Il n’est pas difficile de vérifier 'identité (Ry : lp(O)) = Reg(F). De plus,
les indices (Up : 15(PF)) et (I7(Pr) : lp(£2F)) sont donnés par les formules
(2.10) et (2.11). La formule d’indice pour [O : Qp| découle maintenant
de I'égalité (R : U) = [F : F N H|(Rp : Up). Pour la deuxieme partie du
Théoreme se reporter au Théoreme 2.7. U

3. Indice et Z,-extensions

Dans ce paragraphe on suppose que H C F' et on s’intéresse au groupe
des unités elliptiques de F' défini par K. Rubin dans [13] § 1. Les éléments
de ce groupe que nous noterons Cp interviennent directement dans la
construction de systémes d’Euler, principal ingrédient dans la démonstra-
tion de Rubin de la conjecture principale de la Théorie d'ITwasawa pour les
corps quadratiques imaginaires. Ces mémes systémes d’Euler apparaissent
dans le récent travail de W. Bley ou il étend en particulier les résultats de
Rubin au cas presque général afin de les appliquer a la conjecture équiva-
riante sur les nombres de Tamagawa, cf. [1].

Dans ce qui suit nous allons utiliser le Théoreme 2.8 pour étudier le
comportement du quotient [Of : Cp|/hp de [Of : Cp] par hp, dans les
Z,-extensions. Mais nous devons d’abord rappeler la définition de Cp.

3.1. Le groupe Cp

La définition la plus élégante du groupe Cr utilise la famille de fonctions
elliptiques W(. ; L, L") : 2 — ¥(z; L, L") introduites par G.Robert dans
[12] et [10], paramétrées par les couples de réseaux (L, L’) de C tels que
L C L' et [L': L] est premier a 6. L’intérét de ces fonctions s’explique en
partie par les résultats suivants, cf. [12] et [11].

Soit m # (1) un idéal de Of. Soit a un idéal de Oj premier avec 6m
alors ¥(1;m,a"'m) € ky. De plus, on a

U(1L;m,a tm)i2em = o (1)N @ @kn/k) (3.1)
Soit q un idéal premier de O et soit a un idéal de Oy premier a 6mgq .
Alors on a les formules de normes suivantes
U(1;m,a 'm) si glm

m

N i (¥ (13 ma, " ma)) 7os =

U(1;m, a‘lm)l—(clvkm/k)’1 sigfm.
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De plus on a

g w128 A A(Og)\N (@)= (a.H/k)

Nous disposons maintenant du matériel nécessaire a la définition de Cp.
Pour tout idéal m # (1) de O, notons Cry le sous-groupe de O engendré
par upg et par les normes

Nig /i (P (1;m, a " m))7 71

ou o € Gal(F/k) et a parcourt ’ensemble des idéaux entiers de k premiers
avec 6m. Alors on pose

(3.2)

Définition 3.1. On note Cr le sous-groupe de O engendré par tous les

Crm, m # (1). On posera Vp = MFC;Zwkef, ou f est le conducteur de F'.

Le théoreme 2.8 du chapitre 2 peut étre reformulé comme suit.
[F: FNH] d(F) wg ?

Wi

(0% Cr] = hr (3.3)
puisque H C F et donc d(F) = 1. C’est cette formule d’indice que nous
exploiterons pour étudier le comportement du quotient (O : Cp]/hp dans
les Z,-extensions. Pour la convenance du lecteur nous allons tout d’abord
énoncer un résultat analogue au Theorem 5.2 de [14]. Il s’agit de la pro-
position 3.2 ci-dessous ol nous noterons D (resp. A) le ¢-Sylow (resp. le

sous-groupe des éléments d’ordre premier a £) de Gal(F'/k), de sorte qu’'on
a la décomposition Gal(F/k) = A x D.

Proposition 3.2. Soient F’ le corps fize de A et x un caractére de A.
On peut voir x comme caractére de Gal(F/k) trivial sur D. Notons alors
m(x) le produit des idéauz premiers q de k qui se ramifient dans F' et tels
que Xpr(q) = 1. Alors la puissance exacte de £ qui divise (Rp : Up) est le
produit
[[(Z[Gal(F'/k)] : Upny).5) (3.4)
X
ot x parcourt tous les caractéres multiplicatifs de /.

Démonstration. Voir [7] Proposition 2.1. O

Dans toute la suite de ce paragraphe on fixera p un nombre premier et
F une Zy,-extension de F' abélienne sur k. Si n est un entier naturel on
notera Fj, I'unique extension de F' contenue dans F, et de degré p™ sur F.
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On notera aussi f, le conducteur de F;,. On sait qu’on peut décomposer f,
de maniere unique f, = hg,, ol b est premier a g, et ne dépend pas de n
et g, est divisible uniquement par les idéaux premiers de k qui se ramifient

(

dans Fi,/F. Pour tous idéal premier p et tout entien n on notera Tpn) au
lieu de T;,(F},) le groupe d’inertie en p dans F}, /k. Notons Sg . I'ensemble
des idéaux premiers de k qui divisent b, et pour tout q € Srr, notons
Dy(Fx) le groupe de décomposition de q dans Fi/k. Nous dirons que Fi,
vérifie I'hypothese de décomposition si les groupes Dq(Fw), 9 € SFF.,
sont tous infinis.

3.2. La suite (Rg, : Ug,)

Posons R™ = Rp, et U™ = U, . Dans cette section nous étudions la
suite d’indices (R(”) : U(")). A cette fin, pour tout nombre premier £ nous

noterons Rgn) la Z-algebre Z,[Gal(F), /k)] et U, e(n) le Rén) -sous-module de
Qq[Gal(F,,/k)] engendré par U™,

Proposition 3.3. Supposons que Foo, vérifie ’hypothése de décomposition.
Alors pour tout £ # p la suite (Rén) : Ugn)) ne dépend pas de n pour tout

entier n assez grand.

Démonstration. La plus grande extension de k de degré une puissance de
¢, contenue dans F), ne dépend pas de n. Notons la F’. D’apres la pro-
position 3.2 on doit considérer les indices (Z[Gal(F"/k)] : Upyy),p7), 011 X
parcourt les caracteres de Gal(F,,/F'). Par hypothese il existe ng tel que
Gal(F,,/Fy,), pour n > ng, est contenu dans tous les groupes de décompo-
sition des idéaux premiers de k qui se ramifient dans F),/k. En particulier
si m(x) # (1) alors x est nécessairement trivial sur Gal(F,,/F,,). D’ou la
formule

(R - U™y = [[(Z[Gal(F' /K)) : Upyy.rr), 1> 1o,
X

ou x parcourt tous les caracteres de Gal(Fp,/k). O

Soit s un diviseur de fn (qui est par définition le produit des idéaux
premiers de Oy qui divisent f,). Alors on pose Us(n) = Us,F, et on note
Uﬁ(g) le sous RI(,n)—module de Qp[Gal(F,/k)] engendré par U™, Rappelons

que Ug(z) est un réseau de Q,[Gal(F,,/k)|. Si q est un idéal premier de Oy
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qui divise f, mais ne divise pas s alors on a
wp(U": UR)) = up(US5) : UGY)

Proposition 3.4. Soient s et s’ deux diviseurs de 6 tels que ss' = 6 Soit
q un idéal premier de Oy qui divise s'. Alors il existe u € N et v € Z tel
que lindice

(Us(;) : Ug,(;f)) = php" v
pour tout entier n assez grand. De plus, si le groupe de décomposition de
q dans Fx/k est infini alors on a p = 0.

Démonstration. Posons
A =1limZ,[Gal(F,/F)], R®=1mR et E=1limQ,[Gal(F,/k)]

Notons P, la projection canonique E — Q,[Gal(F,/k)] et pour tout
sous A-module A de E posons A™ = P,(A) et A, = ANker(P,). On
peut remarquer que R* est une sous A-algebre de F, libre de rang fini.
Comme base on peut prendre une partie quelconque de Gal(Fu/k) en
bijection avec Gal(F'/k) par restriction des automorphismes. On en déduit
identité R® = w, R, ot on a posé w, =P — 1,  étant un générateur
topologique de Gal(F,/F'). D’autre part la limite inverse

U7° = limUyj)

n’est autre que le sous R*°-module de E engendré par les éléments de la
forme

s(T) [ = (b, Fo)), s,
Pl
ot T; est le sous-groupe (fini) de Gal(F/k) engendré par les groupes
d’inertie T, dans Fi/k des idéaux premiers qui divisent v. Le symbol
(p, Fxo) est défini comme suit

(p7FOO):)‘p_ =~

ol A\, est un Frobenius en p dans F/k. En particulier U® est un A-

module de type fini. De plus on a P, (U$®) = 5(33), si bien que

)ty = Ui+ Uy s Uil _ [A® 2] o
| oo ol oy (AW BO]
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ou A=U>+Ugy, B=U>Xet C=Ug.
Nous dirons qu’un sous-A-module X de E est admissible s’il existe u,v €
N tels que p*(R*°) C X et p’(X) C R*>. Ceci entraine en particulier que
X est un réseau de Q,[Gal(F,/k)]. SiY C X sont deux sous- A-modules
admissibles de E alors il est facile de voir que l'invariant A\ de X/Y est
nul. De plus il est possible d’exprimer 'ordre du groupe fini X (n) / y ™)
au moyen de 'invariant p de X/Y. En effet, d’apres la théorie des A-
modules il existe X’ un A-module libre et un homomorphisme injectif
f:X — X' tel que X'/f(X) est fini. Comme on a p"t¥(X,,) C w, X le
groupe (f(Xp) + wpnX')/w, X' est fini puiqu’il est annulé & la fois par wy,
et par p“*?. L’injection canonique
(f(Xn) + wnX/)/wnXl - X//wnX/
et le fait que X'/w, X’ est un Z,-module libre permettent de conclure &
I'inclusion f(X,) C w,X'. Le quotient w, X'/ f(X,,) est fini car, d’une part
la multiplication par w, donne une application surjective
X'/f(X) — wn X'/ f(Xn).
et d’autre part X'/ f(X) est fini. D’ailleurs cette derniére propriété a pour
autre conséquence l'inclusion w,X’ C f(X), pour tout n assez grand.
Ainsi, pour tout n assez grand w, X'/ f(X,) C f(X)/f(X,). Mais comme
F(X)/f(Xy) =~ X/X,, ~ XM est un Z,-module libre, il vient f(X,) =
wp X', pour tout n assez grand. Par la théorie d’ITwasawa on a
[(X'/f(Y) : wn(X'/f(Y))] = p*P" ', pour tout n assez grand,

ouv' €Zet ' =p(X'/f(Y)) est Uinvariant du A-module X'/ f(Y). Pour
déduire Pordre de X(™ /Y (™ il suffit de constater les isomorphismes

XMy = X/(X +Y) = f(X)/(f(Xn) + F(Y))

X' [(wn X'+ f(V)) = (X' f (V) Jwn(X/ F(Y)),

et comme f induit un quasi isomorphisme de X/Y dans X’/ f(Y) il vient

#X(")/Y(”) = pMP" 1 pour tout n assez grand, (3.6)

ou vy € Zet up = pu(X/Y). Ainsi pour obtenir la formule pour (Us(g)) :
Us(%) il suffit d’appliquer (3.6) aux couples de modules (A, B) et (A, C).
Les modules A, B et C' étant ceux introduits ci-dessus. Ils sont évidemment
admissibles. Il suffit ensuite d’utiliser (3.5). On obtient alors u = u(A/C)—
p(A/B). Il nous reste & montrer 'identité pu(A/C) = u(A/B) dans le cas
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ou le groupe de décomposition de q dans Fi,/k est infini. Pour cela nous
allons construire un quasi-isomorphisme de A/C dans A/B. Mais il est
d’abord utile de remarquer la relation

Uy = U(Tq) + (1 — (4, Foo) ) UL,

ou U, OO( q) est le sous R*-module de E engendré par les éléments de la
forme

S(Tff{) H(l - (paFOO))a t|5'
plT
De plus I'idempotent e = s(Ty)/|Ty| est tel que (1 —e)Ugy = (1—¢)U;*. Or
le noyau de la multiplication par 1 — e dans tout R>°-module M est égal

& son sous-module M7, qui est par définition ’ensemble des éléments de
M invariants sous I'action de Ty. Par conséquent les injections naturelles

ATajoTs A/ et ATo/BTs ., A/B

sont des isomorphismes. Comme cTo = U (T, ) + (1 — )\*1)BT°I C BTv on
a un homomorphisme naturel ATy / cTi s AT: / BTq, qui est surjectif et

dont le noyau est W = BTq / C’Tq. On sait déja que ce groupe est annulé
par une puissance de p. En effet, on a

|Ty|B™ C s(Ty) B C U(Ty).

De plus, comme le groupe de décomposition Dg(Fx) de 'idéal q dans
F/k est topologiquement engendré par fq et par \q, les relations (1 —
AW =0et (1—0)W =0, pour tout o € T entrainent (1 — o)W =0,
pour tout o € Dg(Fu). Or D ( o) est infini par hypothese. 11 existe donc
n un entier naturel tel que y?" € Dy(Fx). Par conséquence w, W = 0. Le

groupe W est donc fini. Ce qu’il fallait démontrer. (I

Corollaire 3.5. Soit s un diviseur de 6 Alors il existe us € N et v; € Z
tel que

(R;(: n) . 5(3))) pHsP s

pour tout entier n assez grand. De plus, si les groupes de décomposition
des idéaux premiers de k qui divisent s sont infinis alors on a ps = 0.
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Démonstration. Soient q1,...,qq les idéaux premiers de Oy qui divisent
s. Alors on a
)y _ TT (17 . 17
n n
(R;(:»n) :Usp ) = H(US¢,p : U5¢+1,p)a
i=0
ousy=(1l)ets; =qi---q;sii > 1. La proposition 3.4 permet de conclure.

0

Proposition 3.6. Posons a = 6 et soit b le produit des idéaux premiers

de k qui se ramifient dans Foo /F. Soient s un diviseur de b et q un idéal
(n) . rr7(n)

premier de k divisant b mais tel que q1s. Alors lindice (Ugsp : Udsqp) ne
dépend pas de n pour tout n assez grand.

Démonstration. Voir [7] Corollaire 3.4. O

Théoreme 3.7. Il existe oo € N et v € Z tels que

(R ) = e,

pour tout n assez grand. De plus si F, vérifie Uhypothése de décomposition
alors on o = 0.

Démonstration. On peut décomposer (R](gn) : Uén)) sous la forme

(RM - UMy = (RM - UG (UL - UD).

Il suffit maintenant d’appliquer le corollaire 3.5 et la proposition 3.6. [

3.3. La suite des indices [Qp, : V]

Dans ce § nous étudions la suite [Qp, : Vg,]. Par commodité nous
supposerons que H C F. Posons L, = F, Nkg, et Looc = JLy. On a
Fo = FLy, F,, = FL, et L est une Z,-extension de Lg abélienne sur k.
En particulier on a Gal(F/Lo) ~ Gal(F,/Ly,). De plus, 1'égalité F,, =
F L, montre bien que pour n assez grand, disons n > ng, le conducteur de
L, /k est égal a g,,. Nous allons commencer par étudier la suite des indices
[Qr, : VL,]. En cela nous utiliserons le groupe

Pl = P/l L) (k) 2een

qu’il est possible de représenter par générateurs et relations. Rappelons
Iégalité 2'2 = A(O)/A(zO}), pour tout = € k>, qui prouve que 'on a
bien (k*)'2¢n c Pp . Il n’est pas difficile de vérifier que

Pr, /L, ()20
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est un groupe fini. On en déduit que P’Ln est de type fini comme groupe
abélien, de méme rang que €1y, , c’est a dire [L,, : k] — 1. On est dans un
cas favorable puisque, comme on va le voir ci-dessous, les seules relations
reliants les éléments de 7 sont celles issues des formules de norme (2.4).
De maniere formelle les choses se présentent comme suit. Soit A le groupe
abélien libre de base la réunion disjointe

| | Gal(Ln M ky/k),
geES,

ou X, = {(1),gn} si gn est divisible par un seul idéal premier et 3, =
{(1), gn, p™, pPn} si gn = pinp’n. A est naturellement un module galoisien.
De plus nous disposons d’un homomorphisme surjectif 7 : A — P}Jn,
défini pour o € Gal(L, Nky/k) ol g € X, par

la classe de (¢r,.4)7 sig#(1)

F(o) =

la classe de (AA(&;:)))@M sig=(1)eto=(a,H/k).

Le noyau de F contient le Z-module R engendré par les sommes

Spa(0) = > 7= o([T0— (6. Ln N k/k) ™)),

qlg’

ou g,g’ € X, sont premiers entre eux et tels que g’ # (1). De plus o
appartient a Gal(L, Nkq/k) et > 7 désigne la somme des éléments
de Gal(Ly, Nkqy /k) dont la restriction a L, N ky est égal a 0. Le produit

[I0 = (a. LnNke/R) ™)

qlg’

est pris sur les idéaux premiers qui divisent g’. Ces sommes Sy 4 (0) sont
en fait la formalisation des relations de norme citées ci-dessus.

On peut exhiber une Z-base de A qui nous permettra en méme temps
d’en déduire directement une base de A/R. En effet, pour tout (1) #
g € ¥, divisible par un seul idéal premier on fixe Xy C Gal(L, N ky/k)
tel que la restriction des automorphismes est une bijection de X sur
Gal(H/k). De plus, si g, = p™p’» alors pour tous o1 € Gal(Ly, N kyin /k)
et tout o9 € Gal(Ly,, N kg /k) tels que o1 et o coincident sur H on fixe
v(o1,02) € Gal(Ly,/k) un automorphisme qui prolonge a la fois o7 et o9.
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Posons alors
Xy, ={7(01,02), tel que 01 € X, ou 02 € Xin }.

Posons aussi X(j) = 0 et pour tout g € %, introduisons ensemble Y
défini comme suit

{Sg.q(0), tel que g’ € X, est premier & g et 0 € Gal(L, Nkg/k) — Xq},
ou Sy (1)(0) = 0. Maintenant on peut montrer

Proposition 3.8. L'ensemble T = ||y, Tq est une Z-base de A. En
conséquence ’ensemble

| | Gal(Ln Nky/k) — X,
geES,
est une base de A/R.

Démonstration. Voir [7] Proposition 4.1. O

Notons A’ C A le noyau de ’homomorphisme deg : A — Z défini par
deg(o) = 0si 0 € Gal(L, Nky/k) avec (1) # g € X, et deg(o) = 1 si
o € Gal(H/E). On constate que R C A’. De plus la restriction de F a A’,
qu’on notera F', est surjective. Or le rang de A'/R est égal & [L,, : k] — 1.
Ainsi on obtient, par factoristation de F’, un isomorphisme

AR ~P} . (3.7)

Lemme 3.9. I] existe un entier k tel que pour tout n le groupe Q. /Vr.,
a au plus Kk générateurs.

Démonstration. Voir [7] Lemme 4.1 O O

Définition 3.10. Pour toute extension abélienne finie K de k contenenant
H on pose
K o) ZH
e _ LKy : H]
[K : H]
ou le produit est pris sur tous les idéaux premiers de Oy.

Nous sommes maintenant prét & donner un premier résultat sur la suite

O Vi )XL,  r
A(Ln) = [wL] e
n ¢

ou ¢ parcourt tous les nombres premiers.
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Proposition 3.11. Soit ¢ un nombre premier. Alors la suite (r(Ly,£))n
est bornée. De plus si £t wy alors les termes de cette suite ne dépendent
pas de n pour tout n assez grand.

Démonstration. Notons 6, le plus grand diviseur commun de [L,, : L, N
Kgin] €t [Ly @ Ly Mkgin] sign = p'np/n. Si gy, est divisible par un seul idéal
premier nous poserons simplement 4, = 1. Considérons 'application Z-
linéaire ¥ : A — Z x Hom(u(Ly,), u(Ly,)) définie pour un o € Gal(L,, N

kq/k) par

\p(g):{o | si97 8

(Lwnjr, (o)) sig=gn.

Il est facile de vérifier que si g, est divisible par un seul idéal premier alors
on a ¥(R) C {0} x {0}. De plus, lorsque g,, = p*»p’* le nombre de racines
de 'unité de L,, N kyin et de Ly M kgin est égal a wy. Ceci permet de voir
que dans ce cas on a U(R) C §,Z x {0}. Ainsi grace a 'isomorphisme
(3.7) I’ application ¥ induit de maniére naturelle un homomorphisme de
groupes abéliens

pn QL. — Z/6,Z x Hom(p(Ly), p(Ly))-
Omn a

Tmn(py) = 4 W03 X Jeawkwn) s gn = pi
" Z/0p,Z x jr, (wp) sinon.

D’ott I'on déduit
d ig, =pn
[, : ker(py)] = {wL”/ sed(wivi e, )5t en =P
opwr, /Wi sinon,

ou ged(wrwp, wr,, ) est le plus grand diviseur commun de wywy et wy,, .
Par ailleurs, il est immédiat que V7, C ker(p,). De plus, on constate que
le groupe ker(py,)/Vr5, est annulé par (N(c) — 1)wpy, pour tout idéal ¢ de
Oy, premier a g,. Or wy est le plus grand diviseur commun de ces entiers
N(c)—1. 1l en découle que ker(p,,)/ V7, est tué par wywp, Ainsi, on déduit
grace au lemme 3.9 que lindice [ker(py,) : Vi, ] divise (wrwpr)®. Comme
0 Xy, est constant pour n assez grand la proposition suit. O

Nous avons besoin de relier les deux groupes 2z, /Vz, et Qp, /VE, pour
pouvoir compléter notre étude. On part de I'inclusion

Cin
(Pr,)en C Pr,, n >ng,
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qui permet de définir un homomorphisme de modules galoisiens
P, : PLn — PFn, (I)n(x) = xvn,

oll v, = ey, /eg,. D’autre part, comme on a aussi (Vz,, )" C VF, I'applica-
tion ®,, induit un homomorphisme

@, :Q,/Ve, — Qr,/VF,, n2=no,
L’étude de Im(®!)) et coker(®/,) nous permettra de conclure.

Définition 3.12. Pour tout nombre premier ¢ on note ¢ Pordre du
¢-sous-groupe de Sylow de Im(®)).

Proposition 3.13. Soit £ un nombre premier. Il existe N un entier tel
que la suite (1, (£))n>N est croissante. Si la suite (wr, ), est bornée et g,
est divisible par un seul idéal premier alors m,(£) ne dépend pas de n pour
tout n assez grand. Supposons £ = p, alors

i) Si la suite (wg, ), est bornée et gy, est divisible par deux idéauz pre-
miers, ou si (Wg, ), n'est pas bornée et g, est divisible par un seul idéal
premier, alors on a mp+1(p) > ™ (p) + 1, pour tout n assez grand.

it) St (wg, )n nest pas bornée et g, est divisible par deux idéaux pre-
miers, alors on a mp41(p) > mn(p) + 2, pour tout n assez grand.

Démonstration. Voir [7] Propositions 4.3, 4.4, 4.5 et 4.6. O

Proposition 3.14. L’ordre du groupe coker(®)) ne dépend pas de n pour
tout n assez grand.

Démonstration. voir [7] Proposition 4.8. O

Théoréme 3.15. La suite
Qp, : Vi, | Xk,

WF,

n

A(F,) :=

ne dépend pas de n pour tout n assez grand.

Démonstration. Décomposons A(F,) = [, rFnl) en produit de puis-
sances de nombres premiers. Alors I’égalité

A(F,) = #Im(%)#coker(@;)?{"
F,

n

et les propositions 3.13 et 3.14 montrent que pour tout nombre premier
¢ la suite d’entiers rationnels (r(Fp,,¢)),>n est croissante a partir d'un
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certain rang N. Or on a aussi
Xp, wr, 1
X, wg, #ker(®)

Ce qui permet de voir, grace a la proposition 3.11, que la suite (r(Fy, ¢))n
est majorée. D’ou le théoreme. (I

A(Fn) = A(Ly)

Nous arrivons maintenant a la conclusion de ce paragraphe 3.

Théoréme 3.16. Supposons H C F'. Alors, il existe deux entiers jioo € N
et Voo € Z tels que

[OF, : Cr.lp = P77 (hp, )p,

pour tout entier n assez grand. Supposons que Foo vérifie ’hypothése de
décomposition. Alors on a piso = 0, de plus il existe cp,, € Q* tel que

[ ;‘n :CFn]:CFothn7

pour tout entier n assez grand.

Démonstration. La premiere assertion découle de la formule (3.3), le Théo-
reme 3.7 et le Théoreme 3.15. Pour obtenir la deuxieme partie du Théo-
reme il faut aussi utiliser la Proposition 3.3. U

Bien que nous n’en donnons pas la démonstration ici nous attirons
I’attention du lecteur que dans le cas semi-simple, c’est a dire le cas ou
p1[F : k], on a us = 0. En effet, car alors le p-Sylow de Gal(F,,/k) est
cyclic et cela permet de montrer que p{ (R™ : U™). 1l est aussi possible
de montrer que pio = 0 si au plus deux idéaux premiers q € Sg ., sont
tels que Dy(Fio) est fini. Dans un article a paraitre, cf. [8], nous donnons,
en revanche, des exemples ol le pio est non nul pour la Zj,-extension
anticyclotomique.
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