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Condition nécessaire et suffisante pour que
certain groupe de Galois soit métacyclique

Abdelmalek Azizi
Mohammed Taous

Résumé

Soient d est un entier sans facteurs carrés, K = Q(
√

d, i), i =
√
−1, K

(1)
2 le

2-corps de classes de Hilbert de K, K
(2)
2 le 2-corps de classes de Hilbert de K

(1)
2 et

G = Gal(K
(2)
2 /K) le groupe de Galois de K

(2)
2 /K. Notre but est de montrer qu’il

existe une forme de d tel que le 2-groupe G est non métacyclique et de donner une
condition nécessaire et suffisante pour que le groupe G soit métacyclique dans le
cas où d = 2p avec p un nombre premier tel que p ≡ 1 (mod 4).

Necessary condition and sufficient for certain Galois group to be
metacyclic

Abstract
Let d be positive square-free integers, K = Q(

√
d, i) and i =

√
−1. Let K

(2)
1

be the Hilbert 2-class field of K, K
(2)
2 be the Hilbert 2-class field of K

(2)
1 and

G = Gal(K
(2)
2 /K) be the Galois group of K

(2)
2 /K. Our goal is to show that there is

some form of d such G is a nonmetacyclic 2-group and give the necessary condition
and sufficient for the group G to be metacyclic in case d = 2p with p a prime number
such that p ≡ 1 (mod 4).

1. Introduction

Soient G un 2-groupe, G
′ le groupe des commutateurs de G, K un

corps de nombres, K∗ le corps de genres de K, K(1)
2 le 2-corps de classes

de Hilbert de K et K(2)
2 le 2-corps de classes de Hilbert de K(1)

2 . On dit
que le 2-groupe G est métacyclique, s’il existe un sous-groupe cyclique

Mots-clés : groupe des unités, système fondamentale d’unités, capitulation, corps de
classes de Hilbert, 2-groupe métacyclique.
Classification math. : 11R27, 11R29, 11R37.
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normal H, tel que le groupe quotient G/H est cyclique. On sait que si
G/G

′ est de type (2, 2), alors d’après [12] et [15], le groupe G est mé-
tacyclique (exactement abélien de type (2, 2), quaternionique, diédral ou
semi-diédral). Mais, si G/G

′ est de type (2, 2n) avec n ≥ 2, alors d’après
[8], le groupe G peut être métacyclique ou non métacyclique ; le problème
qu’on veut aborder dans cet article est le suivant : Pour K = Q(

√
d, i) où

d est un entier sans facteurs carrés et K∗ est une extension quadratique
de K, existe-t-il une forme de d tel que le 2-groupe G = Gal(K(2)

2 /K) est
non métacyclique et quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes
pour que le groupe G soit métacyclique dans le cas où d = 2p avec p un
nombre premier tel que p ≡ 1 (mod 4) ?

2. Le rang du 2-groupe de classes de K où [K∗ : K] = 2

Soit p un diviseur premier du discriminant DK de K, on désigne par
e(p) l’indice de ramification de p dans K/Q. On sait, d’après [13] que∏

p/DK

e(p) = [K∗ : Q] = [K∗ : K] · [K : Q] = 4 · [K∗ : K].

Dans le cas où K∗ est une extension quadratique de K, on a
∏

p/DK

e(p) =

23 = 8, alors si 2 est totalement ramifié dans Q(
√

d), 2 figure dans la
décomposition en facteurs premiers de d, par suite, d est le produit d’un
nombre premier et 2. Si 2 n’est pas totalement ramifié, 2 ne divise pas d,
dans ce cas d est le produit de deux nombres premiers impairs. Alors les
formes possibles pour d sont :

(i) d = p1p2 où p1 ≡ p2 ≡ 1 (mod 4) ;

(ii) d = 2p où p ≡ 1 (mod 4) ;

(iii) d = pq où p ≡ −q ≡ 1 (mod 4) ;

(iv) d = 2q où q ≡ −1 (mod 4) ;

(v) d = q1q2 où q1 ≡ q2 ≡ −1 (mod 4).

Dans la suite de cette section, on va étudier le rang du 2-groupe de classes
de K = Q(

√
d, i) avec d prenant les formes précédentes. Pour cela nous

allons rappeler le résultat suivant :
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Condition nécessaire et suffisante

Lemme 2.1 ([14]). Le rang du 2-groupe de classes de K est :
s + s0 si d est pair et p ≡ 1 (mod 8) pour tout p ∈ S0.
s + s0 − 1 si d est pair et il existe p ∈ S0 tel que p ≡ 5 (mod 8)

ou d est impair et p ≡ 1 (mod 8) pour tout p ∈ S0.
s + s0 − 2 si d est impair et il existe p ∈ S0 tel que p ≡ 5 (mod 8).
(1) s = |S| et S est l’ensemble des premiers impairs ramifiés dans

Q(
√

d) ;
(2) s0 = |S0| où S0 est le sous-ensemble de S contenant tous les pre-

miers congrues à 1 modulo 4.

Théorème 2.2. Soient K = Q(
√

d, i) un corps biquadratique avec d est
un entier sans facteurs carrés, K∗ le corps de genres de K et r le rang
du 2-groupe de classes de K. Si K∗ est une extension quadratique de K,
alors

(1) r = 1, si d prend les formes suivantes :
(1.i) d = 2p où p ≡ 5 (mod 8) ;
(1.ii) d = pq où p ≡ 5 (mod 8) et −q ≡ 1 (mod 4) ;
(1.iii) d = 2q où q ≡ −1 (mod 4) ;
(1.iv) d = q1q2 où q1 ≡ q2 ≡ −1 (mod 4) ;

(2) r = 2, si d prend les formes suivantes :
(2.i) d = p1p2 où p1 ≡ 5 (mod 8) ou p2 ≡ 5 (mod 8) ;
(2.ii) d = 2p où p ≡ 1 (mod 8) ;
(2.iii) d = pq où p ≡ 1 (mod 8) et −q ≡ 1 (mod 4) ;

(3) r = 3, si d prend la forme suivante :
(3.i) d = p1p2 où p1 ≡ p2 ≡ 1 (mod 8).

Démonstration. Il suffit de calculer s et s0 et appliquer le lemme précédent.
�

3. Structure de G dans le cas où d = 2p

Soient K = Q(
√

d, i) un corps biquadratique avec d est un entier sans
facteurs carrés, K∗ le corps de genres de K et G = Gal(K(2)

2 /K) le groupe
de Galois du deuxième 2-corps de classes de Hilbert par rapport à K. Il
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est très important de savoir que G est métacyclique ou non, car dans le
cas métacyclique, G est connu explicitement, ainsi ses sous-groupes, ce qui
permet de calculer le nombre des 2-classes d’idéaux de K qui capitulent
dans les sous-extensions de K(1)

2 /K. A. Azizi a montré dans [1] et [2] que
G peut être métacyclique si d prend les formes (2.i) et (2.iii) (notation du
Théorème 2.2) avec des conditions supplémentaires, qui sont équivalentes
de dire que G/G′ est de type (2, 2). Dans ce cas d’après un résultat de
la théorie des groupes de Taussky ([15]), G est métacyclique (exactement
abélien de type (2, 2), quaternionique, diédral ou semi-diédral). Mais si d
prend la forme (2.ii), le 2-groupe de classes de K (et G/G′) ne peut pas
être de type (2, 2), alors la question naturelle qui se pose est : quelles sont
les conditions nécessaires et suffisantes pour que G soit métacyclique ?
Dans cette section, on va répondre à cette question.

Dans ce qui va suivre, on adoptera les notations et les conventions
suivantes : p un nombre premier, si p ≡ 1 (mod 8), rappelons que le
symbole (2

p)4 (biquadratique rationnel) est égal à 1 ou −1, suivant que

2
p−1
4 ≡ ±1 (mod p). Le symbole (p

2)4 est égal à (−1)
p−1
8 . Un 2-groupe est

un groupe fini dont l’ordre est une puissance de 2. Pour tout 2-groupe H,
le rang d(H) de H est le nombre minimal de générateurs de H. Pour tout
corps de nombres L, h(L) désigne le 2-nombre de classes de L.

Lemme 3.1. Soient G un groupe métacyclique et H un sous-groupe de G.
Alors H est aussi un groupe métacyclique. En particulier 1 ≤ d(H) ≤ 2

Démonstration. Comme G est un groupe métacyclique, alors il existe un
sous-groupe cyclique normal N de G tel que le groupe quotient G/N est
cyclique. Soit H un sous-groupe de G, d’après le 2-ème théorème d’isomor-
phisme on a HN/N ' H/H∩N . Il est claire que HN/N est un sous-groupe
de G/N , ce qui prouve que H/H ∩N est un groupe cyclique. Autrement
dit, H est un groupe métacyclique, en particulier 1 ≤ d(H) ≤ 2. �

Corollaire 3.2. Soient K = Q(
√

d, i) un corps biquadratique avec d est
un entier sans facteurs carrés, K∗ le corps de genres de K, K(1)

2 le 2-corps
de classes de Hilbert de K, K(2)

2 le 2-corps de classes de Hilbert de K(1)
2

et G = Gal(K(2)
2 /K). Si K∗ est une extension quadratique de K, alors

(1) Si d prend les formes (1.i), (1.ii), (1.iii) et (1.iv), alors G est cy-
clique ;

(2) Si d prend la forme (3.i), alors G est non métacyclique.
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Condition nécessaire et suffisante

Démonstration. Notons Φ(G) le sous-groupe de Frattini de G, intersection
de ses sous-groupes maximaux et r = d(G). Il est bien connu que Φ(G) est
le plus petit sous-groupe de G tel que G/Φ(G) ' (Z/2Z)r. Puisque G′ ⊆
Φ(G) = G2, le groupe quotient G/Φ(G) est vu comme un sous-groupe
de G/G′, alors d(G) = d(G/G′). Si d prend les formes (1.i), (1.ii), (1.iii)
ou (1.iv), alors le 2-groupe de classes de K est cyclique, ainsi d(G/G′) =
d(G) = 1, enfin G est cyclique. Si d prend la forme (3.i), alors le 2-
groupe de classes est égal à 3, le lemme précédent donne que G est non
métacyclique, car d(G) = d(G/G′) = 3. �

Théorème 3.3. Soient K = Q(
√

2p, i) avec p un nombre premier tel que
p ≡ 1 (mod 8), K∗ = Q(

√
2,
√

p, i) le corps de genres de K et CK∗, 2 le
2-groupe de classes de K∗. Alors le rang de CK∗, 2 = 2 ou 3. De plus le
rang de CK∗, 2 = 3 si et seulement si (2

p)4 = (p
2)4 = 1.

Démonstration. Notons F le corps Q(
√

2, i) = Q(ζ8), r le rang de CK∗, 2,
Am(K∗/F ) le groupe de classes ambiguës dans K∗/F , EF est le groupe
des unités de F et NK∗/F l’application norme de K∗/F . On sait que le
groupe des unités de F est engendré par ε0 = 1+

√
2, l’unité fondamentale

de Q(
√

2) et ζ8 la racine 8-ème de l’unité. De plus le nombre de classes
de F est égal à 1. Alors la formule de genres donne le nombre des classes
ambiguës dans K∗/F :

|Am(K∗/F )| = 23

[EF : EF ∩NK∗/F (K∗)]
= 2r,

car il existe quatre idéaux premiers de F qui se ramifient dans K∗, ces
idéaux sont au-dessus de p. Comme F est imaginaire, K∗ = F (

√
p) et grâce

à la formule de produit pour le symbole de Hilbert ( , )β ; le théorème
de Hasse entraîne qu’une unité ε de F est une norme si et seulement si
(p, ε)β = 1 pour tout idéal premier de F qui n’est pas au-dessus de 2. En
utilisant les propriétés du symbole de Hilbert on trouve que

(p, ε)β =


1 si β n’est pas au-dessus de p,

(p
2)4 si β au-dessus de p et ε = ζ8,

(p
2)4(2

p)4 si β au-dessus de p et ε = ε0,
(2

p)4 si β au-dessus de p et ε = ε0ζ8.
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En particulier

EF ∩NK∗/F (K∗) =


〈ζ8, ε0〉 si (2

p)4 = (p
2)4 = 1,

〈i, ε0〉 si (2
p)4 = (p

2)4 = −1,

〈ζ8, ε2
0〉 si (2

p)4 = −(p
2)4 = −1,

〈i, ε0ζ8〉 si (2
p)4 = −(p

2)4 = 1.

Enfin

|Am(K∗/F )| =
{

23 si (2
p)4 = (p

2)4 = 1,

22 sinon.
D’où le résultat. �

Théorème 3.4 ([3]). Soient K = Q(
√

2p, i) avec p un nombre premier
tel que p ≡ 1 (mod 8), K(1)

2 le 2-corps de classes de Hilbert de K, K(2)
2 le

2-corps de classes de Hilbert de K(1)
2 et h(−p) le 2-nombre de classes de

Q(
√
−p). Alors on a

K(1)
2 6= K(2)

2 ⇔ h(−p) ≥ 8 ⇔ (2
p)4 = (p

2)4

Lemme 3.5. Soient K = Q(
√

2p, i) un corps biquadratique avec p est un
nombre premier tel que p ≡ 1 (mod 8), (2

p)4 = (p
2)4 = −1, K(1)

2 le 2-corps

de classes de Hilbert de K, K(2)
2 le 2-corps de classes de Hilbert de K(1)

2 ,
G = Gal(K(2)

2 /K), H et K les deux sous-groupes maximaux de G tels que
H/G

′ et K/G
′ sont cycliques d’ordre 4. Alors [G′ : H ′] = [G′ : K ′].

Démonstration. Comme p ≡ 1 (mod 8), alors il existe deux entiers x et y
tels que p = x2 +16y2. On pose π1 = x+4yi, π2 = x− 4yi, K1 = K(

√
π1)

et K2 = K(
√

π2). Puisque les deux premiers π1 et π2 sont ramifiés dans
K/Q(i), les idéaux engendrés par π1 et π2 sont des carrés d’idéaux de
K. Observons que x est un nombre impair, donc x ≡ ±1 ≡ i2 (mod 4),
alors les deux équations πi ≡ ξ2 sont résolubles, ce qui implique que les
deux extensions K(

√
π1) et K(

√
π2) sont des extensions non ramifiées de

K. Supposons que K(
√

π1) = K(
√

π2), alors il existe un élément t ∈ K
tel que π1 = t2π2, ce qui montre que p = t2π2

2, et ce n’est pas le cas, car√
p /∈ K. Comme l’extension K∗/Q est normale et K(πi)/Q (i = 1, 2)

n’est pas normale, donc K(πi) 6= K∗. Ce qui prouve que K1, K2 et K∗

sont des extensions différentes non ramifiées de K. Or, la condition (2
p)4 =

(p
2)4 = −1 donne que le 2-groupe de classes de K est de type (2, 4), alors
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Condition nécessaire et suffisante

K1, K2 et K∗ sont exactement les 3 extensions quadratiques non ramifiées
de K. Observons que K1 et K2 sont deux corps conjugués, alors le groupe
de Galois de K(1)

2 /K1 et de K(1)
2 /K2 ont la même structure qui doit être

qu’un groupe cyclique d’ordre 4, alors on pose H = Gal(K(2)
2 /K1) et

K = Gal(K(2)
2 /K2), ce qui entraîne que les groupes H/G

′ et K/G
′ sont

cycliques d’ordre 4 et [H : H ′] = h(K1) = [H : G′][G′ : H ′] = h(K2) =
[K : G′][G′ : K ′]. Enfin [G′ : H ′] = [G′ : K ′]. �

Soit G un 2-groupe. On désigne par γi(G) le i-ème terme de série cen-
trale descendante de G définie par γ1(G) = G et γi+1(G) = [γi(G), G]. Si
γ1(G)/γ2(G) est de type (2, 4), la situation est schématisée par le dia-
gramme suivant :

γ3(G)

��
G′

||xx
xx

xx
xx

x

�� ""FF
FF

FF
FF

F

N1

##FFFFFFFF N3

{{xxx
xx

xx
xx

�� ##FF
FF

FF
FF

F N2

{{xxxxxxxx

H

##GGGGGGGGG M

��

N

{{xxxxxxxxx

G

N. Blackburn a montré dans [10] que γ2(G)/γ3(G) est un groupe cyclique
d’ordre ≤ 2 et que l’exposant du groupe quotient γi(G)/γi+1(G) est ≤ 2
(i ≥ 2). Soit c le plus petit entier tel que γc+1(G) = 1, on appel coclasse de
G l’entier n− c avec 2n est l’ordre de G, il est à noter que la coclasse de G
est égal à 2 si et seulement si le groupe quotient γi(G)/γi+1(G) est d’ordre
2 (2 ≤ i ≤ c). Dans [11] et [4], on trouvera la classification complète de
tous les groupes dont la coclasse est 2.
Lemme 3.6. Soit G un 2-groupe tel que G/G′ ' (2, 4). Soient H et M
deux sous-groupes maximaux de G tels que H/G′ est un groupe cyclique
d’ordre 4 et M/G′ ' (2, 2). Alors

89



A. Azizi et M. Taous

(i) Si G′ ' (2, 2), alors [G′ : H ′] = 2.
(ii) Si la coclasse de G est égal à 2 et d(G′) = 2, alors d(M) ≥ 3. En

particulier G est non métacyclique.

Démonstration. (i) Puisque G/G′ ' (2, 4), alors il existe deux éléments a
et b tels que a2 ≡ b4 ≡ 1 mod G′ et H = 〈b, G′〉. On pose c2 = [a, b] et
cj+1 = [b, cj ] ([x, y] le commutateur de x et y). Alors G′ = 〈c2, c3, ...〉 ,
H ′ = 〈c3, c4, ...〉 et le groupe quotient G′/H ′ est engendré par la classe de
c2 modulo H ′, ainsi la condition G′ ' (2, 2) entraîne que [G′ : H ′] = 2.
(ii) Dans [4], on trouve que G = 〈x1, x2, y〉 et G′ = 〈x2

1, x2〉 avec y4 ∈ G′.
Comme G/G′ ' (2, 4), alors M = 〈x1, y2, G′ >= 〈x1, x2, y2〉 et G admet
3 sous-groupes normaux N1, N2 et N3 (voir le diagramme précédent) tels
que N1 = 〈x1, G′〉 = 〈x1, x2〉, N2 = 〈y2, G′〉 = 〈x2

1, x2, y2〉 et N3 =
〈y2x1, G′〉 = 〈y2x1, x2

1, x2〉. Supposons que d(M) = 2, alors M admet
exactement 3 sous-groupes d’indice 2, qui sont les Ni (1 ≤ i ≤ 3). Le
groupe N4 = 〈x1, x2

2, y2〉 est sous-groupe d’indice 2 de M tel que N4 6= Ni

(1 ≤ i ≤ 3), ce qui montre que d(M) ≥ 3. �

Théorème 3.7. Soient K = Q(
√

2p, i) un corps biquadratique avec p est
un nombre premier tel que p ≡ 1 (mod 4), K∗ le corps de genres de K,
K(1)

2 le 2-corps de classes de Hilbert de K, K(2)
2 le 2-corps de classes de

Hilbert de K(1)
2 et G = Gal(K(2)

2 /K). Si K∗ est une extension quadratique
de K. Alors G est métacyclique non abélien si et seulement si p ≡ 1
(mod 8) et (2

p)4 = (p
2)4 = −1.

Démonstration. Supposons que (2
p)4 = (p

2)4 = −1, alors G est un groupe
non abélien et le 2-groupe de classes de K est de type (2, 4) et h(K∗) =
2h(−p) où h(−p) est le 2-nombre de classes de Q(

√
−p) ([3]). Soit γi(G) le

i-ème terme de série centrale descendante de G = Gal(K(2)
2 /K). Dans ce

cas γ1(G)/γ2(G) est de type (2, 4). Puisque K∗ est la plus grande extension
abélienne non ramifiée de K telle que l’extension K/Q est abélienne et si
on pose P = Gal(K(2)

2 /Q), alors M = P ′
= Gal(K(2)

2 /K∗), ainsi P ′
/P ′′

est isomorphe à CK∗, 2 le 2-groupe de classes de K∗, d’après le théorème
précédent le rang de P ′

/P ′′ est égal à 2. N. Blackburn a montré dans [9]
que dans cette situation P ′ est un groupe métacyclique. Comme G

′ est un
sous-groupe normal de P ′ , alors le lemme 3.1 entraîne que 1 ≤ d(G

′
) ≤ 2.

Commençons par étudier le cas où [G
′
: H

′
] > 2. Soit N1 l’un des deux

sous-groupes normaux cycliques d’indice 4 sur G. Soit L1 le sous-corps de
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Condition nécessaire et suffisante

K(2)
2 /K laissé fixe par N1. Suivant [7] on a :

[N1 : N
′
1] = h(L1) =

{
4 si d(G

′
) = 1;

8 si d(G
′
) = 2.

Comme L1 est une extension non ramifiée de K∗, alors h(L1) ≥ h(K∗)/2 =
h(−p) ≥ 8, par suite h(L1) = h(K∗)/2 = 8 et d(G

′
) = 2, la proposition

7 de [6] donne que P ′ est abélien, alors il est de type (2, 8) ou (4, 4),
puisque G

′ est un sous-groupe de P ′ tel que P ′
/G

′ est de type (2, 2) et
d(G′) = 2, alors G

′ est de type (2, 2). Le (i) du lemme précédent montre
que [G

′
: H

′
] = 2, ce qui affirme que le cas où [G

′
: H

′
] > 2 est impossible.

Nous avons montré que si (2
p)4 = (p

2)4 = −1, alors [G
′
: H

′
] = 2 et 1 ≤

d(G
′
) ≤ 2. E. Benjamin, F. Lemmermeyer et C. Snyder ont montré dans

[5] que γi(G)/γi+1(G) est d’ordre ≤ 2 et que si G est non métacyclique,
alors d(G

′
) = 1 si et seulement si [G

′
: H

′
] = 2 et [G

′
: K

′
] > 2. Pour

notre cas le lemme 3.5 donne que [G′ : H ′] = [G′ : K ′]. Cela signifie que
la coclasse de G est égal à 2 avec G soit un groupe métacyclique, soit
un groupe (non métacyclique) dont la coclasse est 2 et d(G

′
) = 2. (ii) du

lemme précédent affirme que ce deuxième cas est impossible, alors G est
métacyclique non abélien.

Réciproquement, supposons que G est métacyclique non abélien, alors
le théorème précédent nous donnera que (2

p)4 = (p
2)4 = ±1. Si (2

p)4 =
(p
2)4 = 1, alors le 2-groupe de classes de K∗ est égal à 3, ainsi d(M) = 3 et

ce n’est pas le cas car M est sous-groupe d’un groupe métacyclique. �
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