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Sur les feuilletages des variétés fibrées

HAaMIDOU DATHE
CEDRIC TARQUINI

Résumé

Nous construisons un feuilletage exotique de classe C* sur tout fibré hyperbo-
lique de genre 1. Nous montrons égalemnt des théoremes de rigidité des feuilletages
modeles sur certains fibrés pseudo-Anosov.

About the foliations of fibered manifolds

Abstract

We build an example of C'-foliation which are not conjuguated to a model
foliation on a hyperbolic three manifold. We also prove some rigidity theorems of
modele foliations on pseudo-Anosov fibered manifolds. IMTEX class file.

1. Introduction

Dans cet article nous appellerons fibré hyperbolique' fermé de genre 1,
une variété V compacte sans bord de dimension 3 fibrant sur le cercle S!
avec fibre un tore T? et un difféomorphisme de monodromie ¢ qui est hy-
perbolique (i.e induisant en homologie une application linéaire @, de trace
en valeur absolue > 2). Il est bien connu qu’une telle variété porte deux
feuilletages sans feuille compacte appelés les feuilletages modeles ou sim-
plement les modeles (voir [4]). Rappelons cette construction : on considere
sur R? les feuilletages Gy et G; donnés par les directions propres de ¢, ces

Ce travail a été fait pendant que le premier auteur effectuait un séjour de recherches au
LMAM, Vannes, France.
Ce travail a été en grande partie fait lorsque le second auteur était & Ecole Normale
Supérieure de Lyon, Unité de Mathématiques Pures et Appliquées, CNRS UMR 5669,
46 allée d’Italie, 69364 LYON CEDEX 07 FRANCE..
Mots-clés : Feuilletage, hyperbolique, lamination, ETEX.
Classification math. : 00X99.

1Ce mot n’est pas & prendre au sens usuel qui est que la 3-variété est hyperbolique.
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H. DATHE ET C. TARQUINI

feuilletages induisent sur T? deux feuilletages minimaux encore notés Gy
et G1 qui sont visiblement invariants par ¢. Prenons ensuite sur T? x [0, 1]
les feuilletages produit G; x [0,1], (¢ = 0,1). En identifiant les deux com-
posantes du bord par ¢, on obtient sur V' deux feuilletages minimaux
transversalement affines. Ghys et Sergiescu ont montré dans [4] que tout
feuilletage sur une telle variété de codimension 1 sans feuille compacte et
de classe C" (avec r > 2) est C"~2-conjugué a I'un des modeles. Un feuille-
tage de codimension 1, sans feuille compacte qui n’est conjugué a aucun
des modeles sera qualifié d’exotique (bien sur il ne peut étre qu’au plus de
classe C1). Dans cet article nous construisons un exemple de feuilletage
exotique de classe C', ce qui prouve que le résultat de Ghys et Sergiescu
est optimal pour la classe de différentiabilité.

Remarquons que pour obtenir un feuilletage exotique de classe C? il
suffit de faire une «ouverture de Denjoy» sur I'un des modeles comme
suit : fixons F un modele de V, soit £ un feuilletage de dimension 1
transverse a JF et L une feuille de F. Remplacons L par un ouvert W
saturé de feuilles de F. L’ouvert W est choisi de fagon que £ le fibre en
intervalles au dessus de L. Cette opération fournit un nouveau feuilletage
F' qui contient un minimal exceptionnel qui est le complémentaire de
W. Le feuilletage F " est alors exotique et est a priori seulement de classe
CY. Sur le tore T2, il est bien connu que ce procédé est de classe C1 ([1]).
Dans cet article on montre qu’il est aussi effectivement de classe C sur les
fibrés hyperboliques fermés de genre 1. Nous étudions également quelques
propriétés des feuilletages sans feuille compacte sur des fibfes sur S dont
les fibres sont des surfaces fermées de genre > 1 et la monodromie un
«difféomorphisme» pseudo-Anosov au sens de [3].

2. Feuilletages sur les fibrés hyperboliques fermés de genre 1

Dans cette partie on montre plusieurs résultats sur les fibrés hyperbo-
liques de genre 1. Le théoreme essentiel étant la construction d’un exemple
exotique de feuilletage de classe C! sur tout fibré hyperbolique fermé de
genre 1.

Théoréeme 2.1. Sur tout fibré hyperbolique fermé de genre 1 il existe un
feuilletage exotique de classe C' sans feuille compacte.

Démonstration. On part d’un difféomorphisme linéaire hyperbolique A de
T? de valeurs propres 0 < A < 1 < 1/). On note Fs et F, les feuilletages
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SUR LES FEUILLETAGES DES VARIETES FIBREES

stables et instables de A, leurs champs de droites tangentes sont donnés
par les directions propres de A. On va modifier A en un difféomorphisme
isotope F' tout en préservant le feuilletage stable. Pour cela considérons
une carte ¢ : U — T? ot U est un disque ouvert de coordonnées locales
(zy,xs) autour de 0 tel que F,, (resp. Fs) soit donné dans U par «xz, =
constante» (resp. «xs = constantey). On choisit U tel que le disque D)
centré en l'origine et de rayon 1/A soit inclus dans U, enfin on note D le
disque unité de R? (en particulier D C U). Ainsi dans U, on a :

V(zy,xs) € D, A(zy,xs) = (a;\l,)\xs> eU

Rappel 1. Comme A est hyperbolique a valeurs propres positives 0 < A <
1 < 1/A, Uentier A+ 1/ est strictement supérieur a 2 donc 1/X > 2.

Soit f une fonction C*° de R dans R vérifiant les propriétés suivantes :
(1) f est paire, f(t) =0si |t|] > 1, f(t) = 2 — X dans un voisinage de
0.
1
(2) Vi E€R, f() > —A et / F(t)dt = o.
0
(3) il existe un réel a (0 < a < 1) tel que f(a) =1— X\, f(t) <1—A
sift|>aet f(t) >1—Asi |t <a.

(4) il existe un unique point m dans ]a, 1] tel que f soit décroissante
sur [0,m] et croissante sur [m, +oo.

Posons ¢ : R — R la fonction définie par :
W(@) = )\a:+/ F(t)dt.
0

Comme d’apres la condition 2, ¢/(t) = A+ f(t) > 0 pour tout t, ¢ est
un difféomorphisme croissant. De plus en utilisant la condition 1 et 2,
W(t) = At si |t] = 1 et ¥(t) = 2t dans un voisinage de 0.

Soit b = min(1,a/\) et considérons une fonction positive g : R — [0, 1]
de classe C*° décroissante sur [0, +oo[ définie par :

0 silz| >0,
g(a:):{ o (2.1)
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Définissons F' de la facon suivante : sur T2\ ¢(D), F = A et sur ¢(D) :

U F @) = (Jred(@)glm) + A1~ glw))

= (s [ s )

L’application F' est bien définie : si (z,,xzs) est dans le disque unité D
alors :

||

A

]gm) |7 fwt 4 xa,

Ainsi I'image de (z,,xs) est dans Dy C U. De plus comme ¢(z) = Az
pour |z| > 1, F' coincide avec A au bord de ¢(D).

(d’apres le rappel 1).

Lemme 2.2. L’application F est un difféomorphisme C> de T2.

Démonstration. L’application F' est C°° par construction. Montrons que
¢~ 'F¢ = (F,, Fy) est une immersion. Il suffit de voir que

OF ,
aT(xU7$S) =Y (25)g(2u) + A1 = g(2)) = f(25)g(20) + A
est partout non nul sur U.
Si %(aju, zs) = 0 alors (¢ (zs) — N g(zy) = f(xs)g(zy) = —A. Or g est

positive inférieure a 1 et f > —\ (condition 2) donc ’égalite précédente
S
O O
est strictement positive sur U, donc que la fonction z — Fs(zy,x) est
strictement croissante sur les ensembles de la forme U N {z,} x R.

Nous allons montrer que l'application F est injective. Soient z et 2’
deux points de T? tels que F(z) = F(2').
1°"cas : Si z = ¢(zy, z5) et 2/ = ¢(z),, z,) sont deux points de ¢(D) alors
T, = ), et

est impossible. Puisque —>(0,0) = 2 cela montre en particulier que

Aws — 2)[1 = g(@a)] + g(zu) [1h(xs) — P()] = 0
supposons par exemple x5 > x,, comme 1) est strictement croissante et que
g est & valeurs dans [0,1], on a A(zs — z%)[1 — g(x4)] = 0 et g(ay)[(xs) —
P(2h)] =0 et donc x5 = 2.
2¢cas : Par exemple 2’ € ¢(D) donc F(2') = A(2).
e Soit z € ¢(D) et dans ce cas F(z) = A(z) donc par injectivité de A on
az=7z".
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SUR LES FEUILLETAGES DES VARIETES FIBREES

e Soit 2 = ¢(xy,5) avec (ry,75) € D et ¢7L(F(2)) = ¢71(F(Z)) =
(Yu,ys) € U. Cela implique Ay, = x, et ys = Fs(xy,zs). Par crois-
sance de © — Fs(zy,z) sur U N {z,} x R on obtient I'inégalité |ys| <
Fs(xy, /1 —22) = A\y/1 — 22. Cela montre que (A\yy, (1/\)ys) appartient
A D.Or o' A d(yu,ys) = ¢(A\yu, (1/N)ys) = 2’ donc on est ramené au
cas précédent.

Cela montre que F' est un difféomorphisme sur son image. Celle-ci est
ouverte et fermée (par compacité de T?) donc F est un difféomorphisme
de T2, O

Cette perturbation de A en un difféomorphisme F' est appelée dérivation
d’Anosov (voir [8] et aussi [5, 11, 2]).

Lemme 2.3. Les points fizes de F contenus dans ¢p(D) sont au nombre
de trois : ¢(0) qui est attractif, p(0,x5) et ¢(0,—xf) qui sont des points
selles avec a < xy < 1, ot a est la constante définie dans la condition 3
portant sur f.

Démonstration. Soit (zy,zs) € D vérifiant ¢~ Fo(xy,xs) = (74, s).
Alors x, = 0 et xz, = 1(x5). D’our trois solutions pour xs : 0,z et —xf
aveca <y <1et:

1

~ 0
d(O,O)(Funs) = ( A ) >

0 2

1
X 0
A7) (Fur Fo) = Ao, (Fu, F) = ( 0 A+ flay) > ’
L’encadrement a < x5 < 1 assure que : 0 < A+ f(zy) < 1. O

Lemme 2.4. L’application F préserve le feuilletage Fs des directions
stables de A.

Démonstration. C’est immédiat, puisque la différentielle de F' préserve la
direction propre stable. O

Proposition 2.5. L’application F préserve un champ de vecteurs & con-
tinu supplémentaire a la direction stable de A.

Démonstration. Soit z € T? et notons DY = T,F, (resp. DS = T,F; ) la
direction instable (resp. stable) de z pour A.
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1
an
h(z) k(z)

ou h(z) et k(z) sont des fonctions numériques de classe C* et ou la ma-
trice est donnée dans une base propre (u, s) de A. Cette base donne deux
sections encore appelée s (resp. u) de D? (resp .de D") par transport
parallele pour la métrique plate.

d: F(s(2)) = k(2)s(F(2)) et d.F(u(2)) = %U(F(Z)) +h(2)s(F(2))

L’ensemble des supplémentaires a D?® s’identifie a ’ensemble des fonc-
tions de T? par l'application qui & une fonction p associe le champ de
droites engendré par le champ de vecteurs z — u(z) + p(z)s(z).

Pour tout z € T? on a :

Lemme 2.6. Le difféomorphisme F définit une contraction F sur l’es-
pace des fonctions continues C(T?,R) munie de la norme C° de la facon
sutvante :

vp € C(T%R),  F(p)(F(2)) = A(h(2) + k(2)p(2))

Démonstration. Pour tout p € C(T?,R), on pose :

F(p)(F(2)) = A(h(Z) + k(2)p(2))-

d: F(p(2)s(2) +u(z)) = p(2)k(2)s(F(2)) + %’U(F(Z)) + h(2)s(F(2))

= 5 (AP(2)k(2) + h(2))s(F(2)) + u(F(2)))
D’ou I'inégalité suivante, pour la norme uniforme :

1E(p1) = E(p2)l| < AllE]]- o1 = p2l.

Et comme pour (zy,zs) € U, 0 < k(¢(xy,xs)) = f(2s)g(zy) + A <2<
1/X (voir le rappel 1) et que sur T2\ ¢(D) la fonction k est égale & \, on
a A||k|| = Asupk < 1. Ainsi F' est une contraction. O

Il y a donc un unique point fixe pour action de F sur C(T?,R), on le
notera o. Cela donne un champ de droites £ = u + os qui est supplémen-
taire a D? et invariant par F'. O

Proposition 2.7. Le champ de vecteurs & est de classe C.
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Tout d’abord en vue de préparer la démonstration de cette proposition,
équipons le fibré tangent de T? de la norme suivante : ||2€(2) +ys(2)]. =

Va2 +y? Comme d, F(z€(2) + ys(z)) = %x{(F(z)) + k(2)ys(F(2)) et

que Asup k < 1 (preuve du lemme 2.6), nous avons les égalités :

1 1
|d. Fl| = sup [[d. F(X)| =% et [[d.F = —rr
| I X[|=1 | A | k(F~1(2))

Cette norme dépend contintiment du point et induit une distance sur
1

T? en posant d(z,2') = igf/ 17/ (#) |l ¢y d t ot Iinfimum est pris sur 'en-
0

semble des chemins y, C' par morceaux, satisfaisant v(0) = z et y(1) = 2/

Cette distance est équivalente a la distance donnée par la métrique plate
de T?.

Démonstration. Reprenons la preuve de l'existence de & (la proposition
2.5). Le champ de vecteurs ¢ est C! si et seulement si la fonction o,
invariante par F, est C1.

Premiere étape : montrons tout d’abord que o est lipschitzienne. Rap-

pelons que k est C! et strictement positive sur T?, donc il existe deux

constantes C, D > 0 telles que k soit C-lipschitzienne et inf & > D.

Al t 1> 2ACt t soit n > 0 tel
— ¢ ——— et soi el que
1— A& D(1—2)) { q
si d(z,2') < nalors k(F~1(2)) < 2k(F~1(2)).

Par le théoréme des accroissement finis cela implique que si d(z,2") < n
alors d(F~1(2), F71(')) < d(z, 7).

Fixons deux réels I’ >

2
k(F=1(2))
Enfin notons U L, ; /(T?) I'ensemble des fonctions de T? qui sont bornées
par I’ (i.e. [[p]] <) et p-uniformément localement I-lipschitziennes i.e les
fonctions p vérifiant :

¥z, 2 € T%,d(2,2) <n = |p(2) — p(=')| < 1d(z,2")

C’est un fermé pour la topologie C°. Nous avons choisi 7,1 et I’ pour que
cet ensemble soit F' invariant.

En effet soit p une fonction de UL,,; ;/(T?). Alors tout d’abord IF(p)| <
A(|[A]] + [|k]|I") < I par choix de I. De plus pour tout z,2’ € T?, tels que
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/

d(z,2") <mn,sionpose F(y) =zet F(y')=2":
IF(p)(z) — Fp) () = \E@)p(y) — k@)l

< Ak(y) = K@) + k) p(y) — p(y')])
< MOd(y, v + k(y)ld(y, ')
< A (k;(]?—cll(z)) + 2l> d(z,2') < ld(z,2)

L’unique fonction ¢ invariante par F est donc continue dans I’ensemble
ULy, (T?) (en vertu du théoréme du point fixe, toute suite d’itérés d’une
fonction continue p converge vers o). L’uniformité du caractére locale-
ment lipschitzien et la compacité de T? montrent sans difficulté que toute
application de UL, ; (T?), donc en particulier o, est lipschitzienne.

Deuxieme étape : nous allons faire agir F sur Q'T? l’ensemble des 1-

formes continues de T? de la maniére suivante : si P est une 1-forme de
T?, z un point de T? et X un vecteur tangent en z, alors

F(P)p@)(d: F(X)) = Md: M(X) + d: k(X)o(2) + k(2) (X))
L’espace Q'T? muni de la norme sup ||P|| = sup  |P,(X)| est un

B z€T2,|| X ||=1
espace de Banach et 'application F' est contractante :

|F(P):(X) = F(Q):(X)| < M(FTH(2)|(P = Q)p-1()(d: F~H(X)))
< AP =@l IX]

donc elle admet une unique 1-forme continue invariante. On la note X.

Troisieme étape : on montre que la 1-forme X est la différentielle de o.
Pour z € T? et X tangent en z nous noterons z + X = exp,(X) pour
la métrique plate sur le tore. Cela a un sens puisque T? = R2/Z2 et
I'exponentielle est I’application quotient R? x R? — T? x R? qui & (z, X)
associe (z,z + X). Par équivalence des normes, il existe une constante
a > 0 tel que d(z,z + X) < | X||. Formons le taux d’accroissement de
o:

T(z,X)=o0(z+X) —o0(z) — £,(X)
Comme F est C! et que o est lipschtzienne, la quantité

o(F(z2)+d,; F(X)) —o(F(z+ X))
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est un o(||X||). Et par invariance de o et ¥ par F' :

T(F(2),d. F(X)) = o(F(z + X)) = 0(F(2)) = Zp(z)(d: F(X)) + o[ X))

- )\(h(z +X) = h(2) — du h(X) + k(= + X)o(z + X)

— k(2)o(z) — d: k(X)o(z) - k(Z)Ez(X)) +o([1X1])

Comme h est C*, la quantité h(z + X) — h(z) — d, h(X) est un o(|| X||). I
en va de méme de (k(z+X)—k(2)—d, k(X))o(z). En effet, par continuité,
o est bornée sur le compact T?. Il reste & considérer

k(z+X)[o(24+X) —0(2)] = k(2)E.(X) = k(2)[o(2+ X) —0(2) = (X))
+d: k(X)[o(z + X) —o(2)] +o([X]) (2.2)
Comme k est C! et que o est lipschitzienne on en déduit :
T(F(z),d. F(X)) = Mk(2)T (2, X) + o([ X]])

|T'(2, X))
‘ Xl ,
périeure a z fixé et quand X tend vers O est finie. En se rappelant de
I'inégalité ||d,F(X)| = k(2)|| X]|, on en déduit :

T(z, X T(z, X
sup lim sup [T(z, X)| < A sup lim sup [T(z X)|
ez x—0  |IX| etz x—0  |IX]|

T(z, X
et donc pour tout z dans T?, lim sup w = 0.
X—0 X“

Cela signifie que o(z + X) — o(2) — £.(X) = o(]| X||) donc X est la dif-
férentielle de o en z. Comme la 1-forme ¥ est continue, nous venons de
montrer que la fonction o est de classe C*. O

la quantité est majorée par |[(al + ||2,||)X|| donc sa limite su-

La conséquence immédiate est la :
Proposition 2.8. Le feuilletage Fy tangent a & est de classe C!.

Nous allons voir que le feuilletage Fy contient un unique minimal ex-
ceptionnel. Pour cela désignons par

Wy = {p € T? tel que dist(F~"(p),0) — 0, quand n — —{—oo}
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la variété instable globale du point fixe 0. Comme la différentielle de F'~!
est de norme A en 0, elle est contractante au voisinage de 0. Si V est
un voisinage assez petit de 0, la suite F'~" converge uniformément vers
'application constante égale & 0 sur V', on a donc Wy = U,,50 F"(V). Cela
montre que Wy est un ouvert. De plus par définition, il est invariant par
F~let par F (i.e. FOWy) = W,).

Posons K = T?\ W), le complémentaire de Wy dans T2. C’est un compact
invariant par F (et F~1). Il existe un voisinage fermé Vi de K tel que

F(Vk) CVk et [)F*(Vk)=K
n=0
(en effet il suffit de poser Vic = T2\V ou V est définie ci-dessus par exemple
comme un disque centré en 0 de rayon assez petit). En particulier I est
connexe comme intersection décroissante de compactes connexes.

Proposition 2.9. Le compact K est un minimal exceptionnel pour le
feuilletage Fy. C’est un ensemble hyperbolique invariant par F .

Remarque 2.10. D’apres un résultat classique de Denjoy [1], cette propo-
sition nous informe que le feuilletage Fy est au plus de classe C'.

Nous allons montrer cette proposition en quatre lemmes.
Lemme 2.11. L’application k est strictement inférieure ¢ 1 sur IC.

Démonstration. Reprenons les fonctions f et ¢ introduites au début avec
le réel a de la condition (3) portant sur f et b = min(1,a/\).

11 suffit de montrer que k est strictement inférieure a 1 sur ¢(D) N K
car en dehors k est égale a A < 1 puisque F' est égale a A.

Soit (zy,xs) dans D tel que k(¢(zy,xs)) = f(xs)g(xy) + A = 1. Alors
|zs| < a (car sinon f(xzs) <1 —Xet f(xs)g(zy) + A < 1). Donc 2 — X\ >

1— —
flzs) =1 —Xet g(ay) > f(xj)\ > CEY Dot |z,| < a o « €]a, b| est
1-X
tel = .
el que g(«) 5 )

Comme F~! envoie le bord de ¢(D) dans ¢(U), on a F~1(¢(D)) C
¢(U). Soit (x,,z,) € U tel que ¢(x,, 2, -1
Ab < a (par choix de b). Donc g(x]) =1 e
I'inégalité |z)| < |zs| < a et finalement k(x),2)) > 1.

L’ensemble {(zy,xs) € D tel que k(¢p(xy,xs)) > 1} est invariant par
F~!. Le seul point fixe de F' dans ¢(D) vérifiant cette inégalité est I'origine
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OF,

(Voir le lemme 2.3 en remarquant que sur D, ko ¢ = 5). Et l'origine
Ts

ne peut étre contenue dans K. Donc sur K I'application k est strictement

inférieure a 1. U
Lemme 2.12. Le compact K est hyperbolique pour F.

Démonstration. En effet par compacité de I et a I'aide du lemme pré-
cédent il existe un réel Kk, 0 < kK < 1 tel que sur K on ait 'inégalité :
0 < k < k< 1. Et F préserve les deux directions portées par s et par
&. L’application F est contractante de facteur k suivant s et dilatante de
facteur 1/ suivant €. O

Lemme 2.13. Le compact K est saturé pour le feuilletage tangent a &.

Démonstration. Rappelons la définition de la variété instable généralisée
pour F du point = € T? :

W, = {y € T?, lim d(F '(z),F'(y)) = o}
1—-+00

Ces ensembles forment une partition de T?. Pour tout point z dans K,

on en déduit immédiatement, I'inclusion W, C K, puisque K = T? \ W.

Autrement dit le compact K est partitionné par variétés instables.

Soit z un point de K et soit L, la feuille de Fy passant par z. cette
feuille est égale a 'orbite de z par 92, le flot de &. Soit y € F,, rappelons
que d F'o & = (1/A){ o F, donc pour un certain 7 on a y = ;(z) et pour
tout entier ¢ on a

AP ) < | [ Ve ) ad =N

Ce qui montre que y appartient a W,. On vient de prouver que L, C
W, C K. Le compact K est saturé par le feuilletage Fy. O

Lemme 2.14. Le compact K est un minimal exceptionnel.

Démonstration. Le compact K est connexe (comme intersection décrois-
sante de compacts connexes). La théorie des feuilletages de codimension 1
montre que K contient une feuille compacte ou un minimal exceptionnel.
Toutes les feuilles de Fy sont denses dans K [5]. Donc comme K n’est

pas une feuille compacte, 'ensemble Fx est un minimal exceptionnel.
O
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Fin de la preuve du théoréeme 2.1. Le champ ¢ est de classe C'.
Ce qui montre que Fy est un feuilletage de classe C'. La suspension de
F' fournit alors un fibré hyperbolique fermé M de genre 1 sur lequel le
feuilletage suspension de Fy est un feuilletage F de classe C' d’apres la
proposition 2.9, qui contient une lamination non triviale donnée par la
suspension de Fyx. Donc Fy ne peut étre minimal. Comme les modeles
de M sont minimaux, F n’est conjugué a aucun des modeles et est donc
exotique. O

La proposition suivante décrit tous les feuilletages transverses a la fi-
bration sur les fibrés hyperboliques fermés de genre 1.

Proposition 2.15. Soit F un feuilletage de codimension 1 de classe
C" (r > 2) transversalement orientable sur un fibré M hyperbolique T? —
M — St Soit r : T2 x R — M le revétement cyclique de M. Si F est
transverse & toutes les fibres de M, alors F = r*F induit sur T2 x [0,1]
un feuilletage C"'-isotope au feuilletage produit Fy x [0,1], ou Fo est
topologiquement conjugué a un feuilletage linéaire du tore T?.

Démonstration. Comme F est transverse a la fibration de M sur St, alors
vt € [0,1], T? x {t} est transverse & F. Notons
p:T? % [0,1] — [0,1]
la projection canonique. Par transversalité des fibres de pu, I’application :
s T(a;t)ﬁ — T [07 1]
est surjective et
Ker tiy ety = Ta,0)Fr2xt
pour tout (z,t) € T? x [0, 1].
On cherche une section X du fibré tangent T'F telle que : p. X = 9/0t.
En fait comme T'F est localement trivial, on construit un tel champ dans
tout ouvert distingué et on recolle au moyen d’une partition de 'unité.
Notons ¢;(x,0) le flot de X passant par (x,0). Puisque T? x [0, 1] est
compacte, le flot ¢;(z,0) est défini pour tout ¢ € [0,1] et tout = € T?.
La courbe intégrale @e(z,0) reste dans la feuille de F passant par (z,0).
Cette courbe rencontre toutes les fibres T2 x {t}. En particulier ¢; envoie
Fr2x 0y sur Fyz, (. L'isotopie cherchée est alors :

P(z,t) = plpi(,0))
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oil p est la projection T? x [0,1] — T2.

Ainsi Vt € [0, 1], szx{t} est O™ Lisotope & Fy = fqrzx{o}. Le feuilletage
F est alors C"-isotope au feuilletage produit Fy x [0, 1] sur T2 x [0, 1].
Le feuilletage Fo étant invariant par le difféomorphisme hyperbolique ¢
de T? est sans feuille compacte. En effet, s’il existe une feuille compacte
v, elle n’est pas homotope & 0. Et comme il n” y a qu’un nombre fini de
classes d’homotopie de feuilles compactes, il existe un entier n > 0 tel que,
si [y] est la classe d’homotopie de la feuille 7y, on ait : ¢"[y] = [v]. Ce qui
est impossible pour un difféomorphisme hyperbolique de T?.

Comme F est de classe C" (r > 2), la feuille Fo est topologiquement
conjuguée au feuilletage linéaire de T? défini par une des directions propres
de @y. O

3. Feuilletages sur des fibrés de genre > 1

Soit ¥ une surface fermée de genre > 1 et ¢ : ¥ — ¥ un difféomor-
phisme.

Définition 3.1. Le difféomorphisme ¢ est dit pseudo-Anosov a 4 branches
s'il existe deux feuilletages F* et F* sur ¥ vérifiant les propriétés sui-
vantes :

i) F% et F* sont transversalement orientés et mesurés. F* et F* sont
singuliers avec des singularités qui sont des selles a quatre séparatrices, ils
ont le méme ensemble singulier K et transverses sur ¥ — K.

ii) Il existe une constante A > 1 telle que :

0 (F5, 1) = (FE A1)
Ou(FY p") = (F", ™).

Les feuilletages F° et F* seront appelés respectivement le feuilletage
stable et le feuilletage instable de .

Remarque 3.2 ([3]). Un feuilletage d’une surface muni d’une mesure trans-
verse invariante réguliere par rapport a la mesure de Lebesgue (i.e tout
point régulier posséde un voisinage distingué de coordonnées lisses (z,y)
dans lequel le feuilletage est défini par dy et la mesure est induite par dy)
de support total est défini par une 1-forme fermée si et seulement si il est
transversalement orienté.
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On supposera donc que les feuilletages F° et F* sont définis par des
1-formes fermées singulieres w® et w*. Ces 1-formes sont de classe C'*° sauf
aux singularités.

Soit V un ¥-fibré sur S! avec une monodromie ¢ pseudo-Anosov. No-
tons w?® et w" les 1-formes fermées définissant respectivement le feuilletage
stable et le feuilletage instable de ¢ et A le coefficient de dilatation de ¢.
Les premiers exemples de feuilletages non singuliers sur V' sont ceux qu’on
obtient par suspension du feuilletage stable et du feuilletage instable de ¢
suivie d’une désingularisation. Voici cette construction :

Sur ¥ x [0,1], on consideére la 1-forme Q, = X\(9)w7 + dt, avec 0 = s
ouoc=ueteloc)=1si0c=set —1sio=u. Lal-forme Q, définit un
feuilletage H? sur V ayant un nombre fini de cercles de contact v1, va,...,
Yn avec la fibration de V sur S'. Chaque cercle v; possede un voisinage
tubulaire V; feuilleté comme dans la figure 1.

FI1GURE 1. Voisinage tubulaire V;

Découpons les V;, on obtient une 3-varié¢té compacte M et H? induit
sur le bord de M quatres composantes de Reeb planes R/, j = 1,...4 qui
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sont deux a deux paralleles. On remplace V; par un voisinage U; munie
d’un feuilletage obtenu en ouvrant V; suivant ; et recollant chaque feuille
de R} avec une feuille de la face opposée.

Le feuilletage H? s’étend ainsi en un feuilletage transversalement affine
tendu F7 sur V. Les F? ont méme classe d’Euler (voir [9]) que la fibration
appelons les modéles positifs. De méme il existe dans la classe d’Euler
opposée de celle de la fibration deux modéles négatifs. On dira modéle
tout court pour désigner un modele positif ou négatif.

Contrairement aux fibrés hyperboliques de genre 1, les 3-variétés sus-
pension des difféfomorphismes pseudo-Anosov ont en général leur premier
nombre de Betti différent de 1. Si le premier nombre de Betti d’un fibré
pseudo-Anosov est 1, on le qualifie de cyclique.

Le théoréme suivant exprime une rigidité des modeles de certains fi-
brés pseudo-Anosov dans 'espace des feuilletages transversalement affines.
Mais précisons d’abord les topologies.

Soit M une variété compacte, G un groupe de Lie connexe et X un
espace homogene de G. L’ensemble F(M,G, X) de tous les feuilletages
homogenes de structure transverse (G, X) peut étre muni d’une topologie
de la maniére suivante : Prenons D(M, G, X) lensemble de toutes les
submersions D : M — X (ot M est le revétement universel de M) telles
qu’il existe au moins une représentation Hp : w1 (M) — G pour laquelle
D soit équivariante (H est alors unique). Munissons D(M, G, X) de la
topologie C!. L’ensemble F(M, G, X) peut étre vu comme le quotient de
D(M,G, X) par 'action de G & gauche définie par :

Vg € G, VD € D(M,G, X); (9.D)(z) = ¢.D(¥).

Munissons F (M, G, X) de la topologie quotient.

L’ensemble R des morphismes de 71 (M) dans G peut étre muni de la to-
pologie suivante : On choisit une partie génératrice finie I' = {a1, as, ...ap}
de m1 (M) et on identifie un élément de R & un élément de GP = G x G x
G x ... x G (p fois) en considérant les images des éléments de I'. Ainsi R
se plonge dans GP et on le munit de la topologie induite par celle de GP.
On vérifie que cette topologie ne dépend pas de T'.

Théoréme 3.3. Soit V un fibré pseudo-Anosov cyclique de monodromie
o, de coefficient de dilatation \. Si A et 1/\ sont des valeurs propres
simples de l’isomorphisme induit par @ en homologie, tout feuilletage
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transversalement affine de V' suffisamment proche d’un modéle est con-
Jugué a ce modéle.

Pour la preuve, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.4. Soit F un feuilletage transversalement affine de codimension
1 sur un fibré pseudo-Anosov cyclique V.. On suppose que F est non isotope
a la fibration p de V' sur S*. Alors la restriction du morphisme d’holonomie
p de F sur chaque fibre F' définit un vecteur propre de valeur propre réelle
pour lisomorphisme @, induit par la monodromie ¢ sur H'F. De plus,
l’holonomie linéaire de F est triviale sur chaque fibre de V.

Démonstration. Soit donc F < V — S! un fibré cyclique de fibre une
surface fermée F' et de monodromie . On note p la fibration et p, le
morphisme induit par p sur les groupes fondamentaux. On a la suite exacte
suivante au niveau des groupes fondamentaux :

1 — m(F) — m (V) — 71 (S') ~Z — 0.

Le morphisme p, admet une section; celle-ci permet de relever le géné-
rateur 1 € 7m1(S!) en un élément ¢ € (V). On note GA le groupe des
transformations affines de R préservant 'orientation. Le groupe GA est
vu comme produit semi-direct de R par R* , ce dernier agissant sur le
premier par multiplication. A chaque nombre réel b faisons correspondre
la translation u : ¢ — = + b et soit v le morphisme qui a chaque élément
ax + b de GA fait correspondre son rapport a. On obtient ainsi une suite
exacte :
1 —R—GA—R, —1

Choisissons xp un point fixe de ¢ et v € 71 (F,zp), on a :

i 0 @u(y) =t (07) t
Pour montrer que p oi,(m F') C R il suffit de montrer que

vopoi(y) =1

ie.

Log.vopoi(y)) =0.
On a:

Log.vo poi.op.(y) = Logvp(t)~".p(isy).p(t)] = Log.v o poi.(v).

Donc si [Log.v o poi,] est I'élement de H'F donné par

Logvopoi,
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alors
[Log.v o poiy
est un point fixe de I'isomorphisme ¢,. Comme V est cyclique,
[Logwopoi,]=0

ce qui entraine que
vopoi, = 1.

D’autre part p(t) € RY sinon F est défini par une 1-forme fermée non
singuliere et est alors isotope & la fibration de V sur S*(voir [6]), ce qui
est impossible.

Preuve du théoreme 3.3. Soit F un feuilletage transversalement affine suf-
fisamment proche du modele instable, alors la représentation d’holonomie
p de F est suffisamment proche de celle du modele instable. D’apres ce qui
précéde I'holonomie linéaire est un multiple de la représentation évidente
a valeurs dans Z et d’apres le lemme ci-dessus, la restriction de p a une
fibre F' définit un vecteur propre W de valeur propre réelle p de @y, oll @,
est I'isomorphisme induit par ¢ en homologie. Le réel p est suffisamment
proche du coefficient A de ¢, donc p = A. Soit w* le feuilletage instable
de ¢ sur F. Comme A est simple W est proportionnel a la classe [w"] de
w". La représentation p est alors conjuguée dans GA au morphisme d’ho-
lonomie du modele instable et F est alors conjugué au modele instable.
On montre de méme que si F est suffisamment proche du modele stable,
alors il est conjugué a ce modele. (I

Nous donnons dans ce qui suit un exemple de fibré pseudo-Anosov
qui suggere que le théoreme précédent se généralise a tous les feuille-
tages transversalement projectifs. Il s’agit de donner un exemple de fibré
pseudo-Anosov dont les feuilletages modeles n’admettent pas de pertur-
bation transversalement projective non affine. Cet exemple de fibré est
construit par Nakayama dans [7]. Nous le reprenons en calculant explici-
tement ’action de la monodromie sur le groupe fondamental de la fibre,
ce qui permet d’examiner les déformations des modeles dans PSL(2, R).

Théoreme 3.5. Il existe un fibré pseudo-Anosov cyclique dont les feuille-
tages modeles n’admettent pas de perturbation transversalement projective
non affine.
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Démonstration. Soit ¥ la surface fermée de genre 2 et ¢ un difféomor-
phisme pseudo-Anosov de X.

i) Il existe deux feuilletages mesurés orientables (F*, pu*) et (F*, u*)
singuliers, de méme ensemble singulier commun K et transverses en tout
point de ¥ — K.

ii) Il existe un réel A > 1 tel que :

o (F° %) = (F, A7)

Soit V la 3-variété suspension de . Notons F! et F2, les feuilletages
suspension respectifs de F° et F“. Il est connu d’apres ce qui précede
que F! et F2? sont des feuilletages minimaux transversalement affines. On
montre que I’on ne peut pas en général par de petites perturbations rendre
ces feuilletages transversalement projectifs.

On garde les notations précédentes et on considere v le difféomorphisme
du tore T? induit par la matrice

(52)

Si ¥ est la surface fermée de genre 2, on sait qu’il existe un revétement
p ramifié (avec deux points de ramification) de ¥ sur T?. On sait d’apres
ce qui précéde (paragraphe 3.2) qu’en relevant 1 par p, on obtient un
difféomorphisme pseudo-Anosov .

Nous allons examiner 'action de ¢ sur 71 (X). Les points fixes de v sont :
Fiz(y) = {(0,0),(1/5,2/5),(2/5,4/5), (3/5,1/5),(4/5,3/5)}

ou Fix(1) est le sous-ensemble des points fixés par 1.
On choisit p tel que les points de ramification soient (1/5,2/5),(4/5,3/5).

Posons :
T =T\ {(1/5.2/5), (4/5,3/5)}
71(T') est le groupe libre engendré par trois bouquets de cercles «, 3 et ¢,

ol a et 3 sont générateurs de m(T?) et & entoure le trou (1/5,2/5). Soit
S le revetement régulier de T' correspondant a Ker p ou :

w:m(T) — Z/)2
est la représentation qui envoie «, (3 et € sur 1.

m1(S) est le groupe libre & 5 générateurs a, b, ¢, d, e.
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On a les relations suivantes :

Y = a5ﬂ3
¥.f = o’ p?
Si Y7 est la restriction de ¢ a T, on a :
(Yr)sa = afa’Beafa
(Y1)« = afafa
(Wr)ee = o ' la teaBa

En choisissant une base convenable de 715, on obtient :

v.a = adac(bc)?

p«b = adcbe

N ¢ e tadacheadche
o.d = c b e tadac(be)?

Le groupe fondamental 71(V') de la 3-variété suspension est engendré par
71(X) et un élément ¢ avec les relations suivantes :

Pxa
ub
PxC
pud
[a, b][c, d]

La représentation d’holonomie p! de F!
de R et est telle que : p'(m1(X)) C R; p!(t) € R%, ou t est I'élément de
7V qui est un relevement du générateur 1 € m1(S') = Z par une section

de la fibration de V sur S*.

tat™* (3.1)
tht—* (3.2)
tet™! (3.3)
tdt! (3.4)
Id (3.5)

est a valeurs dans le groupe affine

Le probleme de la déformation du feuilletage F! se ramene via le «lemme
de déformation» (voir [10]) & une déformation de la représentation p'.

Supposons que F' admette une déformation tranversalement projective,
alors il existe une famille & un parameétre réel positif m de représentations

pm vérifiant :

vy € mV,3a(y) € PSL(2,R) tel que : py,(v) = p(7)[Id +ma(y)] (1)
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Posons :
1 a 1 d
10, — 107y —
L0 VA 0
1
P = (g 1) ) =
1 ¢
1) —
Posons : a(a) = ( & ) .
Y3 Y4
En écrivant la condition la condition det pl (a) = 1 et en la linéarisant par
rapport a m, on obtient y; = —y4, ainsi :
_ (Y ¥ _( w1 u2
ola) = ( Y3 —Y > a(e) ( Uz —up >
_ [ 1 v
ald) = vy —U1
_ [ A1 %
olb) = ( 3 —A ) oft) = < v s
r3 —I

my1 +amys +1 a+ mys —amy
mys —my; + 1

mz1 +bmzg+1 b+ mzy —bmzy
mzs —mz + 1
1 _( mui +cmuz+1 c+muy — cmuy
¢ = pulo)= < mus —muy + 1 >
muvy +dmus +1  d+ muy — dmuoy
mus —muy + 1

(—mzi+ 1)/ —mAzy )
(—mzx3)/A A+ mAr;
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Le fait que p), soit un homomorphisme de groupes nous donne le systeme
suivant obtenu & partir des équations (1), (2), (3), (4), et (5).

i )
P (@)1 (d) Py, (€) s (0) s (€) =i () (D) [0, ()] (2)
[, ()] o3, (D)1 (03, ()] o3 (@) £y, (d) 3 (@) 1 (€) 7, (B) 3 ()
P (@) P, () i () P (B) P (€) =P, (8) 2, () [0, ()] 71 (3)
[0 ()] i (0] o, ()]~ 1 (@) o1 (d) 1, (@) 1, (€)) [0 (B) i (€)]°
=P () oy (D)3, ()] 71 (4)
P (@) iy (0) [0 ()] [0, (0)] ™ 1 (€) s () [ ()] o ()]
_1d (5)

Les équations (1'), (2'), (3'), (4') et (5') linéarisées par rapport a m four-
nissent un systeme linéaire avec 15 inconnus. Une résolution de ce systeme
par un logiciel de calcul formel (Maple) donne un espace de solutions de
dimension 3. Ce qui signifie que les seules déformations possibles pour F*
sont les conjuguaisons. De méme pour F2. Donc les modeles n’admettent
pas de déformations transversalement projectives. O

On note par V,L;’ un tel fibré pseudo-Anosov.

Corollaire 3.6. Tout feuilletage transversalement projectif sur V£ suffi-
samment proche d’un modele est conjugué a ce modéle.

Question 1 : Le théoreme précédent est il vrai pour tous les fibrés pseudo-
Anosov cycliques dont les coefficients de dilation et contraction A et % sont
des valeurs propres simples de I'isomorphisme induit en homologie ?

Question 2 : Tout feuilletage transversalement projectif sans feuille com-
pacte et ayant méme classe d’Euler qu'un modele sur Vj est t-il conjugué
a ce modele ?
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