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AUTOMORPHISMES ANALYTIQUES
D’UN DOMAINE DE REINHARDT
BORNE D’UN ESPACE DE BANACH A BASE

par Jean-Pierre VIGUE

Dans [14], j’ai étudié les automorphismes analytiques d’'un domaine
borné D d’un espace de Banach complexe E, et je me suis intéressé plus
spécialement au cas des domaines bornés symétriques. En particulier, j’ai
montré que les domaines bornés symétriques étaient homogeénes,
isomorphes a des domaines cerclés bornés et que le groupe G(D) des
automorphismes analytiques d’un domaine borné symétrique D avait, de
fagon naturelle, une structure de groupe de Lie réel, compatible avec sa
topologie.

D’autre part, Braun, Kaup et Upmeier [l1] ont étudié les
automorphismes analytiques d’un domaine cerclé borné D d’un espace de
Banach complexe E. Ils ont montré, en particulier, qu’il existe un sous-
espace vectoriel complexe fermé F de E tel que D n F soit un domaine
borné symétrique de F et que D n F soit exactement 1’orbite de I’ori-
gine 0 sous l'action du groupe G(D).

Dans cet article, j’étudierai les automorphismes d’un domaine de
Reinhardt borné D d’un espace de Banach complexe a base E. Je
montrerai en particulier que, si le sous-espace vectoriel F introduit dans
[1] est de codimension finie, le groupe G(D) a une structure de groupe de
Lie réel, compatible avec sa topologie, ce qui généralise un résultat de [14].
Le résultat essentiel de cet article est un théoréme de classification des
domaines de Reinhardt bornés homogénes d’un espace de Banach a base.
Plus précisément, si D est un domaine de Reinhardt borné homogéne d’un
espace de Banach a base E, alors E est isomorphe au sous-espace
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vectoriel des suites tendant vers 0 4 I'infini d’un produit [ E, d’espace
de Hilbert E,, muni de la norme neN

"(xn)neN" = Sup ”xn"’
neN

et D est isomorphe a la boule-unité ouverte de I'image de E dans ce
produit.

Enfin, je retrouverai par ces mémes méthodes le résultat suivant : les
automorphismes de la boule-unité ouverte B de /P(N) (p#2 et + )
laissent I’origine fixe, et, d’aprés un théoréme de H. Cartan, sont linéaires.
Ce résultat est déja connu par [1], [10] et [13], mais ma démonstration est
trés simple. Elle s’inspire de méthodes de Braun, Kaup et Upmeier [1] et
utilise en particulier un résultat de Thullen [12] sur les automorphismes des
domaines de Reinhardt bornés de C2.

Pour terminer cet article, je donnerai, a titre d’exemple, une
classification des domaines de Reinhardt bornés d’un espace de Banach a
base E tels que codimgF = 1.

Je remercie M. Dineen des remarques qu’il m’a faites.

1. Premiéres définitions et rappels.

Rappelons d’abord la définition suivante :

DErFINITION 1.1. — Un domaine D d’un espace de Banach complexe E
est dit cerclé si l'origine 0 appartient @ D et si D est stable par le groupe
a un paramétre réel d’automorphismes de E

0,x) - €°x (0eR).

Soit D un domaine cerclé borné d’un espace de Banach complexe E.
D’aprés [1], il existe un sous-espace vectoriel complexe fermé F de E tel
que lorbite de l'origine 0 sous l'action du groupe G(D) des
automorphismes analytiques de D soit exactement D nF. On sait
d’autre part, d’aprés un résultat de H. Cartan [3], que le groupe d’isotropie
de l'origine Gy(D) est un sous-groupe du groupe linéaire.
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La symétrie so(= — id) par rapport a [lorigine agit par
automorphisme intérieur sur ’algébre de Lie g(D) des transformations
infinitésimales de D (voir [14]) et définit une décomposition directe

g(D) = g(D)* ® g(D),
ou gD)* = {YegD)lso. Y=V},
g(D)” = {YegD)lsg.¥=—V}.

On déduit du résultat de H. Cartan que g(D)* est formé d’applications
linéaires. L’application
g(D)” - E
v = ¥(0)
est, d’aprés [14], un isomorphisme d’espaces de Banach réels de g(D)~ sur

F, et pour tout EeF, la transformation infinitésimale X, e g(D)~ telle
que

X (0) =&,
s’écrit
Xé(x) = & + Z(g’xrx),
ou Z:F x E x E — E est une application trilinéaire continue, C-linéaire

symétrique en les deux derniéres variables, C-antilinéaire en la premiére
variable. (Dans les notations de [1], Z(§,x,y) = — {xE*y}).

On a alors le lemme suivant :

LeMME 1.2. (comparer avec [1]). — Soit D un domaine cerclé borné d’un
espace de Banach complexe E

(i) soit fe Go(D). Pour tout £ e€F, pourtout xe E, pourtout yeE,
ona

JZExy) = Z(f(®), /(%)) ;

(ii) soit ge ZL(E,E) telle que ige g(D)*. Pour tout &€ F, pour tout
xeE, pour tout yeE, ona:

g(Z(E.x.y) = — Z(g(®),x.y) + Z(&.g(x),y) + Z(§,x,2(»));

(iii) soit p un projecteur de E tel que ipe g(D)*, soit E, = Kerp,
E,=Imp, et soit F,=FnE, (W=0 ou 1). Alors, ona:

Z(Fp,Ev’Eo) < Ev+cr—u(p'sv9o=0 ou 1)
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Idée de la démonstration. — (i) et (ii) se démontrent comme dans [14],
paragraphe 3.5. En appliquant (i) au projecteur p, on trouve (iii).

Jaurai également besoin de la proposition suivante (voir par
exemple [1]) :

ProrosiTION 1.3. — Soit D un domaine cerclé borné d'un espace de
Banach complexe E.

(i) Pour tout §eF, pour tout neF,

x = [Z(EN,x) — Z(n,§.x)]

est un élément de g(D)*;

(ii) pour tous €, n, L€ F, pour tout xeE, on a:

2Z(n,Z(EL.x).x) — Z(E,6,Z(M,x,x)) = Z(Z(E.En), X, X).

Idée de la démonstration. — Le (i) se démontre en calculant le crochet de
E+ Z(Ex,x) et de m+ Z(m,x,x) qui est une transformation
infinitésimale appartenant & g(D)* . La formule (ii) s¢ montre en calculant
le crochet [Z(n,x,x), Z(§,(,x)] de deux maniéres différentes, d’abord
directement, ensuite en utilisant le lemme 3.2.9. de [14], p. 257.

Définissons maintenant les domaines bicerclés.

DEFINITION 1.4. — Un domaine D d’un espace de Banach complexe E
est dit bicerclé, relativement a une décomposition directe E=U ® V si
lorigine 0 appartient a D et si D est stable par les deux groupes da un
paramétre réel d’automorphismes linéaires de E suivants :

(el ’ (u’v)) = (ei91u,v) (91 € R) )
0,, (u,0)) — (,e®v) (8,€R).

Soit maintenant D un domaine bicerclé borné d’un espace de Banach
complexe E, relativement a une décomposition directe de E=U® V.
Il est clair que

(u,0) — i(u,0)
et
(u,v) — i(0,v)
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sont des transformations infinitésimales de D. Supposons de plus que D
vérifie la condition suivante :

(1.5.) Le sous-espace vectoriel complexe F de E tel que l'orbite de
lorigine 0 sous l'action de G(D) soit égal @ D nF est égal
a U.

On déduit alors du lemme 1.2. les inclusions suivantes :
ZUUuU)c U, Z(UUV)cV et Z(U,V,V) = {0}.
Ainsi, pour tout £eU, pour tout (uv)eU@ V, ona:

X () = G+ZEuu), 2Z(Eu,)).

De la forme de Z, on déduit [1] que, si m est la projection sur U
parallélement & V, si

t.x) — fe(t,x)

désigne le groupe a un parameétre réel d’automorphismes de D associé a la
transformation infinitésimale X,, ona:

n(fe(t,x)) = fe(t;n(x)).

On en déduit aussi que D est égal a I'image de D NV sous I’action des
f:(1,.), pour tout £eU.

2. Quelques propriétés des domaines bicerclés bornés.

Soit D, (resp. D,) un domaine bicerclé borné d’un espace de Banach
complexe E, (resp. E,), relativement a une décomposition directe
E,=U,®V, (resp. E,=U,®V,). Supposons que D, et D,
vérifient la condition (1.5.). Nous avons alors le théoréme suivant
(comparer avec [1]).

THEOREME 2.1. — (i) Soit f un isomorphisme linéaire de D, sur D,.
Alors = (fy,f2), ou f, est un isomorphisme linéaire de D, N U, sur
D, U, et f, un isomorphisme linéaire de D, A"V, sur D, nV,.

(ii) Réciproquement, soit f = (fi,f2), ou f; est un isomorphisme
linéaire de U, sur U, et f, unisomorphisme linéaire de V, sur V,. Pour
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que f soit un isomorphisme linéaire de D, sur D, il faut et il suffit que f,
soit un isomorphisme de D; NV, sur D, "'V, et que, pour tout {€ U,
pour tout xeE,, on ait

JZEx.x) = Z(f(8).f (x).f(x)).

Démonstration. — Montrons (i). Soit f un isomorphisme linéaire de D,
sur D,. Il est clair que f envoie U, sur U, et que, dans la
décompositionde E, = U, ® V, etde E, = U, ® V,, f a une matrice

de la forme
(fl fa)
0 f,)
ou

fielsom (U;,U,), felsom(V,,V,) et  f€£(Vy,U,).

On sait déja que, pour tout £e U,, pour tout xeE,
SZEx,x) = Z(f(8).f(x),f(x)).
Soit xeV,. On a montré que Z(,x,x) = 0. Par suite,‘
Z(f(E),f(x),f(x)) =0, pour tout EelU,.

En projetant sur U,, on trouve, pour tout £eU,,

Z(fl(&)» f3(X), f3(x)) =0.

D’aprés I'assertion démontrée dans le lemme 3.4.15. de [14], ceci prouve
que f3(x) =0.

Montrons (ii). Soit f = (f;,f;) tel que, pour tout e U,, pour tout
xeE,,

JZExx) = Z(f(©), f(x), [(x)).

Le théoréme 3.5.2. de [14] montre déja que f; est un isomorphisme linéaire
de D, nU, sur D, nU,. De la relation ci-dessus, on déduit que

f(fg(t,(“’v))) = fj’l(s‘,) (tsf(uav)) s

pour tout £ e U,. Comme f,(D;nV,) = D, nV,, ceci suffit & montrer
que f est un isomorphisme de D; sur D,.
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On peut, bien siir, appliquer ce résultat aux automorphismes linéaires
d’un domaine bicerclé borné. Rappelons d’abord que, si D est un domaine
borné d’un espace de Banach complexe, on munit le groupe G(D) des
automorphismes analytiques de D de la topologie de la convergence
uniforme locale, et cette topologie fait de G(D) un groupe topologique
(voir [14]). D’aprés un résultat obtenu en collaboration avec J. Isidro [19],
si D est un domaine cerclé borné, cette topologie coincide sur G(D) avec
la topologie de la convergence uniforme sur D. On déduit du
théoréme 2.1. le théoréme suivant :

THEOREME 2.2. — Soit D un domaine bicerclé d’'un espace de Banach
complexe E, relativement a une décomposition directe de E=U @ V, et
supposons que D vérifie la condition (1.5.). Supposons de plus que le groupe
d’isotropie Gyo(DNV) de l'origine 0 dans D n'V soit un sous-groupe de
Lie réel de GL(V). Alors le groupe Go(D) et le groupe G(D) ont des
structures de groupes de Lie réels, compatibles avec leur topologie et
I’application

GD)xD - 0
(g:x) — g(x)

est analytique réelle.

Démonstration. — 11 suffit en fait de montrer que G,(D) est un sous-
groupe de Lie réel du groupe linéaire GL(E). D’aprés I’hypothése du
théoréme, G,(DNYV) est un sous-groupe de Lie réel de GL(V), d’algébre
de Lie g(DNV)* = Z(V,V). Le groupe G,(D) est égal au sous-groupe

{f=(f1.f2) e GL(U) x GL(V)|f; € Go(DNV) et
f(Z(E,x,x) =Z(f(§),f(x).f(x)), VE€ U, VxeE}.

D’aprés un résultat de Harris et Kaup [7]

{fe GL(U) x GLMW)IA(Z(Ex,x)) = Z(f(8), f(x), f(x)), VE€ U, Vx € E}

qui est un sous-groupe de GL(U) x GL(V) défini par des équations
polynomiales de degré < 3, est un sous-groupe de Lie réel de
GL(U) x GL(V). On en déduit que G, (D), comme intersection de deux
sous-groupes de Lie de GL(U) x GL(V), est un sous-groupe de Lie réel
de GL(U) x GL(V).
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La condition que G,(DnV) est un groupe de Lie réel, est vérifiée, par
exemple, dans les deux cas suivants:

(i) V est un espace vectoriel complexe de dimension finie (voir
H. Cartan [4]);

(ii) DNV est un domaine borné symétrique de V (voir Vigué [14]).

On déduit du théoréme 2.2. le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.3. — Soit D un domaine bicerclé borné d’un espace de
Banach complexe E, relativement a wune décomposition directe de
E=UG®YV, etsupposons que D vérifie la condition (1.5.). Supposons de
plus que V est un espace vectoriel de dimension finie. Alors le groupe G(D)
a une structure de groupe de Lie réel, compatible avec sa topologie.

3. Domaines de Reinhardt bornés
d’un espace de Banach complexe a base.

Soit E un espace de Banach complexe a base, muni d’une base (e,),cn.
que nous supposerons toujours inconditionnelle. Tout vecteur x e E
s’écrit de maniére unique

X= Y Xpen
neN

et on note x = (x,),.n les coordonnées de x dans la base (e,),cn-

Par analogie avec la dimension finie, je poserai la définition suivante :

DEFINITION 3.1. — On dit qu'un domaine D d’un espace de Banach
complexe a base E, muni d’'une base (e,),.n est un domaine de Reinhardt si
'origine O appartient a D, et si, pour tout entier ny, le domaine D est
stable par le groupe a un paramétre réel d’automorphismes de E suivant

(0,(xp)cn) = dnen (B€R),

ol y,=x,, Si n#ng,

Si I est une partie de N (finie ou infinie), on note E, le sous-espace
vectoriel complexe fermé engendré par les (e,),.,. Bien sir, E admet une
décomposition directe

E=EI@EN\1'
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Si D est un domaine de Reinhardt d’un espace de Banach a base
(E,(e,),cn)> on montre facilement, a I’aide d’un passage a la limite, que D
estcerclé et que D est bicerclé, relativement a toute décomposition directe
de E de la forme E = E, @ Ey,.

Soit donc D un domaine de Reinhardt borné d’un espace de Banach a
base (E,(e,),.n). Soit F le sous-espace vectoriel complexe de E tel que
'orbite de 'origine 0 sous 'action de G(D) soit égale a D n F. Soit
(x,)sen un élément de F, et supposons qu’il existe un indice ng, tel que
Xy # 0. Alors, €, € F. En effet, D est bicerclé, relativement a la
décomposition directe de E = E(sy @ Ennyy - On en déduit que, si on pose

{y,, =—x,, Si n#n,
Yng = Xy

alors, (y,),.n appartient a F. Par suite, (x,+y,),.n appartientda F, ce
qui prouve bien que e, appartient 4 F. On deduit facilement de ce
résultat le théoréme suivant :

THEOREME 3.2. — Soit D un domaine de Reinhardt borné d’un espace de
Banach complexe a base (E,(e,),.n). Alors il existe une partie 1 de N tel
que l'orbite de l'origine 0 sous l'action du groupe G(D) soit égale a
D N E,. Le domaine D est bicerclé borné relativement a la décomposition
directe de E = E, ® Ey,, et vérifie de plus la condition (1.5).

On déduit du théoréme 3.2 et du corollaire 2.3. le résultat suivant :

COROLLAIRE 3.3. — Soit D un domaine de Reinhardt borné d’un espace
de Banach complexe a base (E,(e,),n)- Si N\I est fini (ou I est le sous-
ensemble de N défini au théoréme 3.2.), alors le groupe G(D) des
automorphismes analytiques de D a une structure de groupe de Lie réel
compatible avec sa topologie.

Bien siir, dés que N\I est infini, on peut construire comme dans [15],
paragraphe 4.1., des exemples de domaines de Reinhardt bornés D d’un
espace de Banach a base tels que G(D) n’ait pas une structure de groupe
de Lie réel compatible avec sa topologie.

Soit donc D un domaine de Reinhardt borné d’un espace de Banach a
base (E,(e,),cn), soit I le sous-ensemble de N tel que P'orbite de
'origine 0 sous I'action de G(D) soit égale & D n E;. Enfin, soit

Z:E xExE-E
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I’application trilinéaire continue précédemment définie. Nous avons alors le
lemme suivant :

LeMME 3.4. — (i) pour tout nel, Z(e,,e,,e,) = — Iye,, avec r,, > 0,

(ii) pour tout nel, pour tout meN, pour tout peN, avec n # m,
n#p, ona:

Z(e,,em,e,) =0
(iii) pour tout nel, pour tout meN, on a:

Z(eysenslm) = — Tumlms avec Tem = 0.

Démonstration. — (i) Considérons la décomposition directe de
E = e, @ Eny,. Par hypothése, si p, désigne la projection de E sur
E, parallélement & Ey,, ip,e g(D)*. D’aprés le lemme 1.2, ona:

Z(E,y, By, Eg) < Egy.
On en déduit: :Z(e,,e,,e,) = — I'ney,-

Pour montrer que r,, est réel, on remarque que, d’aprés la
proposition 1.3. (i),

x > iZ(e,,e,,x)
est une rotation infinitésimale de D. Par suite, pour tout teR,

Jo = exp (itZ(e,, e,,.))

est une transformation linéaire de D. Son spectre est contenu dans
I’ensemble des nombres complexes de module 1. On en déduit que toute
valeur propre de Z(e,,e,,.) est réelle. Ainsi donc, r,,e R, et comme D
est borné, il est facile de voir que r,, est strictement positif (voir [14]).

(ii) En utilisant p,, on trouve d’apres le lemme 1.2. que

Z(El OF,Eo,Eo) c E—l = {0} .

(E, désigne le sous-espace propre correspondant a la valeur propre p de
p,) . Ainsi

Z(e,,eme,) = 0.
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(iii)) De méme, en utilisant p,, on trouve que Z(e,,e,,e,) est
colinéaire a e,. On a donc Z(e,,e,,€,) = — F'umlm, €t r,, est reel
d’aprés ’'argument de (i). On montre de méme que r,, est positif, car,
sinon, D ne serait pas borné.

Remarque 3.5. — Si Z(e,,e,,e,) = — e,, on dit (voir [9]) que e, est
un tripotent de Z. Pour cela, d’aprés les théorémes de représentation
des domaines bornés cerclés homogeénes, il faut que e, appartienne a la
frontiére de D. Quitte a multiplier e, par un scalaire, on peut donc
supposer que, pour tout ne N, e, appartient a la frontiére de D. Alors,
pour tout nel, ona: Z(e,,e,,e,) = — e,. Nous supposerons que cette
hypothése est vérifiée a I’avenir.

4. Les automorphismes analytiques
de la boule-unité ouverte de ¢”(N).

Nous allons maintenant appliquer les résultats précédents au calcul de
I’orbite de I’origine 0 sous ’action du groupe G(B) des automorphismes
analytiques de la boule-unité ouverte B de Z?(N). [Si p =2 ou + oo,
on sait (voir par exemple [S]) que B est homogéne, et nous exclurons ce
cas]. Rappelons d’abord le résultat suivant dit a Thullen [12] (voir aussi [3]).
On peut d’ailleurs le déduire des méthodes exposées dans le présent article.

THEOREME 4.1. — Soit D = C? un domaine de Reinhardt borné. S’il
existe un automorphisme analytique de D ne laissant pas l'origine fixe, il
existe un isomorphisme linéaire f de D sur l'un des domaines suivants :

) AxA={xy)eCxl <1, jy <1},
2) B, = {(xy) e C*||xI* + |yl < 1} (p>0).

Remarquons que, d’aprés Sunada [11], on peut méme supposer que
'isomorphisme linéaire f est de la forme suivante :

f(x,y) = (Ax,py)
ou f(x,y) = (Ay,pux)

ou A et p sont deux constantes réelles strictement positives.
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Considérons maintenant un domaine bicerclé borné D d’un espace de
Banach complexe E, relativement a une décomposition directe de
E=U® V. Soit F le sous-espace vectoriel complexe fermé de E tel
que l'orbite de l'origine 0 sous I’action de G(D) soit égale a DN F.

Nous avons le théoréme suivant.

THEOREME 4.2. — G(DNU).0 = (G(D).0) n U.

Démonstration. — D’aprés le lemme 1.2, on a Z(UnF,U,U) =« U.
Ceci suffit a démontrer le résultat.

Nous pouvons maintenant énoncer et montrer le théoréme suivant (voir
aussi [1], [10] et [13]).

THEOREME 4.3. — Soit p un nombreréel 21, p# 2 et + co. Soit
B la boule-unité ouverte de £?(N) [I’espace de Banach des suites de nombres
complexes de puissances p° sommables, muni de la norme habituelle]. Alors
l'origine 0 est invariante par les automorphismes analytiques de B.

Démonstration. — Soit (e,),.n la base canonique de E = /?(N),
(p#2 et + o). La boule-unité ouverte B de E est un domaine de
Reinhardt borné relativement a cette base. Soit donc 1 le sous-ensemble de
N tel que l'orbite de I'origine 0 sous l’action de G(B) soit égale a
B n E,. Supposons que I est non vide. Soit nel et soit m un entier
quelconque distinct de n. Alors B n E;,,, est un domaine de Reinhardt
borné de E,,, qui est isomorphe a C?, et ona:

B, =BNE, ., ={(x))eCxP" + |y’ < 1}.

D’autre part, B est un domaine bicerclée borné relativement a la
décomposition de E = Ej, ,, @ En,m €t d’aprés le théoréme 4.2., 'orbite
de l'origine 0 dans B,, sous I’action de G(B,), n’est pas réduite a {0}.
D’aprés le théoréme 4.1., B,; serait linéairement isomorphe a un des
domaines de la forme (i) ou (ii), ce qui n’est pas le cas. Nous avons trouvé
la contradiction cherchée, et le théoréme est démontré.

Remarque 4.4. — 1l est facile de voir, par des arguments semblables a
ceux développés ici, que, si I est un ensemble d’indices, la conclusion du
théoréme reste vraie pour la boule-unité ouverte B de I’espace de Banach
(1), (p#2 et +o0) des suites de nombres complexes, indexées par I,
de puissances p°sommables, dés que le cardinal de I est supérieur
ou égal a2.
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5. Classification des domaines de Reinhardt bornés
homogénes d’un espace de Banach a base.

Soit D un domaine de Reinhardt borné homogéne d’un espace de
Banach complexe @ base E, muni d'une base (e,),.n. Avec les
conventions que nous avons faites (voir remarque 3.5.), on peut supposer
que, pour tout neN,

Z(en’emen) = — €.

Nous avons besoin des lemmes suivants.

LEMME 5.1. — Soient n et m deux entiers distincts, Alors, une des deux
propositions suivantes est vérifiée :

(l) Z(ensem em) = Z(em’em’en) = 09

(li) Z(epnen,em) = —% em et Z(em,em,en) - en.

N —

Démonstration. — D’aprés le théoréme 4.2., I'intersection de D avec
E, n est un domaine de Reinhardt borné homogene de E,, ,, qui est
isomorphe 4 C2. D’aprés Thullen [12] (voir aussi E. Cartan [2]), il existe
seulement deux domaines de Reinhardt bornés homogénes de C?:

(i) le bidisque A x A = {(y,,y2) € C¥|ly,| < 1, |y,] < 1}, et dans ce
cas,

Z(en’en’em) = Z(enuem’en) =0;
(ii) la boule

B, = {(1,y2) € C¥|Iys|* + Iyof? < 1}.

L’application Z associée vaut alors [5]

ZExy) = — 5 (8 + D,

ou (x,£) désigne le produit scalaire hermitien canonique de C2. 1l est
facile de voir que

Z(en’emem) = =3 €m;

N —



80 JEAN-PIERRE VIGUE

et que
Z(em" emaen) = —356€,.
Le lemme est démontré.

Remarquons que, dans le cas d’un domaine borné cerclé homogéne, on
sait d’aprés Loos [9] que, si e est un tripotent de Z, le spectre de

x — Z(e,e,Xx)

1
est contenu dans {O, -3~ l}. On peut alors déduire le lemme de

calculs directs.

LEMME 5.2. — Soient m, n, p trois entiers deux a deux distincts, et
supposons que Z(e,,en,e,) # 0. Alors  Z(en,ep,e,)
1
= Z(e,,e,,€,) = — he,, avec A =0 ou o

Le lemme 5.2. sera une conséquence immeédiate du lemme 5.1. et du
lemme suivant dans lequel je ne supposerai pas que D est homogene. [Le
résultat obtenu me sera utile au § 6).

LemMME 5.3. — Soit D un domaine de Reinhardt borné d’un espace de
Banach complexe a base (E,(e,),.n)- Soient m, n, p trois entiers deux d
deux distincts, supposons que m et n appartiennent a 1 et que
Z(ey,e,,e,) # 0. Alors il existe un nombre réel A > 0 tel que

Z(ep;em>ep) = Z(ey,€,,€,) = — ey

Démonstration. — D’apres la proposition 1.3., pour tout §eF, pour
tout neF,

x = Y(x) = Z(En,x) — Z(n,5%)

est un élément de g(D)*. Prenons § =e,, N =e¢,. On déduit du
lemme 3.4. que ‘I’IEN\(M ,» = 0. On déduit facilement des lemmes 3.4. et 5.1.
que

‘l’(em) = Z(em’emem) - Z(emem’em) = — 56,

2

\l’(en) = Z(em’emen) - Z(en’em’en) =

Ee,,,.
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Le groupe a un paramétre engendré par cette transformation infinitésimale
contient la transformation linéaire de D suivante:

re,) = e,, r(e,) = — e, r(ep) = e;, VjeN\{m,n}.
D’aprés le lemme 1.2., on a: VEeF, VxeE, VyeE
r(Z(E,x,y)) = Z(r(8),r(x),r(y).

Ceci entraine que
r(Z(em;ems€,)) = Z(r(en), r(en), r(e,)) = Z(e,, e,,¢,).
Comme on sait d’autre part que Z(e,,en,e,) est colinéaire 4 e,, ona
r(Z(ems em>€p)) = Z(ey,em,€,) = — Ae,,

ce qui, compte-tenu du lemme 3.4., démontre le lemme.

Nous pouvons maintenant énoncer et montrer le théoréme de
classification suivant :

THEOREME 5.4. — Soit D un domaine de Reinhardt borné homogéne d’un
espace de Banach complexe a base E, muni d’une base (e,),.n- Alors il
existe une partition de N en une réunion (finie ou infinie) de sous-ensembles
(I)),cp. Pour chaque peP, E,P admet une norme hilbertienne, compatible
avec la norme donnée, et telle que D N E, soit la boule-unité ouverte de E,p

14
pour cette norme. L’espace de Banach E est isomorphe a 'espace vectoriel
0

[1 E.. des suites, indexées par P, d’éléments de E,p convergeant vers 0
peP

quand p tend vers linfini, et D est l'intersection du produit des D n E,p
avec E.

Avant de démontrer ce théoréme, remarquons que, pour tout peP,
D n E, est un domaine borné symétrique irréductible, et méme fortement
irréductible au sens de [18]. D’autre part, le théoréme 5.3. fournit la
décomposition d’un domaine de Reinhardt borné homogéne en « produit
continu tendant vers 0 a linfini» de domaines bornés symétriques
irréductibles au sens de [15] et [18]. Il est facile, a partir des résultats de [15],
de calculer la composante connexe de I'identité dans le groupe G(D).
Remarquons enfin que tout domaine de Reinhardt borné homogéne est
convexe (comparer avec [16] et [17]).
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Démonstration du théoréme 5.4. — Considérons sur N la relation %
suivante : on dit que m%n si et seulement si Z(e,,en,€,) # 0. Le
lemme 5.1. montre que £ est réflexive et symétrique. On déduit du
lemme 5.2. que & est transitive. Ainsi, # est une relation d’équivalence.

Soit P = N/#. Pour tout peP, soit I, I'’ensemble des éléments
neN qui appartiennent 4 la classe d’équivalence de p. Enfin, soit E? le
sous-espace vectoriel engendré algébriquement par les e,, n eIp,p et
suivant ’habitude, soit E, sa fermeture. Il découle facilement des calculs
précédents que, pour tout F,GE,(;, pour tout erf:, Z(E,x,x) est
colinéaire a x. Par passage a la limite, c’est vrai également pour tout
E,eElP et pour tout er,p. L’égalité

Z(E,x,x) = — (x,£)x

définit un produit scalaire hermitien (x,£) sur E,p. Pour ce produit
scalaire, D n E,p est la boule-unité ouverte de E,p, et ce produit scalaire
fait de E,p un espace hilbertien.

On peut plonger E dans le produit [] E,p. Sur la forme de Z, il est
peP
clair que D s’envoie sur I'intersection de E avec le produit des D n E, .

Du fait que E est un espace de Banach a base, on déduit que I'image de E

dans ] E,p est I’ensemble des suites indexées par P d’éléments de E,p
peP

convergeant vers 0 a l'infini, et le théoréme est démontré.

Enfin, on déduit de cette étude le théoréme suivant. (Je ne supposerai
pas que les vecteurs de la base sont des tripotents pour Z).

THEOREME 5.5. — Soit D, (resp. D,) un domaine de Reinhardt borné
homogéne d’un espace de Banach complexe a base E, (resp. E,), muni d’une
base (e,),cn (resp. (f).cn)s et supposons que D, et D, soient
analytiquement isomorphes. Alors il existe une famille de nombres réels
strictement positifs (c,),cn et une permutation o de N telle que
I'application linéaire ¢ définie par

(P(e,,) = C,, fu(n)
soit un isomorphisme linéaire de D, sur D,.

Idée de la démonstration. — Comme D, et D, sont homogeénes, il
existe un isomorphisme g de D, sur D, tel g(0) = 0. On sait que g
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est linéaire, et que, pour tout £eE,, pour tout xeE,, pour tout
y € El ’
8(Z(E:x,y)) = Z(g(€), g(x), g(y)-

0
On en déduit que, si E; (resp. E,) est isomorphe a [] Elp
0 pePy
(resp. [] E,p), il existe une bijection t de P, sur P, telle que, VpeP,,
p€P2

g induise un isomorphisme de E,p sur E, ) Onsaitque D, N E; estla

cer S . P
boule-unité ouverte de I'espace de Hilbert (ﬁ,P. En composant g avec un
automorphisme linéaire isométrique V, de E,p, on trouve, pour tout
nep:

g(‘l’p(en)) = cn.fop(n) ’

ou o, est une bijection de I, sur I . Ceci suffit 4 montrer le théoréme.

6. Applications.

Maintenant que ’on connait tous les domaines de Reinhardt bornés
homogénes d’un espace de Banach a base, il serait intéressant de traiter le
probléme suivant : étant donné un espace de Banach a base (E,(e,),:n),
étant donnés un sous-ensemble I de N et un domaine de Reinhardt
borné homogéne B < E,, trouver tous les domaines de Reinhardt bornés
D telsque D n E, = B et que l'orbite de I’origine sous I’action de G(D)
contienne D n E;. Nous allons résoudre ce probléme quand
I = N* = N\{0}, Cc’est-a-dire, quand le sous-espace vectoriel F tel que
'orbite de l'origine sous 'action de G(D) soit égale & DN F est de
codimension au plus 1. Alors Ey. est égal au sous-espace vectoriel des
suites tendant vers 0 a linfini d’un produit d’espaces hilbertiens
E,(peP), et Ey estisomorphe & C. On peut bien sir supposer que
D N E, est le disque-unité ouvert A dans C, et on sait que D est
Iimage de DN E, sous laction de G(D). Supposons, comme
précédemment, que les (e,),.n» sont des tripotents et que e, appartient a
la frontiére de D. On a alors le lemme suivant :

LEMME 6.1. — Pour tout p € P, il existe un nombre réel r, 2 0, tel que,
pour tout nep, on ait:
Z(e,,ep€0) = — 1,e0.

De plus, Y r, < + .
peP
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Démonstration. — On a vu au lemme 5.3. que, si m et n appartiennent
a p, il existe un nombre réel A > 0 tel que

Z(em’ em’eo) = Z(en’en’eo) = - MO?
ce qui prouve l’existence de r,.
p

Soient maintenant p,, ..., p,,n éléments deux a deux distincts de P.
Si m;,...,m, sont des éléments de p,,...,p, respectivement,
e, + '+ + e, appartienta D. Parsuite, Z qui est continue, est bornée
en norme sur D par une constante K indépendante de n. Or,

Z(e'n|+“'+emn’em| + - +em"ae0) = - (rm + - +rp")e0‘

Ceci prouve que la série ZP r, est convergente.
PE

Nous avons le théoréme suivant qui généralise un résultat de
Sumada [11]:

0
THEOREME 6.2. — Soit B = Ey. = [] ¢*(I,) un domaine de Reinhardt

peP
borné homogéne. Soit (r,),.p une suite de nombres réels > 0 tels que

Y r, < + . Alors il existe un domaine de Reinhardt borné D dans
peP

En tel que B soit égala D n EN., que B soit contenu dans l'orbite de
Porigine sous l’action de G(D) et que, pour tout pe P, pour tout nep,

Z(e,, e, 0) = — Tpe0,

(ot e, désigne un tripotent de ¢*(1,)). Plus précisément,

D = {(xenllxpll < 1, VpeP et Ixol < [T (1 = lix iy}

peP

[lIx,/l désigne la norme dans ¢%(I,) définie par ||x,JI> = Y |x,%].
14

nel

Démonstration. — Remarquons d’abord que le produit infini

I1 (I—lIx,lI?ye est convergent et la formule ci-dessus définit donc un
peP

domaine borné de E. On sait que D est l'orbite de A = C = E,;, sous
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’action des groupes a un parameétre associés aux éléments de g(D)~ . Sion
résout I’équation différentielle

dx
o €+ Z(Ex,x),

on trouve, pour tout p € P, comme solution prenanten t = 0 la valeur 0

? Il

X

th (tIE,ID,

(avec la convention x, =0 si §, =0).

Il reste a résoudre ’équation différentielle dans C

dxo

=" 2. Y, rllE N th (HIEID - xo

peP
on trouve

xo = & [T (ch (tlig,I) 27

peP

= A [] 1=(th (tlIg, ).

peP

0

On en déduit que, au-dessus du point (x,),.p€ [| #2(I,), limage de
peP

A = C est égale a 'ensemble des points x, tels que

ol < [T (—=lx, %),

peP
ce qui démontre le résultat.

Jai déja étudié dans [14] et [15] la distance de Carathéodory sur un
domaine borné d’un espace de Banach complexe E. Si D est un domaine
borné homogéne, D est complet pour la distance de Carathéodory, et
méme (voir [6]) pour toute distance invariante. On déduit immédiatement
du théoréme précédent et de quelques considérations élémentaires le
résultat suivant :

THEOREME 6.3. — Soit D un domaine de Reinhardt borné d’un espace de
Banach a base (E,(e,),.n)- Sil'espace vectoriel complexe F tel que l'orbite
de l'origine sous l’action de G (D) soit égale @ D n F est de codimension 1,
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alors D est complet pour la distance de Carathéodory, et plus généralement
pour toute distance invariante.

Enfin, on déduit du théoréme 5.4. et du théoréme 2.1. le résultat suivant
(on ne suppose rien sur les éléments de la base).

THEOREME 6.4. — Soit D, (resp. D,) un domaine de Reinhardt borné
d’un espace de Banach complexe a base E, (resp. E,) muni d’'une base
(en)nen (resp. (f,).cn). Supposons que le sous-espace vectoriel F, de E
(resp. F, de E,) tel que G(D;).0=D;nF; (resp.
G(D,).0 = D, nF,) est de codimension 1, et que D; et D, soient
analytiquement isomorphes. Alors il existe une famille de nombres réels
strictement positifs (c,),.n €t une permutation o de N telle que
I’application linéaire ¢ définie par :

(P(e,,) = Cnfo’(n)

soit un isomorphisme linéaire de D, sur D,.
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