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PROCESSUS DE NAISSANCE
AVEC INTERACTION DES VOISINS,

ÉVOLUTION DE GRAPHES

par Jacques PEYRIÈRE (*)

INTRODUCTION

B. Mandelbrot [11, 12, 13, 14] a donné beaucoup de constructions
itératives et aléatoires d'êtres géométriques qu'il appelle fractals, c'est-à-dire
dont la dimension de Hausdorff-Besicovitch diffère de la dimension
topologique. Les constructions procèdent par adjonction de détails de plus
en plus fins à une figure initiale : à chaque étape de la construction on a une
figure composée d'objets géométriques simples (segments, triangles, cubes,
...) ; pour passer d'une figure à la suivante, chaque objet simple est remplacé
par une collection d'objets semblables et plus petits. Quatre de ces
constructions sont décrites ci-dessous dans la section 1.

Pour rendre compte simultanément de ces diverses constructions, nous
nous sommes placés dans un cadre abstrait et avons introduit ce que nous
appelons les systèmes de Mandelbrot (M-systèmes) décrits ici en section 2.
Ils procèdent du même principe que les grammaires formelles, à ceci près
que les substitutions sont simultanées et que l'on peut produire, non
seulement des mots, mais aussi des graphes colorés. Les M-systèmes ont
une certaine parenté avec les systèmes de Lindenmayer [9], [10] et les
grammaires génératrices de graphes. Un M-système est une sorte
d'automate non déterministe qui décrit un ensemble de constructions
possibles.

Les M-systèmes sont randonisés à la section 3. Le procédé utilisé pour
ce faire est différent de celui adopté par Jurgensen [7] pour les systèmes de

(*) La majeure partie de ce travail a été effectuée au centre de recherches IBM T.
J. Watson Research Center, Yorktown Heights (New York).
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Lindenmayer. Voici brièvement décrite la façon dont fonctionne un M-
système. A l'instant n on a une population organisée en graphe coloré (les
couleurs correspondent aux différents types d'individus composant la
population). A l'instant n + 1 chaque sommet est remplacé aléatoirement
par un graphe coloré ; les graphes obtenus sont accrochés ensemble, ce qui
fournit la population à l'instant n + 1. Une certaine dépendance des
substitutions de sommets voisins est autorisée. Dans le cas où il y a
indépendance, si l'on oublie la structure de graphe, on obtient simplement
un processus de Galton-Watson à plusieurs types.

Les résultats concernent d'abord l'évolution du nombre d'éléments de la
population (section 4), puis, dans certains cas, la fréquence d'occurence d'un
graphe coloré donné comme sous-graphe de la population à l'instant n
(section 5). Dans les cas les plus simples un théorème de limite centrale
précise les résultats précédents (section 7). Dans la section 6, on obtient un
résultat sur le nombre de composantes connexes de la population, du moins
dans le cas où tous les graphes considérés sont des arbres. Dans la
section 8, on montre que les arbres de dérivation ont presque sûrement une
certaine propriété d'homogénéité, ce qui permettrait, comme dans [16], de
déterminer la dimension de Hausdorff-Besicovitch de certains ensembles
construits par B. Mandelbrot, motivation initiale de ce travail.

Les résultats sont obtenus sous des hypothèses assez fortes. Par
exemple, l'explosion exponentielle de la population est démontrée dans le
cas où les moments d'ordre 2 existent, et non pas, comme il l'est
vraisemblable, sous la condition logarithmique, comme pour les processus
de Galton-Watson [1].

1. DES CONSTRUCTIONS DE B. MANDELBROT

1.1. Un « collier » de Mandelbrot.

On part d'un triangle To dont on distingue deux des côtés, l'un est le
côté d'entrée, l'autre celui de sortie. On sélectionne au hasard et
indépendamment une moitié de chacun de ces côtés. Pour joindre, en
passant par l'intérieur de T() , les deux moitiés sélectionnées on est amené à
traverser un ou trois des quatre triangles homothétiques de To dans le
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rapport - et qui le pavent. Chacun des triangles traversés est naturellement

muni de côtés d'entrée et de sortie. On remplace Tç par le ou les triangles
traversés et l'on répète l'opération précédente indéfiniment étant entendu
que l'on sélectionne la même moitié d'un segment qu'il soit considéré
comme côté de sortie d'un triangle ou côté d'entrée d'un autre. A part cela,
tous les choix sont indépendants et faits selon la même loi : il n'est pas
difficile de distinguer la moitié droite de la moitié gauche d'un segment
d'entrée et d'attribuer à la première par exemple, la probabilité p .

On obtient ainsi une suite de colliers : après la n1^6 étape on a une suite
de N^ triangles semblables à To dans le rapport 2~", telle que deux
triangles consécutifs partagent un côté. (Voir la figure 1).

étape 1 étape 2

^

étape 3

Figure 1. (Construction 1.1).
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Notons E^ la réunion des triangles composant le n1^ collier.

L'ensemble Ç\ E^ est une courbe compacte dont J. Hawkes [5] a montré
n^O

qu'elle n'a, avec probabilité 1, pas de points doubles. Les considérations qui
suivent ont eu pour motivation le calcul de la dimension de Hausdorff de
cette courbe. On obtient évidemment l'inégalité

dim y ^ lim inf (Log^ N^)/n.
n-* oo

L'homogénéité, sinon de la courbe, du moins de sa construction, laisse penser
qu'avec probabilité 1 on a dim y = lim inf (Log^ N^)/n. D'où l'étude
asymptotique de N^. On est en présence d'un processus de naissance : une
perle du n1^ collier donne naissance à une ou trois perles semblables dans le

rapport -' ce processus n'est pas un processus classique car deux perles

voisines ne procréent pas indépendamment, contrairement à deux perles non
consécutives.

1.2. Un autre collier aléatoire.

Cette construction est voisine de la précédente. On part d'un carré Qo.
On distingue deux de ses côtés, l'un sert d'entrée, l'autre de sortie. On
choisit aléatoirement une moitié sur chacun de ces côtés ainsi qu'un des
quatre segments joignant le centre du carré aux milieux des côtés de Qo.
Pour joindre les moitiés sélectionnées sur l'entrée et la sortie, en passant
par l'intérieur de Qo, sans couper le segment sélectionné issu du centre il
faut traverser selon les cas un, deux, trois ou quatre des quatre carrés égaux
pavant Qo. On remplace Qo par les carrés traversés et l'on recommence
indéfiniment l'opération. Comme précédemment, tout nouveau choix est
indépendant des précédents et fait selon la même loi.

1.3. Un réseau fluvial.

Partons d'un triangle équilatéral blanc To dont deux des côtés sont
peints en noir. Peignons en noir au hasard l'une des moitiés du côté blanc
(les deux moitiés sont ici équiprobables). Pavons To au moyen de quatre
triangles égaux, désignés génériquement par T^.
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Les triangles T\ forment un arbre : deux triangles sont liés s'ils
partagent une arête ; le triangle T\ ayant en commun avec Tç une partie
de la frontière blanche est la racine. Peignons, au hasard, en noir une moitié
de chaque arête blanche des triangles T^. Les triangles T^ (les 42

triangles égaux qui pavent To) forment un arbre : deux triangles sont liés
s'ils partagent une arête blanche, comme précédemment cet arbre a une
racine... Chaque nouveau choix est indépendant des précédents. On obtient
ainsi des arbres aléatoires. Le problème ici n'est évidemment pas d'estimer
le nombre de sommets du n1^ arbre mais d'en étudier la structure. Pour
parler de façon plus imagée appelons rivières les arêtes, les rivières issues
d'une source (c'est-à-dire d'une feuille de l'arbre) sont les rivières d'ordre 1 ;
après le confluent de deux rivières d'ordre p on a une rivière d'ordre
p + 1 ; après le confluent de deux rivières d'ordres différents p et q la
rivière résultante a pour ordre sup (p,q). Le problème est d'étudier, lorsque
n tend vers -h oo, le rapport du nombre de rivières d'ordre p dans le
^ième réseau fluvial à celui des rivières d'ordre p + 1. Il résultera d'un des
théorèmes établis plus tard que, pour chaque p, ce rapport tend presque
sûrement vers une constante.

1.4. Des surfaces chiffonnées.

Nous partons d'un cube fermé blanc Qo dont certaines arêtes sont
peintes en noir de façon que toute face de Qo contienne deux arêtes
blanches ou aucune.

Qo est pavé par 8 cubes fermés égaux appelés cubes Qi . Chaque cube
Qi est pavé par 8 cubes fermés égaux ; les cubes ainsi obtenus sont appelés

cubes Q^ et ainsi de suite.

On construit par récurrence une suite {^n}n^o de familles finies de
cubes de façon que

(i) <^ soit composé de cubes Q^,
(ii) chaque élément de ^ ait une partie de sa frontière peinte en noir

de telle façon que chacune de ses faces ait zéro ou deux de ses arêtes
blanches.

On pose SQ = {Qo}- Pour obtenir (^n+i à partir de <?„ on effectue
les opérations suivantes en considérant tour à tour chacun des éléments Q
de <^. Toute face de Q dont la frontière est entièrement noire est peinte
en noir. Ensuite on considère une à une les autres faces F de Q ; on peint
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en noir une moitié de chacune des arêtes de F complètement blanches (s'il
y en a). Si l'intérieur de F est totalement blanc on peint en noir l'un des
segments joignant le centre de F aux milieux de ses arêtes. On pave F

par quatre carrés égaux, si un de ces carrés a au moins les - de sa frontière
4

noire on le peint en noir ainsi que sa frontière et l'on répète l'opération
autant de fois qu'elle est possible. Finalement l'un des huit segments
joignant le centre de Q aux centres de ses faces est peint en noir.

Alors (^,-n est constitué des cubes Qn+i contenus dans un élément de
ê\ et dont au moins une arête est blanche.

Chaque nouvelle opération de peinture est faite au hasard et de façon
indépendante des précédentes; à chaque stade, des événements similaires
sont équiprobables.

Observons que l'on peut considérer <^ comme les sommets d'un
graphe : deux éléments de ^ sont liés s'ils partagent une arête. Nous
avons ainsi construit un processus de Markov dont les états successifs sont
des graphes. Il s'agit aussi d'un processus de naissance : chaque sommet du
graphe <^ donne naissance à un nouveau graphe qui s'accroche aux
rejetons des voisins. Comme précédemment il y a interaction des voisins.

Notons E^ la réunion des éléments de <^ et Z l'intersection, Ç\ E^.
n^O

Le problème initialement posé était d'évaluer la dimension de Hausdorff de
Z et de montrer qu'elle est presque sûrement constante. Là aussi la
solution de ce problème suppose une étude asymptotique du nombre
d'éléments de ^^,.

2. LES SYSTÈMES DE MANDELBROT

2.1. Graphes étiquetés.

Nous appellerons graphe étiqueté un triplet Z = (V,w,E) où V est un
ensemble fini, w une application de V dans N* et E une partie de
l'ensemble {(a,m,^,n)eV x N x V x N ; l ^ m ^ w ( a ) et 1 ̂  n ̂  w(fo)} de telle
sorte que l'on ait

(i) (û,m,fc,n) e Ç => a ̂  b
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(ii) pour chaque couple (a,m) dans V x N l'ensemble
{(b,n)eV x N ; (a,m,b,n)eE ou (b,n,a,m)eE} a un élément au plus.

V, parfois noté Vz, est l'ensemble des sommets de Z , E l'ensemble de
ses arêtes.

Il sera commode d'utiliser les notations suivantes :

V = {(û,m)eVxN; l^m^w(a)},
W(X)= {aeV;(VpeV)((a,P)^E et (P,o^E)},
w(X) == cardW(X),

^(â)- = card {(m,fc,n)eN x V x N ; (a,m,fc,n)eE ou (fc,n,a,m)eE}.

La figure 2 illustre ces définitions et notations.

Figure 2. (Graphes étiquetés).
V = {a,b,c}

\v(a) = 4, w(7?) == 5, w(c) = 3
E = {(û,lÂ4), (û,2A2), (^5,c,2), (c,l,a,4), (c,3A3)}

W(X)= {(û,3),(M)}
%(û)=3, x W = 4 , X ( c ) = 3 .

Il y a un seul graphe étiqueté e tel que Vg soit l'ensemble vide.

Soit Z un graphe étiqueté et V une partie de V. Soit w' la
restriction de w à V et E' l'ensemble E n (V x V). Le graphe étiqueté
(V^w^E') est par définition le sous-graphe étiqueté de Z dont l'ensemble
des sommets est V.

Un graphe non orienté Z* est associé au graphe étiqueté
Z = (V,w,E) : l'ensemble des sommets de Z* est V, celui de ses arêtes est

E* = {(^fc)eVxV; (3(m,n)eNxN)((^,mA^)eE ou (b,n^m)eE)}.

Les composantes connexes d'un graphe étiqueté Z sont les sous
graphes étiquetés correspondant aux composantes connexes de Z*.
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La distance le long de Z, d^(a,b), de deux sommets a et b de Z est
la distance de a à b considérés comme sommets du graphe Z*.

La boule de centre a, de rayon k, dans Z est le sous-graphe étiqueté
de Z dont les sommets sont les sommets de Z situés à une distance de a
inférieure à k; elle est notée B^(a,k).

2.2. Accrochages de graphes étiquetés.

Soit Z' un graphe étiqueté, {Z^y une famille finie de graphes
étiquetés indexée par Vy et (p une injection d'une partie D^ de Vz dans
la réunion disjointe de la famille {W(Z^)}^v , telle que (p(/,m) soit dans
W(Z^.) si (j,m) est dans D<p.

Le graphe étiqueté Z" dont la définition suit sera appelé résultat de
l'accrochage des graphes étiquetés {Z^çv suivant le couple (Z',(p) : Vz»
est la réunion disjointe de la famille {VJ, w^" est la fonction qui prolonge
chaque w, et

E^ = ( u E,) u {(cp(a),(p(P));(a,P)eE' nD^ x D^ .
\a€V /

2.3. Ions.

Soit A un ensemble dont nous appellerons les éléments couleurs et w
une application de A dans N*.

Considérons les couples (Z,X) où Z est un graphe étiqueté et 'k une
application de Vz dans A telle que l'on ait w^ = w o ^ (une telle
application sera appelée coloration de Z). Deux tels couples (Z,^) et
(Z',^') sont équivalents s'il existe une bijection u de V^ sur \^ telle que
l'on ait À-' o u = À,, w^ o M = vvz et telle que (a,m,b,n) appartienne à E^ si
et seulement si (u(a\m,u{b\n) appartient à E^. On appellera A-ions les
classes d'équivalences.

Si la construction d'accrochage est effectuée sur des ions le résultat est
naturellement muni d'une coloration (celle qui étend chacune des
colorations des Xj). On parlera donc d'accrochage d'ions selon un graphe
étiqueté.

Si a = {a,m,b,n) est dans E nous poserons À(a) = (À,(a),m,^(fc),n) (il
n'y a pas d'inconvénient à utiliser à nouveau la lettre À-).
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2.4. Les M-systèmes.

A et w ont la même signification qu'en 2.3. Un M-système (système de
Mandelbrot) agissant sur (A,w) est un quadruple! (Q,^,v|/,R) où

(i) 0 = {HJ^A est une famille d'ensembles,
(n) 9 = {^LA où ^ est une application de Q^ dans l'ensemble des

A-ions,

(iii) v|/ = {^}^A où, pour chaque œ dans Q^, v|/^(©) est une injection
d'une partie de W(^(œ)) dans l'ensemble {1,2,.. .,w(û)},

(iv) R = {RJ^AXÂ où R^^) est une partie de Q^ x Q^.

Un M-système donne lieu, de façon analogue à une grammaire formelle
ou à un système de Lindemayer [10], à une notion de dérivation. Si

Z = (V,w,E,^) est un A-ion on note Qz l'ensemble {œ = {œj^n Q^
û6V

V(û,m,fc,n)eE, (œ^œ^eR^^^. Si œ est dans Q^ on définit une
application (p d'une partie de V dans la réunion disjointe des ensembles
^^(œj), û e V : (p(û,m) appartient à W(^(œJ) et, si m est dans
l'image de ^, (p(a,m) = ^"^w); on note alors ^(œ) le résultat de
l'accrochage suivant (Z,(p) des ions ^(œJ,aeV. On dira aussi que ^z(œ)
dérive de Z selon le M-système considéré.

3. M-SYSTÈMES PROBABILISÉS

3.1. Chaînes de Markov d'ions.

A partir de maintenant nous n'étudierons qu'une version probabilisée
de la notion de M-système. Ce qui change par rapport au paragraphe 2.4
est que le système des relations R est remplacé par un système projectif de
probabilités comme on va l'expliquer.

L'ensemble A est supposé dénombrable. Soit ^ un ensemble d'ions tel
que si un ion est dans ^, ses sous-ions connexes y sont aussi. On suppose
que, pour chaque Z dans ^, on s'est donné un espace probabilisé
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dénombrable (Oz»Pz) et» pour chaque sous-ion connexe Z' de Z, une
application r^z de Qz dans Qz' telle que pz' soit la mesure image de pz par
r^z . On suppose de plus que l'on a rz",z = rz',z ° rz',z•

Si Z est un ion et a un de ses sommets on écrira r^z au lieu de rz'z
pour désigner l'application associée au sous-ion Z' de Z dont le seul
sommet est a.

Une application gz de Qz dans l'ensemble des A-ions est définie :
^z(œ) est le résultat de l'accrochage de la famille {^(^(^z^Lev suivant
(Z,(p) où (p est construit comme en 2.4.,

On suppose de plus que gz prend ses valeurs dans ^. On définit alors
une probabilité de transition Q sur ^ x ^ : Q(Z,.) est l'image de pz par
9 z '

{Zj^o désigne la chaîne de Markov canonique et stationnaire associée
à Q. Comme d'habitude P^ désigne la probabilité sur les trajectoires
partant de Zo et Ez l'espérance correspondante.

3.2. Exemples.

3.2.1. Ions arborescents.

On suppose que ^ est composé d'ions dont les graphes sous-jacents à
leurs composantes connexes sont des arbres. En fait, on exige plus : si
Z = (V,w,E) est dans ^, les ensembles {(w,n)eN x N ; (a,m,fc,n)eE ou
(b,n,a,m)eE} sont supposés avoir au plus un élément.

Pour chaque a, élément de A, on se donne un espace probabilisé
dénombrable (ûa»Pa) et pour chaque (a,m,b,n) élément de À x À, on se
donne une probabilité ^l(a,m,b,n} sur ^a x ^-b dont les probabilités
marginales sont p^ et p ^ .

Si Z est un élément de ^ on pose Oz = FI ^p(a) et
û6Vz

'0 si n P^a) = 0
/ r n l ^X(A>IPz({œ,}) = <

G )̂K) n ^mU^a^b)
^ a : =0 (a,m,b,n)eE

x n Pna^a)1'^ sinon.
û:X(û)>l
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On vérifie que ce système de probabilités est projectif au sens où on l'a
défini précédemment (les applications r sont les projections sur les
produits partiels).

3.2.2. Un autre exemple.

Cette fois-ci on impose des restrictions à la façon dont les sommets
voisins interagissent, ce qui permet de considérer des graphes qui ne soient
pas des arbres.

On se donne pour chaque a dans A des espaces probabilisés
dénombrables (H,,,^,)i^^ dont le produit est (û^a). On se donne en
outre une partie A de À x À, et, pour chaque (a,m,b,n) dans A, une
probabilité c^^^ sur ^a,m x ^b,n dont les probabilités marginales sont
Pa,m et Pb,n ' On définit alors une probabilité qa,m,b,n sur ^a x ^b alnsl :

^a^bM^i} . {^b,j}) = n Pa^a^'nPb^b^-Ca^bÂ^m^n)'
19e m j^n

Soit ^ l'ensemble des ions Z tels que p(Ez) soit contenu dans A. Si
Z est dans ^ on définit (ûz?Pz) comme au paragraphe précédent.

3.3. Hypothèses et notations.

Si Z est un A-ion on désigne par L(Z) l'élément de RA dont la
composante associée à a est le nombre de sommets de Z dont la couleur
est a; le nombre de sommets de Z sera noté |Z|.

Nous supposerons désormais que A est un ensemble fini. Nous
désignerons par M la matrice indexée par A x A, dont la colonne
associée à a est Ep (L o g ^ .

En ce qui concerne les matrices à coefficients positifs nous adoptons la
terminologie de [18].

Nous ferons sur M le groupe suivant d'hypothèses :

(M) II existe une partition de A, A = Ai uA^, telle que A^ soit non

vide et telle que la forme correspondante de la matrice M soit ( 1
/S T\ v u/

ou ( j , la matrice S (indexée par A ^ x A ^ ) étant irréductible et sa
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valeur propre de Perron-Frobenius p étant strictement supérieure à 1 et
au module de toute valeur propre de la matrice U.

Dans ces conditions les espaces propres de M et de sa transposée
associés à p sont unidimensionnels. Soit ^ un vecteur propre de M pour
la valeur propre p et î * un de la transposée de M, tels que l'on ait
<Î;*,Ç> = l (où < , > désigne l'accouplement entre RA et son dual). Les
composantes de £. et ^* sur les bases canoniques sont positives, non
nulles si elles correspondent à des éléments de A ^ .

Nous ferons en outre éventuellement une ou plusieurs des hypothèses
suivantes.

(V) Pour tout a e A , Ej|^|2) < oo.

(Dl) II existe un entier ^ tel que, quels que soient les sommets a^ et a^
d'un ion Z, dont la distance le long de Z est strictement supérieure à ^,
les variables r^ z et r z sont indépendantes.

(D2) II existe un entier ^, tel que, pour toute famille Z^, .. ..Z^ de
sous-ions connexes de Z, dont les distances mutuelles le long de Z sont
strictement supérieures à ^, les variables ^(1)7» • • • • » ^z^z sont

indépendantes.

(G) Pour tout a e A i , pour j^-presque tout œ dans Q^, ^(œ) a un
sommet dont la couleur appartient à A^ .

3.4. Résultats.

THÉORÈME 1. — Sous les hypothèses (M), pour chaque Z Q E ^ ,
p~"<^*,L(ZJ> tend P^-presque sûrement vers une v.a.r. W.

2. Sous les hypothèses (M),(V) et (Dl), p~n<Ç*,L(Z„)> converge vers
W dans L^P^).

3. Sous les hypothèses (M), (V), (D2) et (G) on a, pour tout a e A ^ ,
Pa(W=0)=0.

4. Sous les hypothèses (M), (V), (Dl) et si la matrice S est primitive,
pour tout ZQ, p~"L(ZJ converge vers WÇ, P^ -presque sûrement et dans
Wzo)-
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4. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 3.4.

4.1.

On vérifie sans peine que l'on a E^Log^) = ML(Z) (cela n'utilise pas
l'hypothèse (M)). On en déduit que la suite p-n<Ç*,L(Z„)> est une
martingale; comme celle-ci est positive elle converge presque sûrement.
Ceci prouve la première assertion. Pour prouver la seconde, il faut montrer
que cette martingale est bornée dans L^Pz.), ce qui sera fait dans les deux
prochains paragraphes.

4.2. Diversification des couleurs.

Étant donné un nombre entier k ^ 1, posons

^ = {B^,fc); Ze^ , ^eVz}

et définissons une application w^ de A1' dans N : \^(B^a,k)) = w(a).

Si Z est un A-ion on définit une nouvelle coloration ^k sur le graphe
étiqueté sous-jacent : ̂ (a) = B^a,k). On obtient ainsi un A^ion noté Z^

Soit- ̂ k l'ensemble des Avions ainsi défini : ̂ k contient {Z^ ; Z e ̂ } et
si ^k contient un ion il contient tous ses sous-ions connexes.

Notre intention est de définir un M-système probabilisé, opérant sur les
Avions, essentiellement équivalent au M-système dont nous sommes partis.

Pour cela nous devons d'abord associer un espace probabilisé à chaque
élément de ^k. L'espace associé à Zfc est (ûz?^z) • Si Y est un sous-ion
connexe de Zk on considère Y' le sous-ion de Z dont les sommets sont
les sommets de Z situés à une distance, le long de Z, de Vy inférieure ou
égale à k et l'on associe à Y l'espace (ûy^y.). Cet espace ne dépend que
de Y et non pas du choix de Z. On définit de même les applications r^z' ''
pour des A-ions convenables Y et Y' les espaces associés aux Avions Z
et Z' (Z étant un sous-ion de Ï ) sont les espaces (OY»PY) et (^Y'-^Y')»
alors on pose r^ = ^Y,Y'-
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Ensuite nous devons définir les applications de génération associées aux
nouvelles couleurs. Soit a = Bz(a,fe) un élément de Ak et œ e Q,, alors
6^(œ) est le sous-A^ion de (ô^10)^ dont les sommets sont les sommets de
^a(co) engendrés par a. Les graphes étiquetés sous-jacents à ^,(r^a(û))) et à
6^(œ) sont les mêmes et v|/^ définit une application i|/̂  d'une partie de
W(^(û))) dans {1,2,.. .^(a)}.

Nous venons ainsi de construire, à partir d'un M-système probabilisé
agissant sur A, un M-système agissant sur ^ et l'on peut vérifier que le
processus {Z{,}^o est une chaine de Markov dont la transition est obtenue
au moyen du nouveau M-système.

Comme précédemment une matrice M^ est associée à ce nouveau M-
système. Cette matrice s'obtient en remplaçant chaque élément m^ ̂  de M
par une matrice à coefficients positifs ou nuls dont la somme des éléments
de chaque colonne est m^ ' Par suite p est une valeur propre de M^ et
toute valeur propre de M^ a un module inférieur à p.

Notons L^(Z) le vecteur HZ^) (appartenant à R^) associé à Z^
comme L(Z) l'est à Z. Comme en 4.1 nous avons

d'où

E^o^^M^Z),

E^lAZ^MïlAZo).

4.3. Estimation des moments d'ordre 2.

Nous faisons les hypothèses (V) et (Dl).

Si a = Bz(û/) est un élément de A^, on note V l'ensemble de ses
sommets et l'on pose

A, = V E^[(L o g^ o r^) ® (L o g^ o r^j]

- y?^ ° ̂  ® ̂ ^(L
 ° ̂  •

Si Z est un A-ion et si a et b sont deux de ses sommets dont la
distance est inférieure ou égale à ^, la distribution du couple (r^^z) est
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la même que celle du couple (r^r,^) où a = B^(a/) ; donc à cause de
l'hypothèse (Dl) on a

E^ °^z®L o^) = (M®M)(L(Z)®L(Z)) + T A ,
ûeV^ ^ (û)

= (M®M)(L(Z) ® L(Z)) + A. I/(Z)

où l'on a posé A.I/(Z) = ^ A,(I/(Z))^
acA^

Par suite on a la formule de récurrence

Ezo(L(Z^,) ® L(Z^i)) = (M®M)E(L(Z^) ® L(Z^)) + A.M?V(Zo)

d'où l'on déduit l'égalité

P-^CHZ,,)®!^)] = [(^"®^y][L(Zo)®L(Zo)]

^"^r/MY-^1 /MY-^-n /M,V^^oLy ^U Hvr^-
Dans le cas où la matrice S est primitive, on a/MY

\ . j = Ç ® Ç* + 0(oc") où a est un nombre de l'intervalle ]0,1[ (c'est

uniquement sous cette forme que l'on utilise l'hypothèse de primitivité de
S). Ceci, compte-tenu de l'égalité précédente, entraîne que l'on a

P'^EZ^HZ^HZ,)] = (Ç®Ç*®Ç®Ç*) x

[L(Zo)®L(Zo) + -^A/I - M^) Y^Zo)"] + (Xa")

où a est un nombre de l'intervalle ]0,1[. On termine alors la
démonstration de la quatrième assertion du théorème 3.4 comme Harris ([4]
p. 313) le fait pour les processus de Galton-Watson.

Dans le cas où la matrice S est simplement supposée irréductible on
peut seulement déduire de ce qui précède le fait que la suite
P ^EzoCHZ,,)®]-^)] a un nombre fini de valeurs d'adhérence, ce qui
suffit à montrer que la suite p-^E^K^.HZ^I2) est bornée. Ceci
démontre la seconde assertion du théorème.
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4.4. Démonstration de 3.4-3.

Posons Q = u { Q z ; Z e ^ } et % = ̂  x Q. Si Z appartient à ^, la
formule ô^®) = (ô^10)»®) définit une application g^ de Qz dans ^. On
définit une probabilité de transition Q sur ^ x ^ de la façon suivante :
Q(Z,Ç),.) est l'image par gz de la probabilité pz. O11 remarque que la
probabilité Q((Z,Q,.) ne dépend pas de Ç et que son image par la
projection naturelle de ^ sur ^ est la probabilité Q(Z,.). Par suite, si
{(Z^,ÇJ}^o est une chaîne de Markov ayant Q pour probabilité de
transition, alors {Zj^o est une chaîne de Markov dont la probabilité de
transition est Q.

Considérons une chaîne de Markov {(Z,,,ÇJ}^o dont la probabilité de
transition est Q. Pour chaque sommet a de Zo définissons par
récurrence une suite {(^a,n^a,n)} oo d'éléments de ^ : Z^o est le sous-ion
de ZQ correspondant au sommet a, Ç^o est arbitrairement choisi et, pour
n ̂  0, on a les relations ^+1 = rz^z^+i) et Z^+i = ô^Ka.n-n)-
On obtient ainsi pour chaque a dans Vz une chaîne de Markov dont la
probabilité de transition est Q et l'ion Z^ résulte de l'accrochage des ions
{Z^}aev , selon ZQ et une famille d'applications que nous n'expliciterons
pas.

Conformément aux résultats déjà démontrés les suites p~"<^*,L(Z^)>
et p~"<^*,L(Z^J> convergent presque sûrement; soit W et W^ leurs
limites respectives. La distribution de W est celle de W par rapport à
PZ , celle de W^ est identique de W par rapport à ?„. On a

évidemment W = ^ W^. Enfin, si a^ et a^ sont deux sommets de ZQ
-vz,

distants d'au moins ^ + 1, l'hypothèse (D2) entraîne l'indépendance de
W,, et W -

°2'

Posons, pour a dans A ^ , À,,, = P^({W=0}). Nous allons d'abord
montrer que tous les {^JaeAi sont égaux. Numérotons les éléments de A ^ ,
Ai = {û4, a^ . . . , aj, de façon que l'on ait À-^ ^ ̂  ^ . . . ^ X^.
Étant donné 7 dans l'ensemble {1,2, . . . , r} , pour ^.-presque tout œ,
on note Wj(œ) le plus grand indice des éléments de A^ apparaissant
comme couleur d'un sommet de ^.(œ) (l'hypothèse (G) en assure
l'existence). On considère alors la chaîne {(Z^n)]n ^ o °ù ̂ on suppose que
l'on a ZQ ='^; en conditionnant d'abord par rapport à (Zi,Çi), on
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obtient l'inégalité À..,. < À., dpa .(œ). Or, la matrice S étant
J i "̂ œ) 7

irréductible, si j < r , on a sup {ess sup m^ ; 1 ̂  k ^ j} > j . Par suite si,
pour un j strictement inférieur à r , on a À^ = À, = . . . = ^. alors on
a aussi À^. , = ^,,- Ceci montre que tous les ^ sont égaux; désignons
par ^ leur valeur commune.

Notons |Z|i le nombre de sommets de l'ion Z, dont les couleurs
appartiennent à A ^ . Considérons la chaîne {Zj^o partant de
ZQ = û e A ^ . Supposons que P^-presque sûrement on ait, pour tout n,
|ZJi = 1 ; compte tenu de l'irréductibilité de la matrice S et de
l'hypothèse (G) cela entraîne que la transposée de la matrice S est
markovienne, ce qui contredit l'hypothèse p > 1. Nous venons de
montrer qu'avec une P^-probabilité non nulle il existe n tel que l'on ait
|ZJi > 1. Par suite, pour tout entier v, avec une probabilité non nulle, il
existe n tel que l'on ait |ZJi ^ v (on utilise à nouveau l'hypothèse (G)).
Choisissons l'entier v de façon que tout ion Z tel que [Zj^ ^ v ait deux
sommets distants de plus de <f + 1 dont les couleurs soient dans A ^ . Soit
maintenant un élément a de A ^ . Soit HQ un entier tel que l'on ait
Pû({|Z^ |i ^ v}) = T > 0. Comme précédemment on peut écrire p"oW

= E w^ dîou ron déduit l'inégalité À, ^ TA2 + (1-T)^ car, avec
xeV,

"0
probabilité T, deux des variables du second membre sont indépendantes.
Ceci prouve que l'on a ^ = 0 ou X = l . Mais nous savons que la
martingale p"" < Ç*, L(ZJ > converge dans L^P,,) vers W et, donc,
que l'on a E^(W) = 1, ce qui exclut le cas À, = 1.

4.5. Des précisions sur le paragraphe précédent.

Le résultat 3.4 — 3 peut être amélioré de la façon suivante.

PROPOSITION. — Sous les hypothèses (M), (V), (D2) et (G) il existe un
nombre a strictement positif tel que, pour tout a dans A ^ , on ait
E^W-^oo.

Démonstration. — Posons ¥y(t) = E^-^) (t ^ 0, a e A^) et notons
F(t) le vecteur {F^OLeA,- L'espace vectoriel R^ est muni de l'ordre dont le
cône des éléments positifs est (R^i.
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Soit v un nombre entier tel que, pour tout ion Z tel que [Z|i ^ v, il
existe deux sommets de Z distants de plus de ^ + 1 et ayant comme
couleur un même élément de A ^ .

La discussion de la fin du paragraphe 4.4 montre qu'il existe HQ e N et
T > 0 tels que, pour tout a dans A ^ , on ait P^({|Z Ji ^ v}) ^ T. On

écrit p"oW = T W^, d'où E^(exp-rp"oW|ZJ ^ F^<t) si a' est la
-'S

couleur d'un quelconque des sommets de Vz . Si |ZJi ^ v on peut

obtenir une meilleure majoration: E^,[exp(— îp"°W)|Z^1 ^ F^î)2 où a'
est la couleur commune à deux sommets assez éloignés de Z . Mais, si t

est assez grand, on a F^r) ^ - (en effet E^(exp — rW) tend vers 0 lorsque

t tend vers + oo). On en déduit donc que l'on a F(p"or) ^ MT(t) pour
t ^ ÎQ , la matrice M' étant telle que la somme des éléments de chacune

de ses lignes soit inférieure à 1 — - T . Il résulte de ceci que, lorsque t tend

-log(l-^)
vers + 0 0 , F(t) == 0(t a) avec a = ——————————. Par suite, pour

HO log p
tout a e A i , pour tout 0 < a' < a, on a E^W-"') < oo.

4.6. Étude des moments d'ordres supérieurs à 2.

THÉORÈME. — On suppose que les hypothèses (M) et (D2) sont
satisfaites et qu'il existe un entier k ^ 2 tel que, pour tout a e A, Ep (1 )̂
soft ^îm. Dans ces conditions, pour tout Zo € ̂ , Ez (W^) ^sî ^îm.

Démonstration. — On munit l'espace (R^® de l'ordre associé au cône
constitué des j-tenseurs ayant, par rapport à la base canonique, des
coordonnées positives.

Qj désigne, comme d'habitude, le groupe des permutations d'un
ensemble à j éléments; il agit sur (RA)O+I)® par permutation des j
derniers facteurs.

Supposons k ^ 2 et montrons par récurrence que, pour tout
j = 2,3, . . . , ^ c , on a E^[L(Z,,>®] ^ p^C^Zol où Cj est un j-tenseur
convenable.



PROCESSUS DE NAISSANCE AVEC INTERACTION DES VOISINS 205

Si aeA^, c'est-à-dire si a = B^aJ^) pour un Ze^ , on pose

A œ = E [ B J L o ^ ( x ) L o ^ ® . . . ® L o ^ )
^ l , . . . , x^V^ a /

- Ep^(L o^) ® E^) ® EJL o^ ® . . . ® L o^)]

(on a commis l'abus de notation consistant à écrire L o g^ au lieu de
L °9x °^,a).

On veut évaluer, étant donné Z e ̂ ,

Epj^ ° ̂ +1^] = E E Epz^ 0 ̂  ® L o ^ ® . . . ® L o ̂ J.
a e V^ xi, ..., Xj e V^ 1 ^

Pour chaque élément a e V^ et pour chaque 7-uple (x^, . . . , x ) e V{
on considère le plus petit entier v tel qu'il existe un élément o e 6 tel
que l'on ait

(i) d(x^{a,x^,.. .,x^_i)}) ^ <f pour m = 1,2, . . . , v ,

(ii) d(x^{a,x^ .. .,x^}) > <f pour v < m ^ 7.

Dans ces conditions on a les faits suivants

(iii) x^i), . . . ,x^) sont des sommets de Bz(a,v<f),

(iv) E^(L o ̂  ® L o ̂  (g) . . . ® L o g^

^ EJL o^) ® E^(L o^ ® .. . ® L o^

+ a-1. {[E^(L o ̂  ® L o g^ ® . . . ® L o ̂ ,J
- EJL o ̂ ) ® E^(L o g^ ® . . . ® L o ̂ j]

^^Z^0^.!)®"-®1-0^}.

On obtient donc la majoration

EP^KL o^)o+i)®] ^ V EJL o^) ® E [(L o^^®]
0 e Vy

+J^.Z^^A^(g)E,(Lo^-^)
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(beaucoup de termes sont comptés plusieurs fois). Finalement

ËpzKî- ° ̂ z)0^®] < ML(Z) ® E^[(L o ̂ ®]

+ E Z ^ • [A^ . L^(Z) ® E [(L o g^-^-}-}
v = i o e S y z-

OU

A(v).L^(Z)= ^ A^^L^Z))^
acA^

Par récurrence sur j, on obtient l'inégalité

^z^ ^z)0'-^0] ^ (ML(Z))0-+D® + D^ilZI7,

pour 7 = 1,2, . . . , ^c-l ,

D^+i étant un (/+l)-tenseur positif indépendant de Z.

Appliquons cette inégalité à la chaîne {Zj^o. On obtient

E^[L(Z,^)^] ^ M^E^(L(Z,^) + D,E^(|Z,r1).

Supposons que l'on ait montré l'inégalité

E^(L(ZJO-i)0) ^ p^-^C,_JZo|, (n=0,U...)

(elle est évidente pour 7 = 2 ) . On a alors

E^IZJO-D) ^ p^-^^._JZo| pour n = 0, 1, 2, . . . , où a,.,

est un nombre convenable.

On a alors

P-^^HZ^^] < (^V'-Œ^UZ^] + p--a,.,D,|Zo|

„ , . /M\" ,
d ou, puisque sup 1 — < M (propriété des matrices irréductibles)

n ? 0 \ p / •"

p-"^[L(Z^-®] ^ W®L(Zo) + -p^-'-a,_lW-®D,|Zo|.

Ceci achève la démonstration.
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5. UNE CLASSE RESTREINTE DE M-SYSTÈMES

Le formalisme de génération décrit ci-dessus est lourd; il se simplifie
lorsque l'on désire engendrer des arbres connexes.

Les notations et concepts que l'on va définir sont très proches des
précédents.

5.1. Des ions arborescents.

Un arbre étiqueté est un triplet Z = (V,E,w) où
(i) V est un ensemble fini, l'ensemble des sommets de Z,

(ii) w est une application de V dans N,
(iii) E est une partie de V x N x V telle que la relation (a,m,fc) e E

entraîne m ^ w(a) et b ^ a et telle que, pour chaque b, l'ensemble
{(û,m);(a,m,fc)eE} ait, au plus, un élément.

(iv) Le graphe sous-jacent à Z est un arbre (le graphe sous-jacent a V
pour ensemble de sommets et {(a,fc)eV x V;3m, (a,m,b)eE} pour
ensemble d'arêtes).

L'arbre sous-jacent à un arbre étiqueté est orienté, chacune de ses
composantes connexes a donc une racine.

On note Vz l'ensemble {(a,m) e V x N ; 0 ^ m ^ w(a)} et W(Z)
l'ensemble des (a,n) e Vz tels qu'il n'existe pas de b e Vz tel que
(a,n,b) e E.

De même que pour les graphes, on peut procéder à l'accrochage
d'arbres. Considérons un arbre étiqueté Z', une famille {Z^çvz' d'arbres
étiquetés et connexes et une injection (p de Vz dans la réunion disjointe
de la famille {W(Z^)}^vz' telle ̂  ^O'^) appartienne à W(Z^.).

On construit comme suit l'arbre étiqueté Z", résultat de l'accrochage
des arbres {Z^.çv . l̂011 (zf^)- ^z" est la réunion disjointe des
ensembles Yz , Wz" est la fonction qui prolonge chaque w, et Ez" est la

réunion de (J Ez. et de l'ensemble des triplets (a,m,b) tels qu'il existe
i^T j

(a',m',^') e Ez' tel que b soit la racine de Z^ et tel que (a,m) = (p^'.m').



208 JACQUES PEYRIÈRE

Si l'arbre Z' est connexe, Z" l'est aussi.

De même que précédemment on colore les arbres étiquetés, l'application
w, définie sur l'ensemble A des couleurs, est, cette fois-ci, à valeurs dans
N.

Ce que nous appellerons ion dans ce paragraphe est un arbre étiqueté,
connexe et coloré.

5.2. M-systèmes générateurs d'arbres.

^ est un ensemble d'ions arborescents et connexes. On suppose que si
Z e ̂ , ^ contient aussi tous les sous-ions arborescents et connexes de Z.

On suppose donnée une famille projective (^z^z)z6^ d'espaces
probabilisés dénombrables (comme en 3.1) ainsi que, pour chaque a e A ,
une application g^ de Oy dans ^ et, pour chaque œ e H,, une injection
de {0,1,...,w(û)} dans W(^(œ)).

On se persuadera que ces données, un peu plus simples qu'en 2.4 et 3.1,
définissent un M-système.

Comme précédemment à ce M-système est associée une matrice M.

5.3. Structure asymptotique des arbres générés.

Nous considérons un M-système au sens restreint des paragraphes 5.1
et 5.2. Nous avons le résultat suivant.

THÉORÈME. — On suppose que, pour tout Z dans ^ et pour tout œ dans
QZ, on a w(^z(œ)) = w(Z). On fait en outre les hypothèses (M), (V) et
(Dl). Alors, quel que soit Z e ̂ , v^(Z) désignant le nombre défais que Z
figure comme sous-ion de Zy,, le quotient v,,(Z)/|ZJ tend Pz -presque
sûrement vers une constante, et ceci, quel que soit Z o ^ A ^ .

Démonstration. — On adjoint à l'ensemble A un élément i^, on
obtient un nouvel ensemble de couleurs, À. On complète chaque élément
Z de ^ ainsi : on ajoute à Vz l'ensemble W(Z) et (a,m) a pour couleur
^ et est lié à a; on obtient ainsi un À-ion, Z. L'espace probabilisé
associé à Z est le même que celui qui est associé à Z. L'espace associé à
i^ possède un seul élément et g^ = ̂ .
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La hauteur d'un arbre est la distance maximum de sa racine à ses
sommets. On note ^ l'ensemble des sous-ions connexes de hauteur k ,
apparaissant avec une probabilité non nulle, dans la descendance de l'ion
Z, lorsque Z est constitué d'un seul élément.

On pose ^° = {iT} et A" = (J ^.
0 ^ j ^ k

A chaque À-ion Z on associe un A^-ion Z^ Z^ et Z ont le même
arbre sous-jacent et si a e Vz, sa nouvelle couleur est le sous-arbre de Z,
de hauteur ^ k, de racine a, et maximum pour l'inclusion.

De même qu'en 4.2, on définit des applications de génération : si
a e Afe, ^(œ) est le sous-ion de (^(œ)^ dont les sommets sont engendrés
par la racine de a. Les applications (p sont définies de façon évidente.

On distingue dans Ak trois parties : la première (A^i est constituée
des arbres dont aucun sommet n'a la couleur i^ et dont la couleur de la
racine est dans A^ ; la seconde (A^ est constituée des arbres dont aucun
sommet n'a la couleur 'W et dont la couleur de la racine est dans A^ ; la
troisième est constituée des autres. La forme, associée et cette partition de
A^, de la matrice M^ est, suivant la forme de M

'S, 0 T, \ /S, T, T, -
T, U, T,' ou 0 U, T,'

^0 0 LV \0 0 U^

La matrice S^ est, comme nous allons le voir, primitive et sa valeur propre de
Perron-Frobenius est p. Les valeurs propres de U^ sont ^ 1 car, sinon ,1e
nombre de sommets de Z^ de couleur 'W pourrait croître indéfiniment. Les
valeurs propres positives de la matrice U^ sont inférieures ou égales à la plus
grande valeur propre positive de U (on obtient U^ en remplaçant chaque
élément u^ de U par une matrice dont la somme des éléments de chaque
colonne est u^).

Ceci montre que p^M^ a une limite et que l'on a
p~"M^ — lim p'^'M^ = 0(a") avec 0 < a < 1. On conclut au moyen du
théorème 3.4(3); on a, en effet, déjà observé que l'hypothèse
p""]^ - lim p'^M; = 0(oc") pouvait remplacer l'hypothèse de
primitivité de M^.

La primitivité de la matrice Sĵ  résulte des considérations qui suivent.
Soit a e (A^ ; on note ï(a) le plus petit entier tel qu'il existe a e A ^ , tel
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que, avec une P^-probabilité non nulle, Z^ contienne a comme sous-
ion. Soit T = sup{r(a); a 6(Ak)l}. Alors si ae(A f c)l , il existe a e A tel
que, avec une P^-probabilité non nulle, Z^ contienne a comme sous-ion.
En vertu du théorème 3.4, pour tout v, il existe un entier m tel que, avec
une probabilité non nulle, toutes les composantes de L(Z^) soient
supérieures à v. Si l'on a choisi v assez grand, on est donc assuré, qu'avec
une probabilité non nulle, Z^ possède suffisamment de sommets de
couleurs prescrites, situés à une distance > £ les uns des autres. Par
conséquent, avec une P^-probabilité non nulle, Z^^ contient tous les
éléments de (A^i comme sous-ions. Ceci montre, en prenant les
espérances, la primitivité de Sj^.

6. D'AUTRES GÉNÉRATEURS D'ARBRES COLORÉS

Les M-systèmes décrits en section 5 se prêtent à la génération d'arbres
non connexes. On considère l'un des M-systèmes que l'on a décrit en 5.2.
On distingue dans A une partie A' telle que l'on ait A' n w'^O) = 0 et
g^ = a. Pour chaque a e A' on se donne une partie F^ de l'ensemble
{l,2,.. . ,w(^)}.

Si Z e ̂  et si x est un sommet de Z dont la couleur est dans A', on
construit un nouvel ion Z(x) ainsi :

Vz(.)=Vz\{x},
EZ(,) = Ez n (V^ x N x V^

u {(a,m,b) ; (â,m,x) e Ez et 3j e F^, (xj,b) e Ez},

la coloration de Z(x) est la restriction de celle de Z.

On prend un à un les sommets de Z dont la couleur est dans A' et l'on
effectue à chaque fois l'opération précédente; on obtient un ion Z^ (le
résultat est indépendant de l'ordre des opérations).

Partant de Zç, on obtient donc une suite aléatoire Zf (il s'agit d'une
chaîne de Markov à cause de l'hypothèse g^ = a pour a e A') d'arbres
colorés non nécessairement connexes. On peut se persuader que les M-
systèmes généraux engendrant des arbres peuvent se décrire de la manière
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précédente : il suffit d'ajouter deux couleurs pour se ramener au cas
considéré ici.

L'un des problèmes qui se posent est d'évaluer le nombre de
composantes connexes de Z,f. Le théorème suivant fournit une réponse à
cette question.

THÉORÈME. — Les hypothèses étant les mêmes que pour le théorème 5.3,
pour tout Z ^ e A ^ , le rapport du nombre de composantes connexes de Z,f à
[ZJ tend Pz -presque sûrement vers une constante.

Démonstration. — On utilise les mêmes notations qu'en 5.3. Si l'on
enlève le sommet x, dont la couleur est dans A', à l'ion connexe Z on
obtient Z(x). Le nombre de composantes connexes de Z(x) est
1 + w(x) — card F^) si x n'est pas la racine de Z, w(x) sinon. Pour
démontrer les composantes connexes de (Z)^ il suffît donc de classifier et
de dénombrer les sous-arbres de Z, de hauteur 2, dont la couleur de la
racine est dans A'. Le résultat découle alors du théorème 5.3.

7. UN THÉORÈME DE LIMITE CENTRALE

Dans toute cette partie, nous nous intéressons uniquement aux M-
systèmes qui engendrent des chaînes. Leur description est beaucoup plus
simple que celle des systèmes généraux, ou même, que celle des générateurs
d'arbres.

7.1. Générateurs de mots.

On reprend, aux notations près, les considérations développées dans
[17].

A est un ensemble fini dont les éléments, plutôt que couleurs, seront
appelés lettres. On se donne un ensemble ^ de mots construits avec
l'alphabet A. On suppose que tout sous-mot d'un élément de ^
appartient à ^. On se donne un système d'espaces probabilisés
dénombrables (Oz?Pz)z6<^ projectif au sens où on l'a défini en 3.1. On se
donne aussi, pour chaque a e A, une application g^ de Q^ dans ^.
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Si Z = û4 .. .û^ est un élément de ^ et si © e Oz, ^z^) est 1e mot

obtenu en mettant bout à bout, dans l'ordre où ils se présentent, les mots
9 a C'a ,2^)) » • • • » 9 a (r a ,T^)} • On obtient ainsi un M-système encore plus
particulier que ceux qui ont été considérés au paragraphe 5.

Nous faisons les hypothèses (M), (V), (D2) et (G). Considérons la
chaîne de Markov canonique {Z^}^^o associée à ce système.

7.2.

THÉORÈME. — Sous les hypothèses décrites en 7.1, quel que soit Zç e A^ ,
la loi de ^J"17^ Ç*,L(Z^) > — p"W) converge étroitement vers une loi de
Gauss centrée.

Ce résultat est classique pour les processus de Galton-Warson [6] et,
donc, n'est nouveau que si <f ^ 1. La démonstration de ce théorème
occupe les paragraphes 7.3, 7.4 et 7.5.

7.3. Formule de régression.

Si l'on suppose |ZJ = a^a^ . . . a^ , fixé, on peut écrire, comme en 4.4,
l^l

p"W = ^ W^., où la distribution de W^ (conditionnellement à ZJ est
j = i

identique à celle de W par rapport à P^. De plus la suite {W^}i^,z i
possède la propriété de ^-indépendance (c'est-à-dire celle qui est décrite dans
la condition D2).

On a donc :

<^*,L(Z,)> - p"W = Étë:-W^.
j = i ;

7.4. Étude de E^^HZ^-p^lZJ/IZJ.

On utilise les mêmes notations qu'en 5.3.

Si a e A'', alors pour un k ^ 0, on a a = (IQ . . . a^ et l'on pose

^^^^^o-^^-W^].
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On a alors, de façon analogue à 4.3,

ER^.HZ^-p^lZJ = SA,LÎ(Z,).
vskt

II résulte de 3.4 et 5.3 que W est p. s. non nul et que le rapport I/(Z )/|Z |
tend p. s. vers une constante. Donc EK^HZ^-P'-V^IZ^/IZJ "tend
Pzo-P^que sûrement vers une constante que nous noterons o2.

7.5. Estimation de la fonction caractéristique.

Déûnissons deux suites {a,}^, et {p^, de nombres entiers :

[k(k - 1) -|
" k ^ — — 2 — — + ( f e - l ) K > P t = a , + f c ? .

On a a^i - p^ == <f.

Définissons deux entiers-aléatoires v et v' ainsi:
sl "t < |ZJ < fi,;, alors v = k et v' = k - 1 ,
sl Pt < l2»! < ott+i , alors v = v '= fc.

On décompose <Ç*,L(Z,,)> - p"W en somme de trois termes :

<^,L(Z^)> -p"w=S^S,+S;.

Pour définir S,, S,, S:, on écrit Z,, = a, . . . a^, puis on pose

<Xt+iA|Z,|

8"= E Z (^,-w),
l^fe^v ' ;=P^+1 •/ 7

Pfc^^
sn = ,z<.,-E.[(p^-wa^E((p^-w^z""

où Pon a posé (p^(x) = xl^_^^c(x).

Dans ce qui suit C désigne un nombre qui ne dépend que du M-
système considéré. Deux occurences de C peuvent désigner deux nombres
différents.
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On a évidemment v ^ v' ^ C^/JZJ.

On voit facilement que l'on a

E(S^|ZJ ^ C^j,

/ s 2 ^
par suite E l — — ) tend vers 0.

VlAil/

On a aussi, en utilisant la ^-indépendance,

E(S.2|ZJ = Z E^pif"' (p.fé*.-w^ - E((p,fé* - W,;|ZjT|zl
l ^ t s î v (.U=it-1-1 ' J J

^c y ^
i ^T^ v

où -,
u, = ^sup^Ej|<^,L(Zo)>-W|2 l|<ç.,^>-wi>^J-

Par suite ^[-^(S^IZ,) et E(|ZJ- 1S',2) tendent vers 0.

Il en résulte que l'on a, lim JZ^^S^IZ,) = o2 p.s. et que, pour
n-»oo

S + S' + S"
montrer la convergence en loi de -"————", il nous suffit d'étudier

/ ^ \ IZJ
E( expit —-— 1.v ^/iz„l/

Pour simplifier les notations, posons, si

a» <J < Pic A l2»!.

X, = H - W^ l{^-w^ < ̂  - E[fê; - W,; 1,^_^ > ̂ IZ,,].

Compte tenu de la relation Efêî. - W,.|Z,) =0, on a E(X,.|ZJ = 0. On
J ^ i—

voit facilement que l'on a ||X^.||̂  ^ C^/k.

On a

ou

S; = Z A,

Pk A 12.1

A.= Z X,.
j = ̂  + 1
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La propriété de ^-indépendance des Xj et les relations E(Xj|Z^) = 0
et ||X^|[^ ^ C^/fe permettent d'établir les majorations suivantes

E(A,2|Z„) ^ C,k
lEtA^ZJ ^ Ck3'2

E(A,4[Z,) < Ck2

d'où l'on déduit

\ / f2 \ fh^k3'2 t4k2\
(,-^E<W,).C,(|^^).Zj - 1E expit

Supposons t fixé, non nul. Si l'on a

t4 1<
|ZJ 3(l+Ci+C^

alors on a la majoration

log E^exp it -^=\Zn) + —— E(A,2|Z„)| < C
\ ^ZJ / 2|Z;

d'où, dans les mêmes conditions,

w2

iz; (3/2

log E exp it -T—IZ,, + —— E(S„'2|Z„) < CItl^ZJ-ï
2|Z»

et
S"Eexpit——=|Zj- exp - _- E(S'^\Z^ < C|ZJ-4.

\ V|ZJ / l̂̂ 'nl

On a donc

E expit - E exp - -— E(S^|Z,) < CEdZJ' î)
2|Z,

+ P ( { | Z J < 3(4(1+Ci+C^)}).

Puisque presque sûrement |Z,| croît vers + oo et |Zn|-lE(Sn |ZJ tend
vers CT on a

lim El exp it S:
/IZ^'^-T0 '

ce qui achève la démonstration.
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8. UNE PROPRIÉTÉ D'HOMOGÉNÉITÉ
DES ARBRES GÉNÉALOGIQUES

Nous reprenons l'étude des M-systèmes généraux définis au chapitre 2.

A chaque trajectoire de la chaîne {Zj^o on associe un arbre ^ :
l'ensemble des sommets de (F est la réunion abstraite des V^ , un élément

de Vz est lié aux sommets de Vz qu'il a engendrés. On note ^ la

compactifïcation naturelle de ^°[3] et l'on pose o^ = (F\^.

Si x e 8^, pour chaque n ^ 0, il existe un unique sommet a^ e Vz
tel que x soit approché par des descendants de a^ ; on note I^(x) ou 1̂
l'intersection de c^ et de l'adhérence dans ^ des descendants de a^.

THÉORÈME. — On suppose les hypothèses (M), (V) et (D2) satisfaites.
Pour chaque ZQ e A ^ , P^-presque sûrement il existe une mesure de
probabilité, [i, sur 8^ telle que, pour ^-presque tout x , on ait

log^(Ux))
hm —————— = — log p.
n-^o n

Démonstration. — Pz presque sûrement, une collection {Wj^g- est
définie : si a e Vz , W^ est la limite lorsque m-> oo de p"^^,!^^) où
L^ ^ est le vecteur qui décrit la composition de la descendance de a dans
Z^..

On a pW^ == ^ Wfc où la dernière somme est étendue aux sommets de
b

^n+i engendrés par le sommet a de Z^.

Il existe donc une unique mesure de probabilité jj, sur S^ telle que,
pour tout ae^° , on ait ^(IJ = p'^W^W^.

Soit a un nombre réel. On a

Ezoffwcwp^Ux^^uMiz,
\ J

= P'^zoQç ^""'l^) = P~\Z E^W^").
N ^M / ^M
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Donc si — 1 < a < 1, on a

supEz, IwrWp^^M)]^^) < oo.

Le lemme de Borel-Cantelli donne alors le résultat.

Comme nous l'avons dit dans l'introduction ce théorème permet de
calculer la dimension de Hausdorff-Besicovitch d'ensembles résultant de
constructions de B. Mandelbrot.

Un exemple d'un tel calcul est donné dans [16], il utilise un procédé
décrit dans [2] p. 144 et [8].
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