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Ann. Inst. Fourier, Grenoble
31,3 (1981), 115-146

FONCTIONS DÉFINIES DANS LE PLAN
ET VÉRIFIANT CERTAINES PROPRIÉTÉS

DE MOYENNE

par Alain YGER

Soit / une fonction définie et continue dans W^Çn > 2). Dé-
signons par F(x , r) la moyenne superficielle de la fonction / sur
une sphère de centre x et de rayon r ; soient a et b deux nombres
réels distincts, tous deux strictement positifs.

Dans [3], Delsarte a montré que, si le rapport a/b ne prenait
pas certaines valeurs exceptionnelles, toute fonction / vérifiant,
pour tout x dans R" , f(x) = F(x , a) = P(x , b), était alors une
fonction harmonique dans R" .

Plaçons nous maintenant dans le cas n = 2.
Pour tout entier N supérieur ou égal à 2, soit PN le polygone

régulier de R2 , centré en l'origine, dont les sommets sont les points
/ Ik-iï . 2kTT\
( cos —— ? sin —— ), k variant de 1 à N. Lorsque / désigne une
\ JN N /
fonction définie et continue dans R2 , r un réel strictement positif,
appelons GN (/, x , r) (resp. : HN(/, x , r)) la moyenne des valeurs
de la fonction / sur les sommets du polygone x + r P^ (resp. : sur
l'intérieur du polygone x + rP^). Toute fonction continue sur
R2 et dont la valeur en tout point x de R2 , est égale, pour tout
r >0, au nombre G ^ ( f , x , r ) , est en fait un polynôme harmo-
nique, de degré N — l ; le même résultat subsiste si G^(f,x,r)
est remplacé par H ^ ( f , x , r ) ([l], [6], [19]).

Dans ce travail, nous nous placerons dans R2 et dans la si-
tuation où le polygone est un carré (N = 4).

Nous envisagerons deux types de problèmes :
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A. Problèmes du type 1 :
L'un des problèmes fondamentaux qui se posent pour un sys-

tème de deux équations de convolution dans R2 , depuis le contre
exemple proposé par Gurevich [8], est celui de la synthèse spectrale :
y a-t-il totalité des exponentielles polynômes solutions d'un système
d'équations ^ * f• = ̂  * / == 0 (^ G ê'(R2 ) , j^ E ê'(R2)) dans
l'espace des solutions continues de ce système ? Berenstein et Taylor,
dans [2], ont donné, pour de tels systèmes, une condition suffisante
non seulement pour qu'il y ait synthèse, mais encore pour que l'on
dispose d'un moyen de représentation de toutes les solutions de classe
C00 à l'aide des solutions élémentaires.

Il s'agit de s'assurer en premier lieu de^ ce queja sous variété
C2 définie par V(^, ̂ ) = {^ , ̂  C2 , ^(Z) = ^(Z) = 0} est
bien de dimension 0, puis ensuite de ce que les composantes connexes
de l'ensemble où Ijt tJ et 1^1 sont» en un certain sens, simultané-
ment petits, sont bornées et de taille contrôlable. On dit alors que
le couple ( jû^(Z), jû^(Z)) est un couple de fonctions analytiques
"slowly decreasing" pour le poids p(Z) = |ImZ| + Log(l 4- |[Z||),
où | ImZ | = | Imz | -4- | Imw |.

Dans cette première partie, nous donnerons une condition suf-
fisante pour qu'un couple

(^(Z), jS,(Z)) (où ^Eg'(R2), ^Eg'(R2))

soit "slowly decreasing" au sens de Berenstein-Taylor pour le poids
p déjà considéré (lorsque la variété V(^i , ̂ ) est de dimension 0),
(Proposition 1.1), puis nous verrons comment, en combinant ce ré-
sultat avec les méthodes déjà utilisées dans [23], nous pourrons en
déduire, dans le cas N = 4, la propriété de synthèse spectrale et le
théorème de représentation des solutions pour les systèmes du type :

(*) /(•) = G^(/,., 1) = G^f,., a) (a C }0,1 [).

Nous aurons été au préalable amenés à étudier la géométrie de l'en-
semble des couples (z, w) de C2 satisfaisant au système d'équa-
tions :

(E^) cosz cosw == cos(ûz) cos(ûw) = 1 (û E ]0 ,1 [\Q).

Cette étude se poursuivra dans la deuxième partie (II).
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B. Problèmes du type 2 :
Soient /x^ et ^ deux distributions à support compact dans le

plan. Existe-t-il, et à quelles conditions, un ouvert relativement compact
tel que toute solution distribution du système l J i ^ * f = : ^ * f = 0
soit en fait C°° partout lorsqu'elle est de classe C°° sur cet ouvert ? Tel
que toute solution du système nulle sur cet ouvert soit en fait nulle
partout ? Dans l'exemple étudié par J. Delsarte ([4], [12]), l'espace des
solutions L^ s'identifie à l'espace de Hilbert ï}([0,2} x [0,1]) ;
ce domaine D = [0,2] x [0,1] répond aux deux questions soulevées
ci-dessus. Il n'est pas question, pour les systèmes de la forme (*),
de construire ce que l'on pourrait appeler un tel domaine fondamental.
L'obstruction est ici que la variété V(ju^ , JLI^) correspondante ne
peut être incluse dans une bande C2 de la forme | ImZ | < T.

Cela résultera, on le verra, de l'étude géométrique des ensembles
de couples de C2 vérifiant une équation du type (E^).

Par contre nous serons en mesure de donner une réponse posi-
tive aux deux questions posées, si l'on arrive à montrer que l'ensemble
des points de C2 où |^| et I j^ l sont simultanément petits (en
un certain sens) se trouve dans un tube de C2 de la forme

HmZKTd + Log(l 4- I I Z J I ) ) .

Ce sera l'objet du théorème 3.1, qui n'est en fait qu'un raffinement
du théorème permettant le passage du semi local au global dans les
problèmes de cohomologie à croissance (voir [2], [5], [18]).

Dans l'étude des systèmes de la forme (*) (où a est irra-
tionnel), les propriétés arithmétiques du réel a et les propriétés géo-
métriques de la variété V(/^ , jn^) sont très liées, comme on le verra.

Nous montrerons l'existence d'irrationnels pour lesquels les
hypothèses du théorème 3.1 pour la variété V(JL^ , JLI^) correspon-
dant au système (*) ne seront pas vérifiées.

Il existe d'autres méthodes, comme on le verra par certains sys-
tèmes de la forme (**) /(•) = î^/,., 1) = H^/,., a) (a E ]0,1 [),
pour donner une réponse positive aux deux questions posées en tête
de ce paragraphe.
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1. Quelques problèmes liés au problème de la synthèse spectrale.

Dans la suite, p désignera toujours une fonction sous harmo-
nique sur C" , non identiquement égale à — °°, telle que

(i) V Z G C " , p(Z)>0
(ii) Log(l + ||Z||)=0(^(Z))
(iii) 3C >0, 3D >0 telles que

vzec", v^ec", ||z-?|| < i=^p(?) <Cp(Z) + D.
On notera A(C") l'espace des fonctions holomorphes sur C" ; si
Sî désigne un ouvert de C" , on notera A(Î2) l'espace des fonc-
tions holomorphes sur Sî.

Comme dans [2], on notera :

A^(Î2)= {FGA(Î2); 3A >0, 3B >0, V Z Œ Î 2 , |F(Z)| < Ae^^}.

Rappelons la définition d'un M-uplet de fonctions analytiques dans
C" "slowly decreasingî) au sens de Berenstein-Taylor pour le poids p .
Ceci signifie

1) La variété analytique {F^ = F^ = . . . . . . = F^ = 0} est
de dimension 0.

2) 3e >0, 3K >0, 3Ki > 0 , 3K^ >0 , tels que les com-
( n

posantes connexes de l'ensemble Z E C" , ̂  |F,(Z)| < e e~^PW
( 1=1

soient bornées, et que si Z et ? sont deux points de l'une de ces
composantes connexes, on ait : p(Z) < K^p(?) + K^ .

Nous nous placerons, pour fixer les idées, et parce que nous
allons utiliser les résultats de Berenstein-Taylor dans ce cadre, dans
le cas n = 2.

PROPOSITION 1.1. —Soit Î2 un ouvert de C2 . Soient

F,EA^(C 2 ) , F.GA/C2).

On suppose: il existe e >0, K > 0 , K^ >0, K^ >0 tels que
2i) Les composantes connexes rencontrant Î2 de l'ensemble

où |Fi(Z)| + IF^Z)! + |Jacobien(Fi,F2)(Z)| < e e-^^ sont
bornées \
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2ii) Pour toute composante connexe (° de cet ensemble ren-
contrant Sî, on a : vzee, v?ee, p(Z) <K^(?) + K ^ .

Alors 3e > 0 , 3 K ' > 0 , 3 K ^ > 0 , 3K^ > 0 tëfa^

3i) Z/^ composantes connexes rencontrant Sî de l'ensemble
où |Fi(Z)| 4- IF^Z)! <e'6?-K^<z ) sont bornées.

3ii) Pour toute composante connexe û' de cet ensemble ren-
contrant Î2, on a : VZee ' , V?(=<° ' , p(Z)<K^(?) 4-K; .

Remarque 1. — Les hypothèses impliquent la discrétion du
spectre (variété des zéros communs de F^ et F^) ; dans le cas ou
Î2 == C2 , la conclusion du théorème signifie précisément que le
couple (F^ , F^) est "slowly decreasing" au sens de Berenstein-Taylor.

Ce corollaire immédiat a été annoncé dans l'introduction sous
le titre : Proposition 1.1.

Remarque 2. — La proposition subsiste mot pour mot pour
les ^z-uplets de fonctions analytiques dans A^(C").

On notera désormais Jacobien (F^ , F^) (Z) = J [F^ , FJ (Z).

Prouvons la proposition L 1. — Choisissons pour l'instant

€ ' < 1 K' > K .

(e et K sont attachés au couple de fonctions analytiques (Fi,F^)
par la condition 2i).

Considérons une composante connexe rencontrant Î2 de l'en-
semble :

{ZEC 2 , |Fi(Z)| + \F^Z)\<ete-KI^}.

Supposons que cette composante connexe contienne un point Zo
tel que :

J [Fi ,FJ(Zo) >|- c-1^20).

Considérons un réel strictement positif e(Zo) de la forme \e~v'p(zo)

(À et ^ sont deux constantes positives ne dépendant que de e , K ,
Fi , F^) de manière à ce que

F^(Z), F^(Z)
* ' 1 C V»»/7\\\Z-Zo\\<e(Zo)=^ | > -, e'^2"

F^(Z), F^(Z)
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où F^ , F^ , F^, F^ sont des fonctions entières de A^(C2)
définies par

F,(Z) - F^(Zo) = (z - zo) F^(Z) + (w - wo) F^(Z)
V Z E C 2

F,(Z) - F^(Zo) == (z - zo) F^(Z) + (w - wo) F^(Z).

L'existence de X et ji est assurée par les conditions préliminaires
imposées au poids p .

On a, pour tout Z dans la boule de centre Zo, et de rayon
e(Zo)

^ e-^W ||Z - Zo|| < |F^(Z)| + IF^Z)! + |F,(Zo)| + [F^Zo)!.

Si l'on a pris soin de choisir e ' et K/ de manière à ce que

ç^-K'p(Zo) ^ ^L ^-jup(Zo)^ g-Kp(Z)
8

(pour tout Z E C 2 , tel que ||Z-Zo|| < 1).

On voit, quitte à améliorer à nouveau ce choix de e ' et de K ' ,
que la composante connexe étudiée contenant Zo se trouve en fait
incluse complètement dans la boule de centre Zo et de rayon
^-MP(ZO) Enç ^ bornée et satisfait bien sûr (3ii) (si À < 1 , ce
que l'on peut toujours supposer, on peut prendre K[ > C , K^ > D ,
C et D étant les deux constantes intervenant dans l'énoncé de la
propriété (iii) du poids p ) .

Les seules composantes connexes de

{ Z E C 2 , |F^(Z)[ + IF^Ke^-^W}

restant à étudier sont celles rencontrant Î2 et en tout point desquelles
on ait

| J [F^ ,FJ (Z) | < -j- ^-^(z).

Mais une telle composante est incluse dans une composante
connexe rencontrant Î2 de l'ensemble où

|F^(Z)| + IF^Z)! + |J[F, ,FJ(Z) | < çe-^W .

On utilise alors les hypothèses 2i et 2ii. a

Nous allons utiliser cette proposition pour démontrer le
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THEOREME 1.2. — Soit a un réel de l'intervalle ]0 ,1 [.
Soient F^ et F^ les deux fonctions analytiques sur C2

dé finie s par:
VZ G C 2 , Fi(Z) = cos(z) cos(w) - 1

VZ £ C2 , F^(Z) == cos(az) cos(ûw) - 1 .

Le couple (F^, F^) ̂  'ï/owfy decreasing" au sens de Berenstein-
Taylor pour le poids p(Z) = |ImZ| + Log(l + ||Z||).

COROLLAIRE. — Soit a un réel de l'intervalle ]0 ,1 [ .
Les exponentielles polynômes solutions du système d'équations

de convolution /(•) = G^(f,., 1) = G4(/, . , a) forment une partie
totale dans l'espace de toutes les solutions continues de ce système.
On dispose de plus d'un processus sommatoire permettant de repré-
senter toute solution de classe C°° sous forme d'une somme (conver-
gente dans C°°(R2)) d'exponentielles polynômes solutions du sys-
tème d'équations.

Le corollaire est une conséquence du théorème 1.2 et du théorème
7 de [2] (les mesures introduites sont symétriques par rapport à (0,0)).

Pour démontrer le théorème 1.2, nous allons avoir besoin de
localiser l'ensemble des zéros communs aux deux variétés analytiques
Fi(Z) = 0 et F^(Z) = 0.

Nous appellerons F le sous-groupe de R2 engendré par les
points (1 ,0 ) , (0 ,1) , ( â ,0 ) , ( 0 , o ) . (1)

Soient p. et ^ les mesures atomiques de R2 telles que

F, = A , F^ =? , .

v design: ni une mesure atomique à support fini porté par F, \
étant un caractère du groupe F , on notera

si v= S ^S-y. , X ^ = Z ^x(7,)8^..
7(<=r 7,<=r

LEMME 1 .2 .1 .—/ / existe des constantes strictement positives
e , K , T telles que, pour tout Z E C2 tel que |ImZ[ >T, on ait

Vx^Hom(F,T), |(XM)'(Z)| + l(x^)'(Z)| + |J[(XM);(X^r] (Z) 1
> ç^-KUmZI



122 A. YGER

-> ->
Soit 0', / ) un repère orthonormé du plan euclidien. Pour

y _^ ^

tout vecteur ^ = cos 9 i 4- sin 9 j , et pour tout a > 0, désignons
par 'S^(u) le secteur angulaire

^O?) = { ( x , y ) C R 2 ,\xsm6 - y cos0| < a(x cos 9 + >/ sin0)}.

Nous allons en fait montrer que, pour toute direction u, il
existe deux constantes strictement positives a(tt) et ft(~S) telles
que :

/Imz\
V Z G C 2 , (Imz,Imw)e§ ^ (H) et i?. > j3(^)

a(M) \ î r-\ ^
\ Imw /

-^ Vx^Hom(r,T), |(XJLI)'(Z)| 4- | x^(Z)| +|J[(x/x) .'(x^)^ (Z)l

>a(î)ê-^)IImzl.

Mais, si u est distinct des directions perpendiculaires aux côtés du
carré (± / , ± / ) , il existe deux constantes a(7?) et IS(u) stric-
tement positives telles que :

/ I m z \
VZ E C2 , (Imz , Imw) E § „ (z?) et t?. > j3(^)

a ( M ) \Imw/
=^Vx^Hom(r,T), |(x^)'(Z)| > 1.

Nous allons donc supposer K = ( I , O ) à partir de maintenant.
Soit x UI! élément de Hom(r , T).

Posons : X((l ,0)) = e16 x((0,1)) = e161

X((û,0))= ^a x ( (0 ,û ) )=^ a ' .
Nous avons

^- (X^)'(Z) ^(x^'CZ)dz ôw
'= û[sin(z + 0) cos(w + 0 ) sin(ûw +^)

-a- (X^) ' (Z ) -a- ( X î / ) A ( Z ) ^(û^-^) - sin(w4-0') cos(z + 0)
sin(az 4- ^) cos(aw + </?')]-\ ^ / v a7 v—7 -\dz ôw

=a^(Z).
D'autre part

sin((fl - 1) w + <^ - 0') sin((a 4- 1) z + 0 + ^)
= F^(Z) 4- G^(Z)+(xPi) ' (Z) (x^)'(Z) + (XP2)'(Z) (x^)'(Z) (2)
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où pi et p^ sont deux mesures atomiques de support fini dans
F , où G^(Z) = sm(aw +^) sin(ûz 4- (/?) - sin(z 4- 6) sin(w 4- 6 ' ) .

Il résulte de (2) : il existe deux mesures atomiques à support
fini dans F , a^ et r , telles que

(i) Supp(0i. C { ( x , ^ ) E R 2 , x < 1}.

(ii) V Z E C 2 , F^(Z)=- ^ (XTr(Z)-(x^r(Z)(xPir(Z)

-(X^r(Z) (xp^rCZ) .
(iii) T = 8^^_^ - 5^^_^ 4- 5^^ - ô^_^ -h ai .

En fait la mesure T peut s'écrire sous la forme :

T = ^a+l^-l) + ^a+l.-l-a) + ^l,!) - s(l,-l) + ^2 + ^ * ?î >

où o^ et p'i sont deux mesures atomiques à support fini dans F,
avec Supp o^ C {(x , ̂ ) E R 2 , x < 1} .

r peut donc s'écrire sous la forme
T == ^(l,-!) 4- ^l,!) - ̂ l,-!) + 53 + /X * p'/ + ^ * P2 ,

où 03, p'/, p^ sont des mesures atomiques à support fini dans F,
avec Supp 03 C {(x , y ) G R2 , x < 1} .

On peut écrire le Jacobien des deux transformées de Fourier
des mesures \r et x^a sous la forme:

J[(x^);(x^r] (Z) = - -^ (xr)'(Z) - û(x(pi * ̂  + p2* ^))'(Z)

avec T = 2§^_i) 4- ̂  + ̂  * r^ + ̂  * r^

= 20^^) 4- a^ + ̂  * T^^ 4- ^ * 7-5^

où les mesures 04, O g , r^ ^ , 7-4 ̂  , r^ ̂  , 7-5 ̂  sont des mesures ato-
miques à support fini dans F , avec

SuppCo^) U SuppCag) C {(x , y ) E R2 , x < 1} .

L'existence de a(^) et de i3(^) est alors immédiate (le raisonne-
ment est analogue à celui qui est fait dans la démonstration du lemme 2
de [23]).

Un recouvrement de R2 par un nombre fini de secteurs angu-
laires ouverts du type 8^ (S) achève la preuve du lemme 1.2.1. n
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LEMME 1.2.2. - Soit a un réel de ] 0 , 1 [ , F le sous groupe
de R2 correspondant ( 1 ) . Pour tout caractère x de V , les zéros
communs de (x/^TCZ) = (x^)^(Z) sont isolés.

Considérons en effet, comme dans [23], l'ensemble

E = U W>(x) ,
xeHom(r,T) av 'u î

où W^( x) désigne l'ensemble des zéros non isolés de
(XjLi r (Z)==(x^r (Z) = 0 .

En reprenant mot pour mot la preuve du lemme 4 de [23], on montre
que la projection de E sur l'axe des z est une partie ouverte et
fermée de C. Comme cette projection se trouve, d'après le lemme
1.2.1, dans la bande {z G C , |Imz| < T} , elle est vide. a

LEMME 1.2.3. - Soit a un réel de ] 0 , 1 [ , F le sous groupe
de R2 correspondant ( 1 ) . L'ensemble ^ des couples de fonctions
entières sur C2 de la forme [(x^r(Z), (x^)^(Z)], où x est un
caractère de F, est compact pour la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact de C2 .

Puisque 1x1 = 1 et que JLI et ^ ont un support compact,
toutes les dérivées de (x^F et de (x^Y sont majorées, unifor-
mément par rapport à x • Le théorème d'Ascoli montre que ^ï est
relativement compact.

^ï est en fait compact car le groupe Hom(F,T) est métri-
sable et compact, n

LEMME 1.2.4. - Soit a un réel de ]0, 1[. Soit T un réel
strictement positif; il existe deux constantes e(a), K(a) telles que
toute composante connexe de { Z G C 2 , |jLi(Z)| + |^(Z)[ < e(a)}
soit bornée et ait un diamètre au plus égal à K(a) lorsqu'elle inter-
cepte la bande de C2 {Z E C2 , | ImZ | < T} .

Considérons dans C2 la boule A de centre (0,0) et de rayon
4 T. L'ensemble ^ des couples de fonctions entières sur C2 et de
la forme [(x^r(Z), (x^)^(Z)] , où x est un caractère de F,
est compact pour la topologie de la convergence uniforme sur A .

Soit (F, G) un tel couple; il existe un compact connexe ô(F , G)
contenant dans son intérieur la boule de centre (0,0) et de rayon 2 T,



FONCTIONS VERIFIANT CERTAINES PROPRIETES DE MOYENNE 125

inclus dans À , et sur le bord duquel on ait |F| + |G| >e(F,G) >0.
(Cela résulte du lemme 1.2.2 ; on peut d'ailleurs prendre pour Ô(F, G)
une boule de centre (0,0) et de rayon intermédiaire entre 2 T e t 4 T
sur le bord de laquelle F et G n'aient aucun zéro commun).

Il existe un voisinage V(F, G) du couple (F, G) pour la topo-
logie de la convergence uniforme sur A , tel que :

V ( F \ G ' ) G V ( F , G ) , | F ' | + | G ' | > e<F^ sur ô(°(F,G).

Utilisant alors le lemme 1.2.3, nous recouvrons F par un nombre
fini de voisinages V (F^ , G i ) , . . . , V (F^ , G^).

Pour tout couple ( x ^ , ^) dans R 2 , le couple de fonctions
analytiques Qî(z + ̂  , w + ̂ ), ^(z + x^ , w + ^)) est un élé-
ment de S<.
On pose alors

e(a) = .^nf.} C^ )̂ 'K^ = .e^J^1"^ 'G.))) •
Le lemme 1.2.4 résulte d'un simple argument de compacité, o

Nous sommes en mesure de démontrer le théorème 1.2.
Nous appliquons la proposition 1.1 en prenant comme ouvert

Î2 = { Z G C 2 , UrnZj >T}.

Grâce au lemme 1.2.1, les hypothèses 2i et 2ii sont trivialement
vérifiées. Nous appliquons enfin le lemme 1.2.4. DD

2. Quelques considérations arithmétiques.

Dans toute cette partie, a désignera un irrationnel de l'inter-
valle ]0 ,1 [ . Comme nous l'avons annoncé en introduction, l'obs-
truction pour que le système d'équations dé convolution dans R2

du type (*) admette un domaine fondamental (c'est-à-dire un do-
maine borné A de R2 tel que l'on puisse identifier l'espace des
solutions H^ du système (*) et L2^)) ([12], [23]), est que
l'ensemble des couples (z , w) G C2 satisfaisant au système d'équa-
tions : (E^,) cosz cosw = cos(az) cos(aw) = 1 ne peut être in-
clus dans une bande de C2 de la forme | ImZ | < T.



126 A. YGER

PROPOSITION 2.1. - Soit a un irrationnel de ] 0 , 1 [ .
Soit T la constante introduite dans l'énoncé du lemme 1.2.1.

Pour tout v réel et de module supérieur ou égal à T, pour tout
e positif, il existe un couple de C2 , solution de :

(i) cos(z) cos(w) = cos(az) cos(ûw) = 1 ;
(ii) | Imw — v \ < € .

Prouvons cette proposition.
Soient A et B deux nombres complexes :

A = a 4- /j3, B = 7 + i 8 , fSS ^ = 0 , \sh(ft) sh(8)\ < 1 .

Nous allons montrer qu'il existe 9 et (/? dans R , tels que
cos(A + (9) cos(B + <p) = 1 .

En effet :
cos(A+(9) = cos(a+0) ch(ft) - i sin(a+0) sh(IS) (pour tout 6 réel)
cos(B +(^) = cos(7+^?) ch(8) — i sin(7+^) 5/2(5) (pour tout <^ réel)

r TT-I
Pour tout p dans 0 , — , posons

^(p) = (c/î(<3) cos(Âi(p)) - /^(j3) sin(Xi(p))) (ch(6) cos(\^(p))

+ f^ (ô ) sin(X,(p)))
où Xi(p) et À2(p) sont déterminés de manière à ce que :

Arg((cA«î) cos(\i(p)) - i s h ( ^ ) sm(\ (?)))= p

Arg(c/z(ô) cos(\2(P)) + ̂ (ô) sin(\2(P))) = -P

X i ( p ) e [ 0 , 2 7 r [ , X 2 ( P ) ^ [ 0 , 2 7 r [ .

^ est une fonction continue à valeurs réelles, telle que
^(0) ^ ch(iî) sh(ô) >1,

et que ^(7L)! = l^(^) ^(5)1 < 1.

Il existe donc ?o dans 0 , — , tel que ^(Po) = 1 .

On choisit enfin 0 = OL — Xi (po) , ^ = — 7 — X2(?o) •
On a bien alors cos(A + 0) cos(B 4- ^) = 1 = ^(?o).
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Soit maintenant v fixé dans R , tel que v > T. Considérons
y dans R'' , tel que sh(y) sh(v) < 1 et que sh(ay) sh(av) < 1 .
En raisonnant avec A = îv et B = iy , on détermine u et x dans
R , tels que l'on ait : cos(u 4- iv) cos(x 4- i y ) = 1 .

En raisonnant ensuite avec A' = a(u 4- iv), B' = a(x 4- i y ) ,
on détermine dans uii deuxième temps 6 et <^ dans R , de ma-
nière à ce que :

cos(a(u 4- iv) 4- <^) cos(a(x 4- i y ) 4- 0) = 1 .
Le couple (x 4- iy , ^ + iv) est donc une solution de

(X^F(Z)== (^r(Z)= 0

où x ( l , 0 ) = x ( 0 , l ) = 1, X ( â , 0 ) = ^ , x ( 0 , û ) = é ? <

(Pour les notations, se référer aux remarques suivant l'énoncé du
corollaire du théorème 1.2).

Ce zéro est un zéro isolé du système (x^r(Z) = (x^r(Z) = 0,
en vertu du lemme 1.2.1 ; c'est même un zéro simple.

Si e est suffisamment petit pour que (x + iy , u 4- iv) soit
le seul zéro commun aux deux variétés (x^)^(Z) = (x^F(Z) = 0
à l'intérieur de la boule de centre ce point et de rayon 2e, alors :

377(6) >0, Vx^Hom(r,T),||x'-xllHom(r,T)<î?(e)
===> (X'/^r et (x'^y ont aussi un zéro commun dans la boule
de centre (x -h iy , u 4- îv) et de rayon e.

Cela résulte par exemple de l'application de la formule de
Kronecker. Or a est irrationnel; 27rZ 4- ITT aï est donc un sous
groupe dense de R (d'après le théorème de Dirichlet).

Il existe donc ( k , S.) dans Z 2 , tel que, si X(fc,e) désigne
l'élément de Hom(r, T) défini par X(^)(0,1) = X^O ,0) = 1 ,
^/a' °) = e~2i7Tka . X^(0,û) = ^-2nrfiû , on ait

IIX-X(fc,£)llHom(r,T) <î?(è).

On a donc ainsi construit un point de C2, solution de JLI(Z)=^(Z)=O,
situé à une distance au plus égale à e du point

(x 4- iy 4- 2Â:7r, u 4- n; 4- 2S.7T).

Ce point vérifie |Imw - v | < e . D
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Un raffinement de cette démonstration nous permet de dé-
montrer la :

PROPOSITION 2.2. — Soit a un irrationnel de ] 0 ,1 [. Les deux
énoncés suivants sont équivalents

(i) 3C >0, V(z, w ) E C 2 , cos(z) cos(w) = cos(az) cos(aw)
= 1 ==^ |Imz| <C(1 +Log(l + |Rew|)).

(ii) 3 m E N , m > 2 , tel que

V ^ e Z \ { 0 , - l } , û ? ( ( 2 < 7 + l ) û , Z\2Z)> ^ .

Remarque. — On rappelle qu'un nombre réel a est un nombre
de Liouville ([10], [11]) s'il peut être rapidement approché par les
rationnels au sens suivant

Vm > 2, 3p G Z , 3^ G Z , avec ^ > 2 e t a - p- < —^

Ces nombres constituent, dans [0,1], un ensemble de mesure nulle.
Il est clair qu'un irrationnel de ]0 ,1 [, qui est non-Liouville, vérifie
(ii).

Preuve de ( i i ) =» (i). — Raisonnons par l'absurde. Supposons
que, pour tout n dans N , on puisse trouver un couple (z^ , w^)
dans C2 tel que

( cos(z^) cos(w^) = cos(ûz^) cos(ûw^) = 1
( |ImzJ > n (1 + Log(l + IRewJ)).

Pour les grandes valeurs de n , on peut écrire :

w, = (2^4- 1) ^ + e ^ , | e J<3^ ,^eZ\{0 , - l} .

On a donc d((2^ + l )a ^, ^ (Z\2Z>) < |- .— ^^ ̂ ^^ -

6 _ 1 7T 1Pour n suffisamment grand — e an ——————— <c' _ /•<<% i i \nfiv (2q^+ 1)"" 2 |2^ + IF
(pour n > N).

Si l'on se donne w G N * , m ~^ 2 , et w > sup (N > —) ,

3^EZ\{-1,0}, d((2^+ l ) a , Z \ 2 Z ) <

Ceci achève la preuve de (ii) ==*• (i).
12^+H"1
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Preuve de ( i ) =^ (ii). — La démonstration repose sur le lemme
technique suivant, dont l'essentiel de la preuve figure déjà dans celle
de la proposition 2.1.

LEMME 2.2.1. — Soit y un nombre strictement positif.
Soit v E R+ vérifiant sh(y) sh(v) < l . Il existe alors un unique

couple ( x ( v ) , u(v)) dans [ 0, — [xj 0, ^- tel que:

cos(x(v) 4- i y ) cos(—u(v) + iv) = 1 .

Deplusona: lim (u(v)) = Uo(y) où tg(Uo(y)) = shy .
u->0

Prouvons ce lemme. — Si X varie dans 0 , — , posons

^ (X) = | zJX) | | Zy (- À) |, où z^ (X) désigne l'affixe du point d'argu-
X2 Y2

ment (X) de l'ellipse + ——— = 1 , où ^y(-X) désignech2^) sh2^) v^ /

X2 Y2

l'affixe du point d'argument (— X) de l'ellipse —.—— + —,—— = 1 .
c/r0) sh^Çy)

Comme ^i,(—) < 1 <^(0), que ^y est une fonction décrois-
sante de X , il existe une unique valeur de X pour laquelle ^y(X) = 1.
Cette valeur, que nous noterons X ( u ) , vérifie

/cos^X^)) ^ sin^XCi;)) \ /cos2(X(^;)) ^ sin^i;)) x ^
< ch2^) sh2^) ) ^ ch2(y) sh2^) '

On a donc: sh2^) ch2^) ch2(y) sh2(y) > sin4(X(î;)).
On en déduit donc lim (X(t?)) = 0 .

v-f0

Comme dans la preuve de la proposition 2.1, x(v) et u(v)
sont déterminés grâce à X(t;), et l'on a

cos^X^)) ^cos2(X(t;)) s^ÇXd;))^
— — ( 1 + tg2(^(l;))) 1———-2———— + — — , 2 / ^ ) = 1 -ch2^) \ ch2^) sh2^) 1

II s'ensuit lim (1 + ^(uÇv))) = ch2(y).
v->0

On a donc lim t^ÇuÇv)) = sh2{y).
v-^-O

Ce qui achève la preuve du lemme 2.2.1.
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Prouvons alors la proposition 2.2. - En reprenant les notations
de la preuve du lemme 2.2.1, considérons la fonction ^ définie sur
R4^ par

\fy G R-', ^(y) = attQ(y) - u^ay) .

Il s'agit d'une fonction décroissante de y (pour les valeurs suffisam-

ment grandes de la variable). De plus, lim (^p(y)) == (û — 1) — •
Nous allons démontrer (i) ====» (ii) par l'absurde.

Si (ii) était en défaut, il existerait une suite d'entiers (q^n>i
de Z \{0 , -1} , teUeque:

V ^ G N , ^ > 2 , rf((2^+ l)û 7 L L (Z\2Z))< 7r

2 2 v x /7 2 |2^+1|

II existerait donc une suite d'entiers (în)n> 2 de z* » et une sulte

d'entiers (pn)n>2 de z » avec:

V^GIM, n>2, 0<(-û+ 1) ^ +^7r a-p^< 7r

2 '" ^ 2(1+|^|)"

Puisque lim Arctg (———-) - a Aîcig(———} = 0+, et quej^+oo [ \sh(ayV \sh(y)f \ + *
la fonction ^ définie sur R'^ par

^(^) = Arctg ( \-a Arctg f———)
\sh(ay)/ \sh(y)/

est décroissante pour les grandes valeurs de ^ , pour tout n > 2,
il existe j^ G R'^ tel que :

^ 7T
^(^J = ̂  = (-û+ 1) ^- + ^^TTÛ - p^.

Fixons maintenant n et posons y^ = y .

Pour les valeurs de v vérifiant sh(y) sh (v) < 1 et sh(ay)
sh(av) < 1 , nous pouvons trouver, d'après la preuve de la propo-
sition 2.1, quatre réels de l'intervalle

r ^i
j 0 , - _ \ , X y W , Uy^), X^(V), U^y ( V )

de manière à ce que
l cos(z + Xy(v)) cos(-Uy(v) 4- w) = 1

(iy , iv) soit un zéro du système {
cos(az +x^y(v)) cos(-u^y(v) + w) = 1 .
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Grâce à l'argument de perturbation déjà utilisé pourvu que \y\ > T
(cf. lemme 1.2.1), H existe deux constantes e^ et K^ strictement
positives telles que

si \Uy(v) - u^y)\ 4- \u,y(av) - u^(ay)\ < e^ e'^ ,

alors il existe, à une distance au plus égale à 1/2 du point (iy , iv),
un couple (z', w ' )
solution du système cos(z' +^(i;)) cos(-^OQ + w') = 1
d'équations / ' i ^ ^ . ,œs(az +x^y(v)) cos(-^(ûy)4-ûw') = 1.

Nous avons cos(z/ + xy^ cos(-^(^) + w') = 1

cos(ûz'+x^(ût;)) cos(-auQ(y)+^(y)+aw') = 1 .

Or au^y) - u^ay) = (a - 1) -j- + ^(y) = q^ a - p^

Nous avons (~l^n cos(z'+^(î;)) cos(-^(>») - qn + w') = 1

(-1)^ cos(ûz'+^(ûî;)) cos(û(-^^)-^7r+w')) =1.

Le même argument de perturbation nous assure l'existence d'un point
(z\ w"), solution de cos(z") cos(w") = cos(ûz") cos(aw") = 1 ,
tel que

IRew" +UQ(y) 4- q'n\ < \ , | Imz"-^ |< l .

Nous avons donc :

|Rew"| < \q\ TT + 7r- + 1

|Imz"| >M-1 .

Mais nous avons d'autre part: /î(y)>pe•~ay (pour une certaine
constante positive p). A chaque n C N ( n > 2 ) , suffisamment
grand, nous avons donc pu associer un point (z^', w^) solution du
système cos(z) cos(w) = cos(ûz) cos(ûw) = 1 vérifiant de plus^-"-•'•--,,, .

———"^"w+w <»
:esoit encore
allmz^l . 2?^"° /l\n-a

e " ^ ———— (-1 (\Re.w"\ 4- 1V 1

TT ^7r
( " >————(^) ( IRew, ' |+ l ) - . (4)
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Si nous avions (i), nous déduirions de (4) et de (i) qu'il existe une
constante W telle que \/n G N , n > 2 , | Rew^'l < W .

Mais l'on pourrait alors extraire de la suite (w^') une sous suite
convergente, ce qui serait absurde puisque la limite Wç devrait vé-
rifier cos(Wo) = cos(awQ) = 0. D

PROPOSITION 2.3. - // existe des irrationnels a de ]0 ,1 [, pour
lesquels on peut construire une suite (^)^N d'entiers positifs stric-
tement croissante, telle que : il existe deux constantes positives Ci
et C^ de manière ace que
\/k G N* , 3(z^ , w^) G C2 , vérifiant cos(z^) cos(w^)

= cos(ûz^) cos(ûw^) = 1 , |ImwJ < 1 ,

Tm. -> T /1 + IRez^ 4" IR^J \ImZfc > ^^ Log ^ — — — — — ' — — — — — f ^ ^ •
C^ /

+00 ^

Considérons par exemple a = ^ —-^— .
pto 3 p- +1

Soit ^ E N * ; posons ^^ = 4k.
Nous avons :

3(^)l+l ^ ^ 3(^)! .̂ 3(^)1+1 ^ ^ 3("fc)'-(pî) .̂ ^
p=2

II existe donc p^ G N , tel que 3("fc)l+l û = 4^?^ - 1 + R^ .

Il existe aussi q^ E N , tel que 3("fc)!+l = 4 ^ ^ - 1 .

Nous avons donc ainsi construit deux suites d'entiers (p^ \ç^ ,

^\^. . telles que 0 < (4q - 1) a - (4p - 1) < -——c—— ,
(Qn ' 1)où C est une constante positive. k

En reprenant la preuve de la proposition 2.2 et l'argument de
perturbation utilisé, cela est suffisant pour assurer l'existence du
couple (z^ , w^) et des constantes C^ et C^ . a

Nous allons enfin examiner le cas où a est un nombre irration-
nel de type constant (voir par exemple [11], [13]).

PROPOSITION 2.4. - Soit û ^ ] 0 , l [ \ Q ; on suppose a de type
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constant. Il existe alors deux constantes positives T\(a), T^(a),
telles que pour tout couple (x , y ) de R2 , il existe un couple (z , w)
de C2 vérifiant

(i) cos(z) cos(w) = cos(ûz) cos(ûw) = 1

(ii) HmZKT^û)

(m) (Rez , Rew) E (x , y ) 4- [- T^ (a), T^ (a)]2 .

Soit û un irrationnel de ]0,1[ de type constant. Alors [13]:
Ve >0, 3T/e) >0, tel que : Vx E R , V</?E R , il existe q<EZ
vérifiant ITT q G [x - T^(e), x +T^(e)] et d ( î ' ï ï q a - ̂ , 2 7 r Z ) < e .

Soit alors T(û) la constante introduite dans renoncé du lemme
1.2.1. Posons T \ ( a ) = = T ( a ) + 1. Nous fixerons le couple ( x , y ) .
Si v est un réel strictement positif vérifiant

sh(v) sh (T(û)) < 1 et ^(ût;) sh(aî(a)) < 1 ,

on peut trouver quatre réels X y , x[, ̂ , ̂  dans 0, -^ , tels que

( cos(^ + ;T(û)) cos(-^ 4- iv) = 1

( cos(^ + ûîT(û)) cos(-^ + aiv) = 1 ;

on notera dorénavant T(û) = T. De plus (voir la preuve de la pro-
position 2.2), lim (^) = lim (x^,) = 0, lim (^) = ^ , lim ( u ) = u.

V-^Q v V->0 v V->0 V->Q v 0

où tg(^) = ^(T), tg(^o) = sh(aT).

D'après rargument de perturbation déjà utilisé, il existe (z^ , w^)
dans C2 , solution de

cos(z^) COS(-UQ + w^) = cos(ûz^) COS(-UQ + aw^) = 1 ,

tel que (Rez^ , Rew^) e [ ~ ^- 5 ^-] 2 et que 1^2^! < T + î- .

D'après le même argument, du fait qu'il existe q G Z vérifiant à la
fois 27^G[^-T^e) , x+T^e)] et û?(2^7Tû - û^ + ̂ , 27rZ) <e ,
et £ E Z vérifiant à la fois 27r£ G [>» - TJe), ^ + T (e)] et
ûf (2£7ra , Z) < e, on peut à condition de choisir e suffisamment
petit (ce choix dépendra de la valeur de T), construire un couple
(ZT, w^) dans C2 tel que

10
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COS(ZT + 2C7T) COS(WT - ^o + ̂ ^ = 1

cos(a(zT + 2£7r)) cos(û(wJr - ^o + 2^71')) = l

(Rez^ , R e w J r ) ^ [ - l , l ] 2

|ImZTl < T + 1 = T\(a);

e ayant été choisi correctement en fonction de T, on pose
T , ( û ) = T , ( e ) + 3 .

Le couple (z-y 4- 2f i7r , w^ — UQ 4- 2(77r) satisfait clairement les
conditions (i), (ii), (iii) exigées. D

Nous allons maintenant voir que si la condition (i) de la pro-
position 2.2 est vérifiée, nous pouvons contrôler par Rk le nombre
de zéros isolés du système cos(z) cos(w) = cos(az) cos(ûw) = 1
dans la boule ouverte de centre (0,0) et de rayon R.

Revenons un instant au cas d^un n-uplet de fonctions entières
de type exponentiel dans C" "slowly decreasing" au sens de
B erenstein-Taylor.

PROPOSITION 2.5. - Soient (F^ , F^ , . . . , F^) n fonctions en-
tières de type exponentiel sur C" ; on suppose que le jacobien de
ce n-uplet de fonctions n'est pas identiquement nul. On suppose
de plus

(Hl) Le n-uplet(F^, F^ , . . . , F^) est "slowly decreasing" au sens
de B erenstein-Taylor pour le poids p(Z) = |ImZ| + Log(l + ||Z||) ;

(H2) // existe une constante C > 0 telle que :

V Z E C " , F i ( Z ) = F^Z)= . . .= F^(Z)=0=^ | ImZ|
<C(1 + Log(l + H Z » ) ) .

Désignons, pour tout R strictement positif, par N(R) le nombre
de points Z solutions du système (F^.(Z) = 0, i E { 1 , . . . , n}) situés
dans la boule ouverte de centre (0,0 .,.,Q)etde rayon R.

// existe alors deux constantes positives M et K telles que
VR G R+ , N(R) < K(l + RM) .

Donnons nous e > 0, K > 0, de manière à ce que les compo-

santes connexes de ZGC" , f y IF^Z)!2)172 < e^^^ soient( V- ' / )
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bornées, et vérifient la condition (2ii) de l'hypothèse "slowly decreas-
ing".

Désignons par 6^ l'ensemble des composantes connexes de
cet ensemble rencontrant

B(0, R) H {Z G C" , Fi(Z) = F,(Z) = • . . = FJZ) = 0} .

Si K^ et K.2 sont les deux constantes introduites dans la
condition (2ii) de l'hypothèse "slowly decreasing", et si Cee^ ,
nous avons

V Z G C , p (Z)<Ki + K^(Zo), où Z o e S H B ( 0 , R )

(on désignera par S l'ensemble des Z G C" tels que
F i ( Z ) = F , ( Z ) = . . . = F ^ ( Z ) = 0 ) .

Nous avons donc :
VZ G C, Log(l + I I Z I I ) < KI + K^ [C + (C + 1) Log(l + R)]

(à cause de l'hypothèse Hl ).

Il existe donc deux constantes À et p. positives telles que

VR >0, VCee(R), C C B ( 0 , X(l + R ^ ) ) .

Il existe également deux constantes strictement positives p^ et p,
telles que :

VR >o, vcee^, vzeac,(â IF^)172 > ̂ 1^ .

Grâce au lemme 1.5 de [2], nous pouvons supposer qu'il existe des
constantes A et B telles que, si F désigne la frontière distinguée
de l'une quelconque des composantes connexes de

J Z E C " , (ilF^Z)!2)172 <ee-K^\,

on ait j \dz^ A dz^ A ... A dz^ \ < A exp(Bp(Z)).

En utilisant les formules de la section 1 de [2], nous voyons
qu'il existe n -h 1 réels strictement positif c^ , c^ , . . . , c^ , pg
tels que V0 G (R/Z)" , VR > 0, les fonctions analytiques G,

définies par G,(Z) = F,(Z) - ^ ^ ^ e61 (i = 1 , 2 , . . . , n) ont,
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dans toutes les composantes connexes C appartenant à (°R , le
même nombre de zéros communs que les fonctions F^i = 1,2 ,..., n).

Posons alors V ; e { l , . . . , ^ } , Vr >0, M,(r) = sup |F^.(Z)|.
ZGB(0,r)

Soit 7 un réel strictement supérieur a 1.
D'après le théorème 2.9 de Gruman [7], on a l'inégalité sui-

vante :

W N(R) < (^_\^y Vol,B(0, 7"R') ̂

[Log^CÀy2-1-^!^ + D) + Log-û^. + p3Log(l + R')]

où R' = X( l 4- R^), C étant une constante indépendante de R.
On déduit immédiatement la proposition 2.4. a

Nous pourrions appliquer cette proposition au couple de fonctions
analytiques (cos(z) cos(w) — 1 , cos(az) ços(ûw) — 1) lorsque a
satisfait à la condition (ii).

Mais il existe dans ce cas particulier, grâce au lemme 1.2.1 un
résultat plus précis :

PROPOSITION 2.6. — Soit a un élément de ]0 ,1 [ (a peut éven-
tuellement appartenir à Q).

Désignons par N^(R) le nombre de zéros du système d'équa-
tions cos(z) cos(w) = cos(az) cos(ûw) = 1 situés dans l'intérieur
de la boule de centre (0,0) et de rayon R . On a

r^ dr=W).J\ r
Soit T(a) la constante associée à a par le lemme 1.2.1.
Grâce à ce lemme (qui nous dit qu'aux points où |ImZ| >T(û),

cos(z) cos(w) == 1, cos(az) œs(aw) = 1, on a |J(jût, i^)| > e^"1^11211)
et au théorème 3 de M. Okada [14], nous pouvons affirmer

3Ci > 0 telle que : VR > 0 , f^ ̂ \r) dr- < C^ R2 ,

où N^R) = card {Z E C2 , cos(z) cos(w) = cos(ûz) cos(aw) = 1 ,
|ImZ| >T(û), I IZJKR} .

Posons N^R) = card {Z G C 2 , cos(z) cos(w) = cos(ûz) cos(aw) = 1 ,
| ImZ|<T(û) , H Z I K R } .
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Grâce au lemme 1.2.3 et au raisonnement effectué lors de la preuve
du lemme 1.2.4, nous montrons

3^ >0 , V R > 0 , N^RXC^R2 ;

^ Nû(r) .R N^(r) ^ N^(r) ,
or / ——— dr = / —1—— dr + / ——— ûfr. n

Ji ^ Ji r J\ r

3. Le problème de la propagation des singularités.

Soient jn^ , ̂ ,..., p.^ n distributions à support compact
dans R" .

Nous nous posons le problème de déterminer des conditions
suffisantes portant la position des points de C" vérifiant /i,(Z) = 0
(f = 1 , . . . , ^ ) , de manière à ce qu'il existe dans R" un ouvert
relativement compact Î2 dans lequel toute distribution à support

n
compact dans R" admette, modulo l'idéal ^ jL^.*f i ' (R") , un
représentant. ï = l

II existera dans ce cas un ouvert relativement compact de R"
(par exemple du type ( ] — A , A [ ) " ) tel que toute solution distri-
bution du système : V/ G { 1 , . . . , n} , ^ * p = 0 soit C°° partout
lorsqu'elle l'est sur cet ouvert, nulle partout lorsqu'elle l'est sur cet
ouvert.

Deux exemples de ce type de situation dans R2 sont :

1) L'exemple de Delsarte généralisé, où les deux mesures ^4
et /^ sont en quelque sorte "gouvernées" par les charges dont elles
affectent les sommets d'un polygone convexe compact du plan affine ;
si P désigne ce polygone, nous pouvons démontrer (et nous donne-
rons les grandes lignes de cette démonstration en prouvant le théo-
rème 3.1) que tout ouvert Î2 contenant P 4- P répond au problème
posé ([22], [23]).

2) L'exemple des systèmes de la norme (*) /(•) = G4(/,., 1) =
G4(/,., a), où a vérifie la condition (ii) de la proposition 2.2 qui nous
assure que l'ensemble des couples de C2 solutions de jn(Z) = vJ^L) = 0,
sans être, comme dans le cas de l'exemple 1, dans une bande de
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C^lImZI < T} (voir la proposition 2.1), n'en est pas moins dans
un domaine |ImZ| <T(1 + Log(l + ||Z||)).

THEOREME 3.1 [22]. — Soit a un nombre réel strictement supé-
rieur à 1. Soient fi^, ̂  , . . . , ̂  (n G N) , n distributions à support
compact dans R" , de support inclus dans [— 1 , + 1]" . On suppose
qu'il existe € > 0 , C ^ > 0 , C ^ > 0 tels que:

(H) V Z G C 2 , ! \^(Z)\<€e~c^mz^\ïmZ\

<C^(l + Log(l + HZ»)).

Alors, pour toute distribution U dans ê^R^), il existe une dis-
tribution U^ dans ê'(R"), telle que :

SuppftJJC [- 1 -a, 1 + a]" , U - U, G § ^ * ê^R").
1=1

Prouvons ce théorème en suivant les pas de la démonstration
du théorème 2.2 de [2]. Nous allons tronquer la fonction analytique
U au voisinage de l'ensemble des points où les /i, sont simultané-
ment très petits. Nous poserons

|F(Z)|2 == ̂  |^(Z)|2, p(Z) = UrnZj + Log(l + ||Z||).
1=1

Soit :
VT? >0, VC >0, V(î7,C) = {ZEC" , |F(Z)| <r^e-c^}.

En choisissant correctement 77' < 77 < e , C' > C > C ^ , nous cons-
truisons une fonction xE ^(C"), égale à 1 sur V(T/,C') , nulle
au voisinage du complémentaire de V(i7,C), prenant ses valeurs
dans [0,1], et ayant un ô vérifiant

3A >0, 3B >0, VZEC", |a"x(Z)| < Ae^^ .

Suivant la méthode du complexe de Koszul ([2], [18]), et en reprenant
la démonstration du théorème 2.2 [2], posons m = 2n + 1 + (n — l)a.
Nous pouvons trouver une constante B^, de manière à ce que :

/.^l^-^»^--
II existe donc (théorème 2.6 de [18]) n(0,l) formes
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(o;,)^, 3B^ >0, telles que ViG { 1 , . . . , « } , ~9 u>, = 0 et
/. ||C.,(Z)||2 ,-B^(Z)

.4" |F(Z)|2("-D" e ^<+oo .

En utUisant le théorème de Hômiander et l'hypothèse (H), nous
construisons q G N , V, , V^ , . . . ,¥„ dans L^CC") de manière
à ce que : „

S iv<(z)i2
a(xÙ-SV^O et ^ ̂ ^ ̂ ^ <.-.

Nous définissons ainsi une fonction entière ^f, deux entiers q, et
<?2 ; tels que

g-2(a+l) UrnZI
f |^(Z)|2 —————————— r fv<oo

•/C" ( l + I I Z U ) ^ '

ç |Û(Z)-^(Z)| -^p(z) . ^
Je" ITOI^-x- e ^< + 0 0

Nous appliquons enfin le théorème 1 de [17]. a

COROLLAIRE. — Soit a > 1 ; soit a un irrationnel de ]0, 1 [,
vérifiant la condition (ii) de la proposition 2.2.

Toute solution au sens des distributions du système
/ ( • )=G4( / , . , 1 )=G^/ , . , 2 )

C^Çresp. nulle) dans un ouvert Î2 contenant un translaté de [—2,2] 2

est en fait une solution C°°(resp. nulle) du système.

Remarque. — Une question que nous n'avons pu résoudre serait
de savoir si la conclusion du corollaire subsiste lorsque a ne vérifie
plus les contraintes arithmétiques imposées.

Il n'est cependant pas possible, pour un nombre satisfaisant aux
hypothèses de la proposition 2.3 (et nous savons qu'il en existe), qu'il
existe un ouvert Î2 relativement compact, tel que toute distribution
U G ê'(R2) se trouve congrue, modulo l'idéal ^ * g'(R2) + ^ * ê'(R2)
à une distribution dont le support se trouve inclus dans î2 .

Si cela était le cas, prenons par exemple (XQ , 0) ̂  R2 , XQ > 0 .
Nous aurions : S(XQ , 0) = p^ ^ + fi * T^ + ^ * r^^ , avec de
plus Supp p CC Î2 .
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Considérons la suite (Z^^ de la proposition 2.2. Nous aurions
-ix^ -

e ^o)0^5 w f c )-

II existerait deux constantes C/^ ^ et K/^ ^ telles que
^o-Wim^ ^ ̂ ^ ^ ̂ ^ ^ [RewJ)^. (5)

Si Xç est choisi suffisamment grand, on peut supposer XQ — C ,̂ ^ >0 .
La suite (Z^) vérifierait à la fois (5) et la propriété de la proposition
2.3, ce qui signifierait que la suite w^ admette une sous suite con-
vergente, ce qui est impossible (la limite éventuelle devrait vérifier
cos(C) = cos(ûfi) = 0).

Lorsque a vérifie la condition (ii) de la proposition 2.2, il existe
un ouvert relativement compact Î2^ (par exemple ] — 2 — e , 2 4 - e [ 2 )
que l'on pourrait qualifier «d'unicité» pour le système d'équations (*).

Il n'est jamais possible pour de tels systèmes ( a ^ ] 0 , l [ \ Q )
que tout élément de L2^^) admette, de manière continue, un pro-
longement à l'espace des solutions du système (*) dans Lj^CR2) ;
cela en effet résulte du lemme 2.1.

En revanche, lorsque a est un irrationnel de ]0 ,1[ de type
constant, nous pouvons démontrer :

PROPOSITION 3.2 [22]. —Soit a un irrationnel de ] 0 , 1 [ , de
type constant. Il existe €^(0) >0 tel que:

V/eL^-e^ûO.c^a)]2),

il existe F C L^(R2), avec
F|[ -6o(û) ,eo(û)] 2 ==/ et f(-) = G^(f,., l) = G^f,., a).

Nous allons utiliser un lemme de perturbation très classique [16].

LEMME 3.2.1. - Soit a un irrationnel de ]0 ,1 [, de type cons-
tant. Il existe une suite de points (Z^)^^ de C2 , solutions de
cos(z^) cos(w^) = cos(ûz^) cos(aw^) = 1 , il existe trois cons-
tantes strictement positives C, a, fS telles que

v/^]-^]2), a^^e^N),
avec
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( D f ( x , y ) = S c^^^ (au sens L2)
«eN

(u).(s:^ ic.i.y" < 1 1 / 1 1 <?(S|..P)"'.
"^N L ^""c'C^ J rteN

Nous utilisons pour prouver ce lemme un théorème classique de Paley-
Wiener, redémontré par Nagy ([16], p. 206).

Appelons T\ et T^ les constantes liées a u par la proposition

2.4. Choisissons C de manière à ce que \ec 1 2 — 11 = | 0 | < 1 .

Considérons la base orthonormée de ï?( \ — 7T- , - ^ " j 2 } cons-<L c c j /
tituée des e^^k^ Z, CE Z), où e^^x , y) = GXp(i(kCx + JZC^)).

D'après la proposition 2.4, il existe (z^ g , w^g) G C2 tels que
cos(z^) cos(w^) = cos(az^g) cos(âw^g) = 1, z^g = Â;C + p^^ ,
wk,& = SC + a ^ ^ g , avec de plus supdp^J, |a^J) < T^ + T^ .
Soit F une partie finie de Z2 , (û^ g)^ g^p une famille de nombres
complexes.

H a (ei(zk^x+wk^y) - ^'(^-^c^))
(fc,s)eF ' ,p+<y

= Y ———— xP V^ ( Y nP n^ n ^(kCx+&Cy)\
-^ ^\ n\ y \ Là Pk^ak,&ak^e ) -

p+q^O P ' Q - (fc,£)GF
p>0,q>0

j T i / r rr 7r 1 2 \La norme L/ M — , , — l de cette quantité est donc majorée par

y -L 1 f 1 rr + T ^1p+q \ V i 1211/2
z' 77» ~a\ \ C ( 1 ^^ 2^ lûfc,el

p>0,ç>0 P- ^- L^ J \_(k,^F J
p+<7^0

Cette expression est en fait égale à :

(^"•"'•-i) [ S i.,,.r1w » o [ S i.,,i'T",
L (fc,fi)GF J L(fc,£)eF J

OÙ 0 < 1 .

Nous appliquons alors le théorème de Nagy ([16], p. 206). a
La proposition 3.2 est une conséquence immédiate du lemme

précédent. On pose ^(û) == 1- (C étant la constante introduite
dans le lemme).
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Tout élément / de L^t-e^, ej2) s'écrit

f - y „ ^k^^k^V)J ~ La ^k^6

(fc,fi)ez2

Comme V( / ; ,£ )eZ 2 , |ImZ^J < T\ , on définit de cette manière
un élément de L^ç(R2) solution du système d'équations de convo-
lution (*). D

Lorsque a n'est pas un nombre de Liouville, nous avons un
énoncé similaire à celui du corollaire du théorème 3.1 pour le sys-
tème de la forme : (**) /(•) =H4( / , . , 1 ) =H4( / , . , a ) .

PROPOSITION 3.3. - Soit a un irrationnel de ]0,1[, non-Liouville
[10]. 77 existe un ouvert relativement compact Î2 = ] — A , 4-A[2

tel que : VU E S'(R2), il existe une distribution à support compact
U, de support inclus dans Î2 , telle que

u -ueîi* g'(R2) + ^ * &'(R2),

où 4îr=-4ô^ +X[-1,1] 2 ,4Î , =-4^0^,0) + X[-a,a]2

(\[—a, a]2 désigne la mesure de densité uniforme 1 dans le carré
[-a,+ a]2).

Cette proposition résulte du lemme suivant :

LEMME 3.3.1. — Soit a un irrationnel de ]0 ,1 [ , non-Liouville.
Pour tout e >0, il existe une constante C(e ,û) telle que

vzec^iÀZ)!^ |^(Z)|<6
=> l l m z j < C (1 4- Log(l 4- ||Z||) + |Imw|)

et | Imw|<C (1 4-Log(l 4-||Z||) + | Imz|.

Ce lemme résulte de [10] et de [15].
Il existe, si a est non-Liouville, deux distributions S^ et T^,

de support respectivement inclus dans [0,2] et [0,2û], telles que

^o) = ^(o) - ô(2a)) * §0 + (6(o) - 5^)) * T^.

Nous en déduisons l'existence de deux distributions de S'(R),
à support dans ]— °°, 0 [, V\ et V^ telles que
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V Z E C 2 , sin(z) sin(az) = z(V(Z) + 1) sin(ûz)Vi(w)

+ az sin(z) (^(Z) 4- 1) V^w). (6)

Le lemme découle de ce résultat, a

Donnons les grandes lignes de la preuve de la proposition.
Nous fixons 6 = 1 , C(e , 1) = C (lemme 3.3.1).

Nous déterminons, dans Rouvert pseudo convexe

0 = { Z E C 2 , Imw >C(1 + Log(l 4- ||Z||) + |Imz|)}

deux fonctions analytiques P et Q telles que

(i) 1 = PjT + Qî^ dans 0

(ii) 3 N . e N . 3 B e R > . / , w^, ,-»^<^.

Nous construisons ensuite une fonction ^ de classe C°°, égale à 1
sur le complémentaire de l'ouvert ©, dont le support est inclus dans
{ Z G C 2 , Imw < C ( 4 + L o g ( l + | |Z | | )+l lmzl)}, et dont le 3'
est borné.

Choisissons enfin deux constantes positives K^ et K^ pour
l'instant suffisamment grandes ; soit 17 un nombre strictement po-
sitif. Posons, pour tout t > 0,

o;;= ]-K,-rî,K, + r ? [ x ] - K ^ -7?,Ki + r ? + r [ .

On posera Vr > 0, a?, = c^ + K^ [- 1, + l]2 .
Nous allons raisonner comme S. Hànsen dans [9]. E désignera

l'ensemble des réels positifs t tels que :

VTGg' (R 2 ) , SuppTCCcj,=^3TŒ ê'(R2), SuppÏCCc^

et T -TEiLr*ê ' (R 2 ) +^*ê ' (R 2 ) .

Nous désignerons par T le sup de l'ensemble E.
Soit XQ = (XQ,YQ) un point de ôo^., avec

-KI < ^ < K i , ̂  = K I + K 2 + 7 ? + T .

Soit S2o le compact : y = YQ — K ^ , |x — Xol < 4CKi .
Si K^ est correctement choisi, SÎQ + (B + 1) [- 1, l]2 CC ̂ .

(On a préalablement choisi K^ > B + 1).
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On pose fti = SÎQ 4- (B + 1) [- 1, + l]2 ; comme ^ CC c^ ,
il existe un convexe compact Sî[ de o? .̂ tel que

î^ CSî[ +K:2 [-1,4- l]2 .

En ayant recours, comme dans [9], à des secteurs paraboliques
contenant Xy, on montre que toute distribution à support dans
un tel secteur, ayant donc une transformée de Fourier ù vérifiant

V Z E S u p p < ^ , | û ( Z ) [ < X ( l + ||Z||)^exp(H^(ImZ))

(où H^ ( x ) = sup (x , y », est congrue, modulo l'idéal0 y^o
î r^R^+^g^R 2 ) ,

à une distribution de support inclus dans cj

Pourvu que M soit choisi suffisamment grand (2(M + 1 - X) > N^),
nous pouvons trouver u^ et u^ dans L2^ C C2) telles que

Qu^ =Pù ô</?, Qu^ = Qû^,

V / = 1 , 2 , ^,exp(-Hn^(Im.)-(K2 - 1) H(_m(Im.) - M
Log(l + I I . IOEL^C 2 ) .

(On applique le théorème de Hôrmander).

Nous pouvons par cette méthode ramener toute distribution
à support compact dans

0^ = ̂  U { ] - K i , K i [ x [ K i 4 - K : 2 + 7 ? + r , 2Ki + K 2 + 7 ? + r[},

modulo Fidéal engendré par ? et ^ , à une distribution de support
inclus dans o^..

Or l'identité (6) permet de ramener toute distribution à sup-
port dans c^.n, ' modulo ce même idéal, à une distribution de sup-
port inclus dans 0^..

Ceci contredirait la définition de r si r était fini. Il faut enfin
répéter ce raisonnement dans les 3 autres directions et appliquer à
nouveau l'identité (6) pour conclure. D
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