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SOLUTION ELEMENTAIRE
D’OPERATEURS DIFFERENTIELS DU SECOND ORDRE

Par Georges de RHAM

Les numéros 1, 2 et 3 de cet article reproduisent un exposé
fait au Colloque Henri Poincaré, a Paris, en octobre 1954,
sous le titre « Solution élémentaire d’équations aux dérivées
partielles du second ordre a coefficients constants». J'y ai
ajouté, dans le n® 4, une autre représentation des mémes
solutions.

1. — Enoncé du probléme et du résultat.

Le but de cet exposé est de déterminer une solution élé-
mentaire relative a I'opérateur

02 bﬂ 02 62
O owf+ +bxf, oz, , ot

c’est-a-dire une distribution E satisfaisant dans R" a I’équa-
tion [JE = &, ol Jo est la distribution de Dirac représentant
une masse + 1 placée a 'origine des coordonnées O dans R". (1)

Pour p = n, cette solution élémentaire est, & un facteur
prés, le potentiel de 8o. Pour p = 1, elle est également connue
et intervient comme on sait dans la solution du probléme de
Cauchy pour I’équation des ondes. Je considére ici le cas

(1) Cette définition d’une solution élémentaire se trouve dans L. ScawarTtz,
Théorie des distributions I (Paris, Hermann et Cie, 1950), p. 133.
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général ou p et ¢ = n—p sont deux entiers positifs quel-
conques. La méthode suivie, utilisée récemment par P.D.
MeruiE (2) dans le cas ou p = 1, est basée sur deux principes
trés élémentaires.

Le premier consiste en I'introduction de la forme quadra-
tique

u:z?—*— cee +x;__x;+‘—— __x:.

En désignant par f l'application de R* dans R! qui envoie
le point z = (z,, ..., z,) de R" sur le point d’abscisse & = u
de R, a toute fonction ¢ = () définie dans R! correspond
dans R* la fonction f*{(x) = {(u), qui est appelée image
transposée de ¢(*). On démontre (*) que, grace au fait que O
est le seul point critique de I'application f, & toute distribu-
tion S définie dans R! correspond de méme une distribution
f*S, qui est définie dans R* — O, mais en général pas dans R™.
Toutefois, si le support de S ne contient pas le point § = 0, le
point O n’adhére pas au support de f*S dans R*— O, et
la distribution f*S est alors définie dans R" en convenant
qu’elle est nulle dans le voisinage de O.

A la distribution de Dirac 3. dans R!, représentant une
masse -+ 1 placée au point £ = ¢, correspond ainsi dans R*
une distribution H, = f*¢,, qui est définie dans R"™ tout
entier pour ¢ 7= 0 et dont le support est I’hyperboloide u = «.
A la dérivée k-itme & de &. correspond de méme une distri-
bution H¥ = f*¥, ayant pour support le méme hyperbo-
loide. Soit Y (£) la fonction d’Heaviside, égale a 1 pour § > 0
et a 0 pour £<<0; & la distribution Y, = Y(§ — ¢) corres-
pond la distribution f*Y, = Y(u -—¢) égale a la fonction
valant 1 dans la région u > ¢ de R" et 0 dans la région u < «.
Les formules connues

dY. -3, ot dd = — S+
de de

(8) P.-D. MErukE, sur les distributions invariantes dans le groupe des rotations
de Lorentz (These), Commentarii Mathematici Helvetici 28 (1954), p. 225-269. Ce
travail est désigné dans la suite par (M).

(3) Je m’écarte 1égérement des notations de (M), et dans la suite une fonction de
u sera toujours considérée comme une fonction ou une distribution dans R* (ou
R*» — O) et une fonction de { comme une fonction ou une distribution dans R

(4) C’est un cas particulier, vérifié directement plus loin, d’un théoréme général
qui se trouve dans G. de Rham, Variétés différentiables (Paris, Hermann et Cie, 1955),
p. 63-64. Cet ouvrage est désigné dans la suite par (R).
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entrainent

_d_ —_) — i k — __ Hk+1
(1) 7 Yw—e=—H, —Hi=—H""

Pour ¢ = 0, les distributions H* ne sont définies que dans
R"—O et ces relations n’ont pour I'instant de sens que dans
R — O (nous verrons que, considérée comme fonction
de ¢, la distribution Y(u — ¢) est indéfiniment dérivable pour
e+ 0 mais pas pour ¢ =0).

On peut toutefois étendre la définition de ces distributions H
dans R" en faisant appel & la notion de partie finie, notion
qu1 est précisément le second principe de la méthode employée
ici. Etant donnée une fonction g(¢) définie pour ¢>-0, on
vérifie aisément qu’il ne peut exister plus d’une combinaison
linéaire I(e) de fonctions de la forme &* log*e, ou w® est un
entier >0 et A un nombre dont la partie réelle est << 0, la
valeur A = 0 étant exclue si g =0, telle que g(c) — I(¢)
tende vers une limite finie pour ¢ — -4 0. Cette combi-
naison linéaire I(¢), si elle existe, est appelée la partie infinie
de g(¢) pour e > + 0 et la limite en question est appelée la
partie finie de g(e) pour ¢ — + 0 et désignée par

Pf g(c) = lim g(e) — I(e).

E>-40 €E>»+0

S’il n’existe pas de telle combinaison linéaire I(¢), on dit
que Pf g(e) n’a pas de sens.

Si g(e) est définie pour ¢ < 0, on définit de méme Pf g(e),
partie finie de g(¢) pour ¢ — — O €m0

Cette notion s’applique a des fonctions de ¢ dont la valeur
est une distribution. Considérons par exemple Y (u — &)u’.
Pour ¢ — + 0, cette fonction converge vers la fonction
Y(u)u®, mais si la partie réelle de h est < — 1, cette fonction
n’est pas sommable au voisinage des points du cone' u = 0,
elle ne représente pas une distribution, et pour ¢— 4 0
la distribution Y(u — ¢)u" ne converge pas dans R Mais

on peut montrer que Pf Y(u — ¢)u" existe toujours et repré-
E>+0

sente par suite une distribution bien définie dans R 1l en
est de méme de Pf Y(e — u)|ul*. Nous verrons aussi que, si
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—_ L ERm0 . .
k< n 2, la distribution H* tend vers une limite pour ¢ — 0
2 p H

tandis que si k>An—_—g, il n’y a pas de limite, mais les parties

2
finies Pf H¥ et Pf Hf existent toujours.
. uj

€>-+0 €>—0
Pour donner I’expression de la solution élémentaire relative

a [, il convient de distinguer trois cas, selon la parité de p, ¢
et n=p-q.

€T cas: n impair, p impair, ¢ pair > 0;

2¢ cas: n pair, p et ¢ pairs > 0;

3¢ cas: n pair > 2, p et ¢ impairs.

Posons encore, pour n impair >3,

T,=Pf Yu—cu ', T,=Pf Ye—u)ul®,
€>+0 E>»—0
et pour n pair >4,
T,= Pf Yu—eu * +Pf Ye—uu *, T,=lmH, *.

Cela étant, dans le 1T et dans le 2¢ cas,

E=(_1)%_E<__g_>_'r

—2n)n ?

(4
est une solution élémentaire, (JE = ¢ et (T, =0,
tandis que dans le 3¢ cas

=g

est une solution élémentaire, (JE = &y, et OT, = 0.

On remarquera que, dans le 1T cas, le support de la solution
élémentaire E est la région u >0 de R" limitée par la surface
du cone u = 0; dans le 2¢ cas, le support de E est 'espace R"
tout entier et dans le 3® cas c’est la surface du cone u = 0.
L’équation des ondes, pour p =1, illustre le 1°F cas si n est
impair et le 3€ cas si n est pair.

Il est inutile de considérer le cas out p est pair et ¢ impair,
qui se raméne au 1f cas en changeant (J en — [] et u en
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— u. Pour ¢ = 0, la méthode s’applique aussi et I’on retrouve
la solution élémentaire bien connue (pour n > 2)

) =
(4—2n)«

Elle s’applique également dans les cas ou n =2, cas qui
peuvent étre laissés au lecteur comme exercice.

Les calculs qui conduisent & ces résultats, indiqués au n° 3,
utilisent un développement asymptotique de H,, déja consi-
déré par P.D. MeTaEE dans le cas ol p = 1, qui sera établi
en toute généralité au no 2.

Pour terminer, on examinera dans quelle mesure les solu-
tions élémentaires ici obtenues sont caractérisées par leur
propriété évidente d’étre invariantes vis-a-vis de tout homéo-
morphisme C* de R" en lui-méme laissant u invariante.

2. — Développement asymptotique de H,.

En utilisant la terminologie de (R), nous appelons distri-
bution tout courant de degré 0. Un courant de degré n dans R*
est le produit d’une distribution dans R” par I’élément de
volume dz, ... dz,, et un courant de degré 1 dans R! est
le produit d’une distribution dans R par d&.

Si T est un courant de degré n a support compact dans R?"
son image par f est le courant fT de degré 1 dans R?, défini
par la formule

(2) TV = TIf*Y),

ou ¢ = (&) désigne toujours une fonction C* a support
compact dans R!.

Désignons par ¢(z;, ..., x,) une fonction C® a support
compact dans R", quelconque, et posons

(3) a= @y ... &,)dx, ... dz,
et
(4) fo=TF(&)d:.
Le fait que O est le seul point critique de I'application f
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entraine que F(£) est C* pour £ 0, et méme pour £ =10
lorsque le support de ¢ ne contient pas le point O. Nous mon-

trerons que les dérivées d’ordre <<~ 5 3 de F() sont toujours

continues pour § = 0; cela résultera d’un développement
asymptotique de F(£) au voisinage de £ =0, que l'on va
établir, dont on pourra déduire par simple dérivation le
développement asymptotique de toute dérivée F®(E).

Pour T =, la formule (2) peut s’écrire Y[fa] = f*{[a]. En
supposant que le support de « ne contient pas le point O, fa
étant alors C*, on est conduit & poser, en remplagant ¢ par
une distribution quelconque S dans R?,

(5) f*S[e] = S{fa],

ce qui définit f*S dans R* — O. Si le support de S ne contient

pas le point § = 0, cette formule conserve un sens lorsque le

support de a contient O et définit la distribution f*S dans R",

distribution qui est alors nulle au voisinage du céne u = 0.
Pour S = §,, il vient en particulier

H.[«] = f*8.[a] = &.[fa] = &.[F(E) d&] = F{(e),
d’ou, en vertu de (1),
Hifa] = (— 1)*F¥().

La détermination du développement asymptotique de H,
au voisinage de ¢ = 0 revient donc a celle du développement
asymptotique de F(£) au voisinage de § = 0.

Partons de la formule (2), qui s’écrit, pour T = a,

faly] = [Y@e(@, oy 2,) d2y ... da,

Posons v =z} + --- 4+ a), w =x;,,+ --- + 25, de sorte que
u =y —w. Désignons par R? et R?les sous-espaces de R" définis
respectivement par x, , = - =z,=0 et 5 = .- = 2,=0,
de sorte que R"= R? X RY et soient 2’ et z'' les projec-
tions du point z = (zy, ..., &,) sur R? et R? respectivement.
Soit S, la sphére & p — 1 dimensions de centre O et de
rayon V¢ dans RP, ¢’ le point d’intersection avec S, de la
demi-droite issue de O passant par z'; le point z' est alors
déterminé par ses coordonnées polaires ¢’ et ¢, et en dési-
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gnant par do’ I’élément d’aire (4 p — 1 dimensions) de S|,
I’élément de volume de R? prend la forme

1 k=2
dz, ... dxp=-2—v ' da’ dp.

On définit d’'une maniére analogue la sphére 4 ¢ — 1 dimen-
sions S, dans RY, les coordonnées polaires ¢” et w de 2", et,
I’élément d’aire (&4 ¢ — 1 dimensions) de S, étant désigné
par ds”, I’élément de volume de R? prend la forme

1 =2

dZp., ... da:,,=7w * do"dw.

En posant ¢(z, ..., z,) = §(v, w; o', ¢”), la formule ci-dessus
devient alors

q9-—2

p—2
fely] =1 f Yo—wo * w* &, w; o, o")do’ do” dvdw,

I'intégration devant étre étendue a S, par rapport a ¢’, a S/
par rapport & ¢”, de 0 & o par rapport a ¢ et de 0 & o par
rapport a w.
En désignant par ®(v, w) la valeur moyenne de ¢(z,, ..., x,)
k

sur S, X S, et par s,_,= Paire a8 k — 1 dimensions

k)
"2
de la sphére de rayon 1 dans R, on a

f $(v,w;0,0")do'de” = s,_,8,_,D(v,w),

et 11 vient .

fa[d] = fﬂ—‘—’z—"‘—’ ﬁt/:” (v —w) B(o, w) v% Wg_;_z dvdw.

Décomposons cette intégrale double en la somme de deux
intégrales étendues respectivement aux régions ¢ >w et
p<w du quadrant ¢ >0, w>0. En substituant a ¢ la
variable u = ¢ — w; la premiére devient

L o p—2 g¢-—23
‘/; a]z(u)duﬁ Du+t+w, w)(ut+w) * w* dw,
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et en substituant u = ¢ — , la seconde devient
p—2 g—12

/_:: q¢(u)du/;“@(v,v—u)v ® (9 — u) z,d‘,.

En posant

FiE) = [0+, w) E+w)  w dw,
F,(t) = £m®(v, v—-E)vL“——z(v—-E)g;—zdv,
© EpEE) pour E>0,
ro=], "
~L’4L‘—’F,(E) pour & <O,

il vient alors

fold] = [ TH(E)F(E)

et 'on a bien fa = F(E)dt.

C’est 'expression de F(%) donnée par (6) qui va nous fournir
son développement asymptotique. Il convient tout d’abord
d’établir quelques propriétés de la fonction P (¢, w), valeur
moyenne de ¢(zy, ..., &,) sur S, X S,.

Cette fonction est définie pour v >0 et w >0, et il est
clair que ®(0, 0) =¢(0,...,0), ou, ce qui est la méme chose,
®(0, 0) = &o[«]. Le support de ¢ étant compact, il existe un
nombre R (dépendant de ¢) tel que ¢ =0 sur §;X S,
pour ¢ + w > R?; par suite ¢ (v, w) = 0 pour ¢ 4 w> R2
Vérifions encore que toutes les dérivées de (v, w) sont continues
pour ¢ >0 et w >0. Soient ¢ et ¢’ des transformations ortho-
gonales quelconques des variables z;,...,z, et Zp4,y..., Z,
respectivement. La fonction ¢(z; ¢/, t") transformée de
¢(z) = ¢(xy, ..., z,) par t' et t' est, comme ¢, une fonction
C> de z,..., z, et elle a la méme valeur moyenne Py, w)
sur S, X S;. La valeur moyenne ¢(z)= ¢(z, ..., z,) de
¢(z; t', ") par rapport a t’ et & t’, calculée en intégrant sur les
groupes orthogonaux a p et ¢ variables, est encore une fonc-
tion C*de zy, ..., z, etasur S, X S, la valeur constante (v, w).
Il en résulte

®(o, w) = p(= V9,0, ..., 0,==Vw, 0, ..., 0)
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ou == \/w est mis a la place de z,,,, ce gul montre que (I)(v, w)
est égale 4 une fonction C* de s = \/¢ et ¢t=\/w, paire par
rapport a s, et paire par rapport a t, O(v,w) =y(s,t).

Cela entraine

(v, w) 1 dy(s, t)
= Y.(s, ¢ avec 8 t)=——-* .
% 1a(s ) La(Ss ) 2s s
Comme 2% Y gt C>, impaire en s et paire en t, donc nulle

pour s = 0, y,(s, t) est C*, paire en s et paire en t, de sorte
30(v, w) i 0 )
que — > est continue pour ¢ >0 et w >0, comme (v, w).
En raisonnant par récurrence, on voit par la méme argumen-
tation que toute dérivée de O(v, w) est égale & une fonction C*
de s et t, paire en s et paire en ¢, ce qui établit notre assertion.
En tenant compte de (6), il résulte immédiatement de la
que toutes les dérivées de F(£) sont continues pour § =~ 0,
qu’ ’elles sont continues pour & <0 si g est palr (g=2), le
point £ = 0 devant toutefois étre présumé point de disconti-
nuité de 17 espéce dans le cas ol p et ¢ sont pairs. Par contre,
nous allons montrer que pour ¥— -+ 0 si p est impair et
pour §——0 si ¢ est impair, F®) a une partie infinie,
que nous déterminerons & l'aide du lemme suivant, petite
variante de celui qu'on trouve dans (M), p. 240.

Lemme. — Soit F(z, y) une fonction des deux variables
réelles z et y, définie et continue pour >0 et y >0 ainsi
que toutes ses dérivées, et soient a un nombre positif, m
un entier > — 1 et d un entier > 0. L’intégrale

—m—3—d

3E) =J(m, d, F)= ["Flw+E, W) w? (wE) T dw

a, pour £— 4 0, une partie inﬁnie qui est de la forme
Qg}_(&)=a<4§ +aa_.E + +a.‘<'
si d est impair, et de la forme
Pa €)= b.,E + b,,_,E + -+ bE~" + b,logk

si d est pair.

23
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Les coefficients a; et b, de ces expressions ne dépendent
ni de & ni de a, et I'on a en particulier

pour d impair, a, % P(m—2ﬁ> I‘<_‘£>
F) 2 F
d

pour d pair >2, b,{ r m+d+2> (0, 0),
2
pour d =0, b, = — F(0, 0).
Démonstration. — Commengons par le cas ou d=0. Si

m > 0, on a, en intégrant par parties,

Jm, 0, F)=—= ["Fw+5 w)w?d«:(Jr z)'j’o o
=dJim—a4, U, )

les termes non écrits ayant une limite finie pour §— 4 0.
Ainsi J(m, 0, F) a la méme partie infinie que J(m — 2, 0, F),
donc que J(0, 0, F) si m est pair et que J(—1, 0, F) si m
est impair. On a ensuite, en intégrant encore par parties,

J(0, 0, F)=f:F(w+E,w)dlog(W-|—E)=—F(O,O)log§£+...,

J(-—1,0,F)=f°F(w+§, w)dlog<w+-§-+\/w*+ws>
— __F(0,0)log £+ ---,

les termes non écrits ayant encore une limite finie pour
£ — + 0. Cela prouve 'affirmation dans le cas ou d = 0.

Supposons maintenant d > 0. Les fonctions F'(z, y) et
et F"(z) définies par

F'(z, y) = T ® y);—F(x, 0 o pry=Fe 0):1?(0, 0)

sont continues ainsi que toutes leurs dérivées pour z>0
et y>0, et 'on a

F(w + & w) = F(0, 0) + (w + §) F" (w + £) + wF' (w + E, w),
d’ou résulte '

J(m, d, F) = F(0, 0) J(m, d, 1) + J(m, d — 2, F")
+Jm+2 d—2, F)
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On a d’autre part
=m—1-d —m—3—d

Imd )= [Tw @D dw— [Cw @D de,

et comme le dernier terme a une limite finie pour §— -+ 0, la
partie infinie de J(m, d, 1) est

[rwimtn T A=t [ToNe+0) T dp

()
e

en vertu de la formule bien connue

f ——Ldy __“_LF__)
1 +y)e* l(a+b)
L’affirmation du lemme se déduit alors immédiatement de
ce qui précéde, en raisonnant par récurrence sur d et tenant
compte (si d est pair) du résultat établi pour d =0 et (si
d est impair) du fait évident que J(m, — 1, F) a une limite
finie pour §— 4 0.

Pour déterminer la partie infinie de F& (E) pour § - +0
dans le cas ou p est impair, partons de (6). On obtient

B=2_,,; 9=2

(1) FeE) zc,f@”” Etwm)Etm)* w? de,

=0

M et ou les ¢; sont des
coefficients numériques qu’il est 1nut11e de calculer pour l'ins-
tant. L’intégrale ﬁgurant dans le terme général de cette
expression est de la méme forme que celle du lemme, avec
m=q—2ed=2h+2—n—2i On voit que d est de
méme parité que n et sa plus grande valeur, atteinte pour
1=0, est 2h 4+ 2—n. Il en résulte que, si h> nT——2,
F, ") et par suite F®(£) a pour E—+ 0 une partie inﬁnie
de la forme P, 1_a() si n est pair et de la forme Q s—n(8)

] '

8L n est impair, et sih <——2—2, F®™(E) tend vers une hmtte
finie pour §—+ 0.

ou P'on a posé P¢V(z,y) =
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On a un résultat tout a fait analogue concernant F{(§)
et F®E) pour § - — 0 lorsque g est impair: il suffit de
changer £ en — £ et de permuter p et ¢ pour se ramener au
cas qui vient d’étre examiné.

L’existence d’une partie infinie de F® (E) entraine I’exis-
tence d’un développement asymptotique limité représentant
F(§) & une fonction prés dont le quotient par §* a une limite
finie pour § — + 0 ou £ > — 0, selon le cas, développement
qu'on obtient, & un polynéme prés de degré h, en inté-
grant h fois la partie infinie de F®(§). Comme h peut-&tre
pris aussi grand qu’on veut, il en résulte I'existence d’un
développement asymptotique illimité de F(§), ou de H,, ce
qui revient au méme puisque H.a] = F(¢), développement
qui différe, dans chacun des trois cas du n° 1, selon que
e—+ 0 ou e—>— 0 et dont la forme, qui se déduit immédia-
tement de 13, est la suivante.

1eT cas (n impair, p impair, ¢ pair)
hod h+2=2
SAi"+Be ? pour e—+40,

3 Ajeh pour e—>—0.

]

(8) Hs ~

2¢ cas (n pair, p et ¢ pairs)

3 Ajeh pour e—>+0,
0

L4

(9) He ~
YA*  pour e—>—0.

3¢ cas (n pair, p et ¢ impairs)

= n=1 ,
10) H % A"+ Bie' 7 loge pour e¢—>+40,

o

n—32
EA,,s"—{—B,.sH * logle] pour e—>—0.
0
Le raisonnement par lequel a été établie I'existence du
développement asymptotique de F(§) s’applique de la méme
k
maniére a F®(). Par suite, %‘Hﬁ (—1)*HE posséde aussi

un développement asymptotique illimité, développement qu’on
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pourra déduire de celui de H, par dérivation. Ces développe-
ments peuvent ainsi étre dérivés par rapport a ¢ autant de fois
que Uon veut.

Les coefficients de ces développements sont des distribu-
tions. Pour les déterminer, il convient d’utiliser certaines
relations de récurrence, comme I’a fait M. Méra£e dans le
cas oit p = 1. Considérons les opérateurs différentiels adjoints

(11) D=D;= <z E+zn>"fE
. d
D*= <4§dE+8 2n>d€
On a les relations
(12) arfs = DS, fOT = D*T.

La premiére, valable pour toute distribution S dans R,
s’établit aisément par calcul direct, et la seconde, valable pour
tout courant T de degré n a support compact dans R" se
déduit de la premiére par dualité (Cf. (M) p. 235). Comme
fa=F(§)dt, en prenant T = «, on a f[J« = D{F(§)dt, par

suite
H[O «] = &[DEF (§) d&] = DiF(e),
et comime O H([«] = H,[Oa],
—D'H = (42 1 8_9,\ %
on a DH‘_D‘H5_<4Ede+8 2n>d€H€.
En vertu de cette relation, le développement asympto-
tique de [JH. peut étre obtenu de deux maniéres: soit en

appliquant l'opération [] aux coefficients du développement
de H,, soit en effectuant sur ce développement I'opération

Di= <4E;l(£s + 8—2n> gd; Par identification des deux résultats,
on obtient, selon les cas, I'une ou I'autre des relations suivantes
et celles qui s’en déduisent en remplagant A et B par A’ et B'.
(13) DA=4(h+1) (h + 2——2’1) Aves
(14 OA=4(h+ 1)<h—|—2—%>A,,+, +@Bh+12—2m)B_,

(15) [ B, = 4(h + 1)(h + —'2’—>B,,+,.
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La relation (13) et la relation analogue avec A’ au lieu de
A sont valables pour tout & dans le 1°r et dans le 2° cas, et
pour b <= _2_

La relation (14) et la relation analogue avec A’ et B’ au
lieu de A et B sont valables pour A > n_;é dans le 3¢ cas.

La relation (15) est valable pour tout & dans le 1¢r et dans
le 3¢ cas, et la relation analogue a (15) avec B’ au lieu de B
est valable pour tout A dans le 3¢ cas.

Remarquons que le coefficient numérique de A, , au second
membre de (13) et de (14) ne peut s’annuler que si n est pair,

dans le 3¢ cas.

pour h = 2_2-—

ne s’annule jamais, ni celui de B ., dans (14) puisque
n—4&

2
Les formules (6) montrent que 11m Fi (%) —Ehm Fy(8); 1l

; celui de B,,, au second membre de (15)

cette formule ne vaut que pour k>

en résulte im H, =lim H, = H,, d0l‘1 dans tous les cas,
€>+0 E>—0

A, = A, A Taide de (13) et de la relation analogue avec A’
au lieu de A, on en déduit A, = A, pour tout & dans le

er cas et pour hSn; dans le 2¢ et dans le 3° cas. Dans
le 3¢ cas, (14) entratne <p0ur b= "—Zi*> OA, .= (2n—4)B,,

2
et de méme E]A’ = (2n — 4)B,, d’ou B, = B,, puisque

A,,__ = Af,_ AT alde de (15) et de la relation analogue avec B’

au heu de B, on en déduit B, = B, pour tout k. Nous mon-
trerons plus loin directement que, dans le 3¢ cas, A, _,=A,_,;

2 T
a l'aide de (14) et de la relation analogue avec A’ et B’ au
lieu de A et B, cela entraine que dans le 3¢ cas A, = A,
pour tout h.

Dans le 2¢ cas, il est commode de poser By= A | "——"—An+"—“—"
2 1

La relation (13) et la relation analogue avec A’ au lieu de
A entrainent alors que la relation (15) est encore vérifiée.
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Il est alors possible, en utilisant la fonction d’Heaviside
Y(¢), de mettre sous une méme forme les développements

asymptotiques relatifs & ¢ >0 et ¢ <<0, et, sous réserve de-

I'égalité A,_,= A,_, dans le 3 cas et de la valeur de By qui
2 2
sera calculée plus loin, nous pouvons énoncer:

Dans le 1T et dans le 28 cas, on a

(16) Ho~JAe+Bie" " * Y(e),
(]

9

a

(17) B,=(—1)

et les relations (13) et (15) sont valables pour tout h. Dans le 1er
cas, tous les coefficients se déduisent, par ces relations, de A,
et de B,. Dans le 2¢ cas, ils se déduzsent tous de Ay, A,_, et By et

Pon a DA,_, s =0. I
Dans le 3° cas, on a
(18) H,~3 At +Bae"" * logle),
g+t "‘%
(19) Bo =(— 1) * [\<_7£> 80,
2

la relation (13) est valable pour h<n;4, la relation (14)
—4

5 et la relation (15) pour tout h. Tous les coeffi-

cients se déduisent, par ces relations, de A, et de A ,,_ a3, etlon a
OA._, ‘ (2n — 4)Bo I

1l faut remarquer que le développement donné par (16)
a deux structures différentes dans le 1¢r cas, ou n est impair,
et dans le 2¢ cas, oui n est pair. Dans le 28 cas, comme (9) le
montre bien, il a la forme de Taylor aussi bien pour ¢>0
que pour ¢ < 0; dans le 1°T cas, comme (8) le montre bien,
il n’a la forme de Taylor que pour ¢ <O0.

pour h >t
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Pour achever la démonstration, il ne reste qu’a calculer B,
et & vérifier que, dans le 3¢ cas, A',_,=A,_,.
2 2 n—1
Calcul de B, dans le 1T cas. La partie infinie de <(—ili> H, pour
e—+ 0 est égale a )

Cela se déduit directement de (8) ou (16), par dérivation.
n_
() ;
£E— +0,F," */(¢) ala méme partie infinie que

1 .
» on voit que, pour

D’autre part, a I'aide de (7) avec h =

—q—1 92

coﬁw@(2+w,w)(8+w) ® w ' dw,

car pour h = " —2— 1 les termes au second membre de (7)

qui correspondent & des valeurs de ¢ > 0 ont une limite finie
pour £ — + 0. En vertu du lemme (cas o m =g —2 et
d = 1), cette partie infinie est

4 \p(L
' p%9>_JI2L<_12>> (0, 0)F >

et le coefficient numérique c,, qui s’introduit en dérivant
p=2

fois (§+w) * , a pour valeur

Co

n—1

()
o=b—2p—4 1—q_ 12/
2 | 2 2 P<1~g>

Comme

H.[«] = F(e) =S_P~;Zv-:1F,(e) et B0, 0) = o[a],
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n 9\pr/L
(3) 4 (5N
G Sy
"(3) r(23-)
i

En tenant compte de la relation [‘<4—_2;q> [l <1—-——;~q> =(—1)*=,

il vient

on obtient alors facilement la relation (17). INT
Calcul de B, dans le 3¢ cas. La partie infinie de <£> H,,

pour ¢—>+ 0 comme pour ¢——0, est alors égale a

F<ﬁ> Bologle|. Cela se déduit directement de (10) ou (18), par

2
dérivation. D’autre part, a l'aide de (7) avec h= n;2

n—3
voit que, pour §— -+ 0, F,( : )(E) a la méme partie infinie que

y on

q

™ -9 2
o f VE+w, w)E+w) W T de,

soit, en vertu du lemme (cas ot m=gqg—2 et d=0),

—c,® (0, 0)logk, et le (;o_ezfﬁcient G, qui s’introduit en
n—2 gk (E4w) * a pour valeur

dérivant

(%)
_p—2p—4 2—q_ _\2
“=" g 2 P<2—2-g>

La relation (19) se déduit de la de la méme maniére qu’on
a obtenu (17) dans le 1°r cas, & laide de la relation
H,[o]= 2=71=F(e)
Calcul de A, _,— A,_, dans les 2¢ et 3° cas. On déduit de (9)
E)

dans le 2¢ cas,




354 GEORGES DE RHAM
d’on
(20) A;_s[a]—A ., [“]—

7y im[F e )
8
s

— ot i [, (555,05 (g ].
4I‘<7> o

Cette relation (20) est aussi valable dans le 3¢ cas: elle se
déduit alors de (10), ou I’on sait que B, = B;. Dans ce cas,

n—2 n—2
F( ) etF( )( £) n’ont pas de limite pour £ — + 0,
mais ont la méme partie infinie (précisément parce que
B,=B,).

Pour calculer la hmlte figurant dans (20), considérons la
fonction ‘

p—3 g—2

KO = [ 0E+m o) E+w) " w* dw
—f Oy, v —E)o ’(v——E) dv,

ou a est un nombre >0 donné quelconque, et les fonctions
G,(8) = F,(§) — K(§) et G,(§) = F,(§) — K(§). La fonction
K(E) est définie et C* pour § > — a, G,(§) est définie pour
£ > 0 et G,(§) est définie pour —a < § < 0.

Comme K(n%’) () est continue au point £ =0, on a
(21) B
tim [£,5) @) — 5. —p e tim[ 0,

) —G ) (—p)

La limite au second membre de (21) ne dépend donc pas
de a. ,

G, (E) et Gy(%) sont représentées par des intégrales qui se
déduisent de celles définissant F, (§) et Fy(E) dans (6) en rempla-
cant la limite supérieure o par a et a 4+ § respectivement.
Par dérivation, on en déduit

e ¢S e=[(3) ot +mmE+m T s T am,
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et, en changeant § en — &,

(23)
6 —p=(—1)" [ ““E(D—D’;[@<v,v+s)<v+e>’?’]vﬁ?"dv
+ (—1>"§<b—§>37_j[<%>"3@<v,v+e>(v+s>’%’§ﬁ’]u=a_s.

Supposons d’abord que ® (z, y) soit de la forme z®,(z, y),
®,(z, y) étant continue ainsi que toutes ses dérivées pour
>0 ety > 0. Dans (22) et (23), on peut alors simplement
remplacer ® par @, et p par p 4+ 2; on constate qu’alors les
intégrales sont convergentes pour £ = 0 méme dans le 3¢ cas,

n—2 n—2
de sorte que G,( 7)) (&) et Gz( : )(— £) ont des limites finies
pour §— -+ 0, et 'on vérifie facilement que, dans le 2¢ cas
comme dans le 3¢ cas, ces limites tendent vers 0 pour a—0.
Comme leur différence ne dépend pas de a, elle est nulle. Il en
est de méme lorsque O(z, y) est de la forme y®,(z, y).

Cela entraine que, ®(z, y) pouvant toujours se mettre sous
la forme @(z, y) = (0, 0) + zP,(z, y) + y Ps(z, y), lalimite au
second membre de (21) est égale & C®(0, 0), ot C est une cons-
tante numérique, valeur de cette méme limite lorsque ¢ =1.
En se reportant a (20), il vient alors

(24) A:L__Q—AB=§L*S‘I;’C30.
G

Pour calculer C, désignons par J, (&) et J;(%) ce que deviennent
G,(8) et Gy(k) lorsqu’on remplace ® par 1. On a

p—2

3= [{E T e [
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Dans le 28 cas, p et q étant pairs, les fonctions J,(E) et J.(8)
sont définies et C* pour tout §; par suite, en posant

IO=1EH—dB=— [

p—2

.2

g—2
(V—-E) : dv,

il vient C=1J ) (0), d’ott par un calcul facile,

C=(— 1)"3'1‘<-g—> r(%).

En se reportant & (24), on obtient alors pour B, = A,,—A, ,la

valeur donnée par (17). : :
Il reste & vérifier que, dans le 3¢ cas, C = 0. En posant

p;1=h,—q—g—1= ,  de sorte que h+k=n;2,

on a

ra 1 a+f 1 1
h—3
0

3@= [ G+ T, 3= [T gy e,

et 'on obtient en dérivant

( 1
n—2 [1 h + 5 *a __k.__i k__‘..
150 = 2 [, G+%) e ra

[‘<—k + %) ° s
1
5.6 ) = (— 1y Tkrg) [ 0™

1
[‘(—h + 7)
. +‘h—k+l d h+k—1—j d J _% h_.‘_
-|- (—-— 1)h k jéo <_0?> [<E> (E + w)k w :]w=a—s.
En effectuant les dérivations et tenant compte de la relation
[‘<k +—1-> [(h+ 1
(— 1y 2/ = 2
1 1\’
((~htg) H(keg)
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il vient
= s+ ) ——
3,05 g = r<_k+§>j: (E+w)
ot [‘<h+—1—>[‘<k+%> ot et
+ 2 (~1)1[‘<j—k+2%>[‘<k—i+%>(a—s)1— T
En posant

_1 L

L= [ E+w " o' tdw,

on peut alors écrire

| = N (6
2 1.7 ®m—1, (—E)—F<_k+%>(1k—m
R e I

ol (1) désigne, selon l'usage, une expression qui - 0 pour
§—+0.

Lorsque h = k, les termes équidistants des extrémes dans
la somme au second membre de (26) sont opposés, cette
somme est donc nulle, ce qui entraine C = 0.

Sih > k,soit h = k + l. De la relation

L=TL.+—7+o()
k+——

qu’on vérifie en intégrant par parties, on déduit

1—1 1
Ik—Ih= Ik_lk+l— Z - 1 + 0(1)
Pkt t 5
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d’ol, en substituant dans (26) et prenant la limite pour

E_>+O’

1
. P<h+~§>,i, .
D(—kt g )"kt g
v D )(k+3)
— 2 =1 3 Y
= ]Kp—h+§y<k—ﬁ+7>

En tenant compte des relations F(—k + %) F<k + %) = (—1)*=
et

0=kt 5 )0(k—i + 5 )= =0 (i—k+3 )

il vient

1
F<h 4 7) 1—1 1 2h+1—1 1
€= ' 1(2 1 ‘__"T>
F<—k+§> ’_k+]+*2" = ]_k"l'—z“
et 'on vérifie facilement que I’expression dans la parenthése

se réduit 4 zéro. Le calcul est presque le méme si h < k.
On a donc bien toutjours C = 0 dans le 3¢ cas.

3. Solution élémentaire.

A Paide du développement asymptotique de H, établi au
n® 2, nous allons déterminer la solution élémentaire de [] et
démontrer les résultats énoncés au n® 1, de la méme maniére
que I'a fait M. MEétuge dans le cas de ’équation des ondes
ou p=1.

En posant, pour n impair >3,

2—n 2—n

Si=PfYE—e)*, S,=Pf Ye—fE*

E>+0
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et pour n pair >4,

n—é

+EPon(s_z)ﬁ2, 5,=3(5

2—n

S, = Pf Y(E—e) *
€>+0

la distribution la plus générale S dans R satisfaisant & 1’équa-

tion DS = 0 ou D est défini par (11), est donnée par

S=asl+bsz+c’

avec trois constantes arbitraires a, b et ¢ (voir (M)
p. 259-260).

En vertu de (12), il en résulte que la distribution la plus
générale T dans R* — O qui satisfait 4 (JT = 0 dans R*—O
et qui est de la forme T = f*S, est T = af*S, + bf*S, + ¢, et il
est évident que f*S; et f*S, sont respectivement égales (dans
R* — 0) aux distributions T, et T, définies au n® 1. Mais les
formules du n° 1 définissent T, et T, dans R"* et non seulement
dans R" — O; pour s’en assurer, il suffit de vérifier que les
parties finies qui interviennent dans ces formules ont un sens.
Cela est presque immédiat. Considérons par exemple la
distribution

Y(u—c¢) ut pour e>0;
d 21=n 1=n
sa dérivée 7 Y(u—eu® =—e?* H, posséede une partie
infinie, qu’on obtient en multipliant le développement asym-
2—n

ptotique de H, par —e * et en ne conservant que les

termes qui n’ont pas de limite pour & — 4 0; par suite,
1=n 1=n
Y(u—e)u * a aussi une partie infinie et Pf Y(u—c¢)u *
§>+40
un sens. Dans les cas ol n est pair, on voit aussi que l’on a

a bien

n—4&

T, = lim He"_7’=1im(—1)"_ﬂ‘_‘<d> " H= (—1)§P<"*2>Au.

=0 E 2

Ce qui précéde montre que T; et T, sont bien définies dans R*
et que les distributions (JT; et [JT,, si elles ne sont pas nulles,
ont un support qui se réduit au point O.

Pour n pair, la formule ci-dessus donne, en tenant compte



360 GEORGES DE RHAM

de la valeur de [JA,_, trouvée au n° 2, dans le 2¢ cas (JT; =0
et dans le 3¢ cas ?

OT,=(—1)* F( 2>i:1A,._.
n—-2
_'_tﬂi n—12 P—1 n—2
—1) : (2n—-4)30—(—1) *4r ® 30,

)

d’ou il résulte que la solution élémentaire est bien celle indiquée
au n° 1 pour le 3¢ cas.
I1 reste & calculer (] T, dans chacun des trois cas et [] T,
dans le 1er cas.
Dans le 1T cas, on a, pour ¢ > 0, par un calcul facile (cf.
(M) p. 259-260),
2—n b—n
DiY(E—e)t * =4’ ¢,
d’ou
2—n 4—n

OY(u—e)u * =4 * H.

A T'aide du développement asymptotique de H; = ——di H,,
on obtient ¢
L—n 2—n
Pfe® Hi=¢*® B,
§>-40
d’ov, les opérations ] et Pf étant permutables,
3—n

aT, =‘Pfo OY(u—e)u * = (4—2n)B,,

d’oul résulte que la solution élémentaire est bien celle indiquée
au n° 1. On obtient de méme, pour ¢ < 0,

DeY(e—B)fE * =4(—e) * &
d’ou

[:]Y(u—slul T =4(—e) * H.

Le développement asymptotique montre immédiatement que,
4—n

dans le 1€f cas, Pf (—e) * Hi=0, d’ou résulte que (] T, =0,
§€>»—0
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Si n est pair, on obtient de la méme maniére

O Y(u—¢e) u’_? = 45‘%“ H; pour e >0,
OY(e—u) ug—;l#—4s‘_;ﬂH§' pour  ¢<O0.
Dans le 2¢ cas, on déduit des développements asymptotiques
P =272 4B,
Pt ==t

ce qui entraine [JT; = (4—2n)B,et montre que la solutoin
élémentaire est bien celle indiquée au n° 1.
Dans le 3¢ cas, on déduit des développements asymptotiques

4—n 4—n

Pfe® Hi= Pfe® Hi=—"—2A, ,—B,

£>+0 e>—0 2 =5

d’ou résulte [JT; = 0, ce qui achéve la démonstration des
résultats annoncés au n° 1.

Les solutions élémentaires qui viennent d’étre déterminées,
en vertu de leur définition méme, jouissent de la propriété
d’étre invariantes vis-a-vis du groupe G de toutes les trans-
formations linéaires de R en lui-méme laissant u invariante
et méme vis-a-vis de tous les homéormorphismes C* de R”
en lui-méme laissant u invariante. Il est facile de voir dans
quelle mesure elles sont caractérisées par cette propriété.
On sait en effet que toute distribution définie dans R* — O
et invariante vis-a-vis de G est de la forme f*S, S étant une
distribution quelconque dans R, et que les distributions dans
R" invariantes vis-a-vis de G et dont le support se réduit au
point O sont les combinaisons linéaires des distributions
O%o(k =0, 1, 2, ...) (). Il découle alors des résultats établis
ci-dessus que la distribution la plus générale T dans R" qui
satisfait a Uéquation [(OT = & et qui est invariante vis-a-vis de
G est T=E + aT, + b dans le 1T cas et dans le 28 cas, et
T = E + aT, + b dans le 3° cas, avec deux constantes arbi-
traires a et b.

(°) Ces faits sont établis dans (M) pour p =1, mais la démonstration subsiste

quel que soit p. Voir: G. de Rham, sur la division de formes et de courants par une
forme linéaire, Commentarii Mathematici Helvetici 28 (1954), p. 346-352.

24
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Le cas oi1 p = 1, dont on trouvera I'étude détaillée dans (M),
présente une particularité due au fait que, pour ¢ > 0, I'hy-
perboloide u = ¢ se décompose en deux nappes. La solution
élémentaire peut alors étre décomposée en la somme

E=E, +E,

de. deux distributions ayant leurs supports contenus respec-
tivement dans le demi-céne «d’avenir» (z, >0, u=0 ou
u>0) et dans le demi-cone «de passé» (z, <0, u=0 ou

u>0), et telles que .DEI =0k, = %30. La solution élé-

mentaire qui intervient dans la résolution du probléme de
Cauchy relatif 4 I’équation des ondes est 2E;.

Dans le cas de I'équation de LaprLace, p=n et ¢=0,
la méthode suivie s’applique trés facilement. Le cone u =10
se réduit alors au point O et le développement asymptotique
de H, se déduit de (16) en remplagant A, par 0 pour tout h,
les relations (15) et (17) avec ¢ = 0 étant encore valables. On
en déduit immédiatement la solution élémentaire bien connue
rappelée_au n° 1.

4. Autre expression des distributions T, et T,.

Je vais montrer que les distributions T, et T,, définies
au n° 1, & I'aide desquelles on a représenté toutes les solutions
elémentalres invariantes de I'opérateur D, sont egales, a un

n—:

facteur constant prés, 3 [J * Y(u)u o et [J T Y(—u)u| d
n—32 n—2

pour n impair et & [ * log|u| et [ * Y(u) pour n pair.
Un calcul facile montre qu’on a, pour ¢ > 0,
D;Y(E—¢)B = (2n—4 + 4)) XS,
+ 4218 4 A2n—4 + 40) Y (E—e) B2,
D;Y((—e¢)logt = (2n—4 + 4loge)o,
+ 4eloge. o+ 2n—4)Y(E—e)8™"
On en déduit immédiatement, pour & > 0,
(26) O Y(u—e)w* = (2n—4 + 4r)H,
+ 42 H 4 A 2n— 4+ 40) Y (u—¢e)ur 1,
(27) OY(u—e)logu=(2n+ 4—4loge) H,
+ 4eloge. Hy + (2n—4) Y (u—e)u™".
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D’une maniére analogue, on obtient, pour & < 0,
(28) [0 Y(e— u)|u} = 4jef**Hi — (2n— 4 + 40)|ef H,
—A2n—4+40)Y (e—u)lul’* -t

(29) OY(e—u)loglu|=—(2n+ 4—4loge)H,
—4slog|e| H:+ (2n—4)Y(e—u)u™".

De (26) on déduit
(30) O Pf Y(u—e)u* =A(2n—4 4 4}) Pf Y(u—e¢)ur!
+ Pf [(2n— &+ 43) A H, + 461 H].

Sauf pour certaines valeurs exceptionnelles de A, le second

terme au second membre de (30) s’annule, et cette relation peut
alors s’écrire

T+ 1)[‘<% + x)

(31) O Pf Y(u—e)ur=4 Pf Y(u—e)uwr™'.

€>40 F()\)P<%+)\_1>s->+o
Dans le 1€r cas, en l'utilisant pour les valeurs
_1 3 _n—4

2’ 2’ ’ 2

de A, dont aucune n’est exceptionnelle, on obtient

eyt )
O°*Ywu'=4"* T
T b—n
(7°)
ce qui peut aussi s’écrire (en tenant compte de la relation des
compléments et de la relation de LEGENDRE):

1)

1

07 Yo "= (—1)7 T (n— 2T,

On a donc:

(32) =0 o v
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D’une maniére tout & fait analogue, on obtient encore dans le
1er cas:

33)  T,—

1 = -+

T(n—2) O " Y(—u)y|

Supposons maintenant que A est un entier et posons

= Pf Y(u—e)u* + Pf Y(e—u)ut.
E>—+0 €>—0

Remarquons que, dans (28) et (29), on peut remplacer |u| par
— u et [¢| par —e. On déduit alors de (26) et (28):

(34) QU= 7\(2n—4+ 40) U

( Pf — Pf )[(2n——-4 + 4\)eH, + 42 *HY,

§>+0 €3>
et de (27) et (29):
(35) Olog|u| = (2n—4)U™*
Dans le 2¢ cas et dans le 3¢ cas, le second terme au second

membre de (34) s’annule si A est un entier > —— i— 5 20, et cette rela-
tion peut alors s’écrire:

P(1_x)r<x+_;i>
P—Hr(a+257)

En utilisant (35) et (36) pour A =—1,—2

v,

(36) QU =—4

b—n
yee Ty

remarquant que, dans les cas envisagés ol n est pair, T, =U o
il vient

et
0 logluj=(—4) * @n—4) P(2FH)T,

d’ou on tire .
n n—2
"(3)0(* )

37) Ti=(—1)’
D’autre part, pour A =0, la relation (30) donne
OY(w) = 2n—4)A,,
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et de la relation (13), qui est valable dans les cas envisagés pour

A<l

; > on déduit:.

07 A= (2 A

Comme

cela entraine

d’ou finalement :

(38) T, =

Les relations (32) et (33) pour le 1€F cas (n impair) et les rela-
tions (37) et (38) pour le 2¢ et le 3¢ cas (n pair) donnent les
représentations de T; et T, que nous avions en vue.

Pour terminer, je mentionnerai encore les formules suivantes,
conséquences immédiates des résultats obtenus (°).

Dans le 1€r cas, on a

0T Ywu " =Cdo, O Y(—ulul *=0;

dans le 2¢ cas, on a

Ofloglul=Cdo, O Y(u) =05

() J’ai communiqué ces formules & M. H.uusn /CHANDRA en novembre 1954,
en réponse & une question qu'il m’avait posée au’Colloque Henri Porncarg, et il
les a reproduites dans: American Journal of Mathematics, vol. 79, 1957, p. 248;
mais les valeurs de certains facteurs numériques y sont inexactes. M. Harism
CHANDRA vient de me communiquer (février 1959) qu’il a retrouvé ces mémes
formules par une autre méthode, avec les mémes valeurs des facteurs numériques
que celles données ici. Une autre maniére d’obtenir et de représenter la solution
élémentaire de I'opérateur [ ] a été indiquée par Mme Fouris-Brumar: solution
élémentaire d’équations ultra-hyperboliques, Journal de Mathématiques pures et
appliquées, tome 35, 1956, p. 277-288.
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dans le 3@ cas, on a

O'loglu|=0, [O°Y(u)=Cyo;

les valeurs des facteurs numériques C,, C, et C, étant

Co=(—1) 7 21 I‘("— 1),

7
Com (— 1) " 2rn? P(%)

p—1 n—2

C=(—1)T 2 [‘<%>



