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FIBRES UNIFORMES DE TYPE
(1, 0, ..., 0, -1,) SUR P^

par Jean.Marc DREZET

1. INTRODUCTION

Soit K un corps commutatif algébriquement clos de carac-
téristique nulle, V un K-espace vectoriel de dimension 3, P(V)
l'espace projectif des droites de V. Tous les fibres vectoriels consi-
dérés seront algébriques (sur P(V) ou sur une variété algébrique
sur K). On note ®(— 1) le sous-fibre universel de rang 1 de P(V) x V,
et Q le fibre universel quotient de rang 2 de P(V) x V.

Ce travail est une contribution à l'étude des fibres vectoriels
uniformes sur P(V).

Voici quelques définitions et résultats connus :
Si E est un fibre vectoriel sur P(V) et / une droite de P(V),

la restriction E|/ est isomorphe à une somme directe de fibres
en droites: E ^ ® G(a1), les a1, étant des entiers tels que» = i ' *
a[ > a1 > . . . . > af., la suite (^^K/^r es^ uniquement déter-
minée. C'est le théorème de Birkhoff-Grothendieck ([5] et [7]).

Il existe une suite unique ( a ^ , . . . , dy) d'entiers telle que l'en-
semble des droites / de P(V) telles que (û,)i<,<^ = (ûj)i<,<^ soit
un ouvert de Zariski non vide de P(V*). On appelle cette suite le
type de décomposition générique de E.

Si cet ouvert est égal à P(V*), autrement dit si pour toute
droite / de P(V) on a (a,)i<,<^ = (^)i</<^, le fibre E est dit
uniforme, et la suite (û,)i<,<r est appelée le type de décomposi-
tion ou plus simplement le type de E.
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Un fibre vectoriel E sur P(V) est dit homogène si pour tout
automorphisme a de P(V), a*E et E sont isomorphes.

Un fibre homogène est uniforme.
Van de Ven [8] et Elencwajg [1] se sont intéressés à la réciproque.

Elle est vraie pour rg(E) = 2 (Van de Ven) et pour rg(E) = 3
(Elencwajg). Dans les deux cas, on montre en fait que les seuls fibres
uniformes sont les fibres «évidents» (c'est-à-dire construits à partir
des fibres en droites et de Q).

Elencwajg ([2], [3]) a entrepris l'étude des fibres uniformes
de rang 4. On peut se ramener à l'étude des fibres normalisés, c'est-
à-dire vérifiant — rg(E) < c^ (E) < 0. Dans ce cas, Elencwajg montre
que si le type de E est différent de (0, 0, - 1, - 1) et (1, 0, 0, - 1)
alors E est isomorphe à un des fibres «évidents» et est donc homo-
gène. Il présente de plus des exemples de fibres uniformes non homo-
gènes de type (0, 0, — 1, — 1). Il reste à étudier les fibres uniformes
de type ( 1 , 0 , 0 , — 1 ) . Ce problème est évoqué dans [7]. Sa
solution est le

THEORI-ME 1. — Les fibres uniformes de rang 4 de type (1,0,0, — 1 )
sont (à isomorphisme près) :

©(!)© 2. © © ©(-1),
0(1) © © © Q*,

Q © ©© ©(-1), QOQ*
et S^-l) © © .

Par conséquent ils sont homogènes.

Pour démontrer ce Théorème, il faut considérer les fibres uni-
formes de type (1, 0 , . . . , 0, - 1), en rang quelconque, qui seront
dits pour simplifier, uniformes de type 1. Il sera utile d'examiner
d'abord le cas des fibres s-stables. Suivant Hulek [6], on dit qu'un
fibre E sur P(V) est 5-stable si pour tout fibre en droites L sur
P(V), et tout morphisme non nul L —> E (resp. E —> L), on a

|̂>,(U (.SP.^<C,U).
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Un fibre vectoriel sur P(V) est dit stable si pour tout fibre F sur
P(V) et tout morphisme génériquement injectif F —> E, on a

CI(E) ^ c,(F)
rg(E) rg(F) '

Les fibres vectoriels 5-stables de première classe de Chern nulle
ont été étudiés par Hulek. Un résumé des résultats de Hulek utilisés
ici est donné dans les Préliminaires.

On donne ensuite un début de classification des fibres uniformes
de type 1 qui sont 5-stables, de deuxième classe de Chem donnée.
Malheureusement, le rang de tels fibres reste inconnu. Toutefois on
montre qu'un fibre uniforme de type 1 et 5-stable^ est muni d'une
forme quadratique non dégénérée, résultat essentiel à la démonstra-
tion du Théorème 1.

L'étude des fibres uniformes de type 1 non astables se ramène
aisément à celle des fibres astables. Ainsi on peut montrer que les
seuls fibres uniformes de type 1 qui sont homogènes sont les fibres
«évidents».

Le Théorème 1 permet de mettre en évidence l'existence d'une
famille de fibres uniformes non homogènes de type ( 1 , 0 , 0 , 0 , — 1 ) .

Pour finir, on démontre le

THEOREME 2. - Les fibres s-stables uniformes de type 1 sont
stables.

Je voudrais remercier J. Le Potier pour de nombreuses discus-
sions qui m'ont beaucoup aidé.

2. PRELIMINAIRES. FIBRES ^-STABLES

Les propositions 3, 4, 6 et le Théorème 5 sont dus à Hulek [6].
Soit E un fibre vectoriel sur P(V). Soit z un élément de

V*. Cet élément définit un morphisme E(- 2) —> E(- 1) et donc
une application linéaire r^ (z) : H^EC- 2)) —> H^EC- 1)).

Ainsi on a un morphisme de fibres sur P(V*) :

r^: ©( -1 )® ^?(-2)) ~ ^ © ® H^EC-l)).
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Soit v un élément de V. Cet élément défmit un morphisme
de fibres sur P(V) : 7 : E(- 2) ^ E(- 1) (g) A2 Q* —^ E(- 1) ® Q*
par T^^CzAz^e^Cz 'OO.z -zOO.z ' ) , x étant un élé-
ment de P(V), e un élément de E^(-l), z et z' des formes li-
néaires s'annulant sur x . On pose

CE(V) = ^(7) : W(E(-2)) —^ H^EC- 1)® Q*).

Les applications c^(v) définissent un morphisme de fibres
sur P(V) CE : ©(-1)0 H^EC-l)) -^ ©0 H^EC- 1)® Q*).

L'élément v définit un morphisme de fibres sur P(V) :
S : E(-ï)(SQ*—>E(-l)

Par S^(e^ z) = z(v).e ,

x étant un élément de P(V), e un élément de E(-l)^, z une
forme linéaire s'annulant sur x . On pose

d^(v) = H^S) : H^EC- 1)® Q*) —^ H^EC- 1)).

Les applications d^(v) définissent un morphisme de fibres
sur P(V): Û?E: ©^H^EC-D^Q^-^OCD^H^EC-I ) ) .

On a rffi ° ̂  = 0 •

En identifiant V* et A2 V au moyen d'un élément non nul
de A^, on a T^(VMV)= d^(v)o c^(w), v et w étant des élé-
ments de V.

Rappelons qu'étant donnés des morphismes de fibres sur P(V) :
a : F —> F' et b : F ' —> F", on dit que le couple (a, b) est
une monade si a est ùyective, b est surjective et si b o a = 0.

La cohomologie de (û, é) est par définition le fibre
Ker(6)/Im(û).

Alors on a la

PROPOSITION 3. - 5o^ E un fibre vectoriel sur P(V). C^ a
h°(E(- 1)) = A°(E*(- 1)) = 0 si et seulement si le couple de mor-
phismes (CE,^) est une monade. Dans ce cas, E est isomorphe
à la cohomologie de (cg , rfg ).

Si H et L sont deux K-espaces vectoriels de dimensions res-
pectives m et n, une application linéaire / de V* dans ^(H,L)
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est appelée un (m, nYmodule de Kronecker. Si m = n, on dit
plus simplement que / est un n-module de Kronecker.

Un (m, ^-module de Kronecker / est dit pré-stable si les
applications linéaires

V* —^ L et V* —> H*
z ̂  /(z) (A) z ̂  ^(z) W

sont de rang > 2 chaque fois que les éléments h de H et ^ de
L* sont non nuls.

Deux (m, ^modules de Kronecker / et /', respectivement
dans W,^(H,L)) et AV*^(ïr,I/)) sont isomorphes s'il existe
des isomorphismes A : H' —> H et B : L —^ L' tols que pour tout
élément z de V* , on ait f(z) = B o /(z) o A .

On a la

PROPOSITION 4. - Soit E un fibre vectoriel sur P(V), tel que
h°(E(- 1)) = A°(E*(- 1)) = 0. .4&W le module de Kronecker ïg
est pré-stable si et seulement si les morphismes canoniques de fibres

0 ® H°(E) —^ E
et ® ® H^E*) —>E*

sont injectifs.
Cela découle aisément de la proposition 3.
Le principal résultat de Hulek est le

THEOREME 5. - Inapplication E —> Tp définit une bijection
de l'ensemble des classes d'isomorphisme de fibres vectoriels sur P(V)
vérifiant h°(E) = h°(E*) = 0 sur l'ensemble des classes d'isomor-
phisme de modules de Kronecker pré-stables.

Remarques. - Si Ci(E) = 0, la condition h°(E) = A°(E*) = 0
équivaut à dire que E est astable.

On a alors h^EÇ- 1)) = ^?(-2)) == ^(E), d'après le Théo-
rème de Riemann-Roch.

On dit qu'un /î-module de Kroneçjker / est antisymétrique
s'il existe un K-espace vectoriel H de dimension n et un ^-module
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de Kronecker g dans -^(V*, ^(H,H*)) isomorphe à / tel que
pour tout élément z de V*, l'application g(z) soit antisymétrique.

On a la

PROPOSITION 6. — Un n-module de Kronecker pré-stable J est
antisymétrique si et seulement si le fibre s-stable associé à f peut
être muni d'une forme quadratique non dégénérée.

Soit S l'ensemble des classes d'isomorphisme de fibres vecto-
riels E sur P(V) tels que h°(E) == h°(E*) = 0.

Soit ^ l'ensemble des classes d'isomorphisme de fibres vecto-
riels E sur P(V) n'ayant pas de facteur direct isomorphe à © , tels
que TE soit pré-stable et que A°(E(- 1)) = A°(E*(- 1)) = 0.

Soit S : g —> S l'application associant à la classe d'isomor-
phisme de E la classe d'isomorphisme du fibre défini par le module de
Kronecker pré-stable TE , comme dans le Théorème 5. Si i désigne
l'inclusion de S dans g, on a évidemment S o i = I .

Dans ce qui suit, on s'intéresse aux fibres de S. Pour tout K-
espace vectoriel L, on note Gr(L) l'ensemble des sous-espaces
vectoriels de L. Le résultat est la

PROPOSITION 7. — Soit e un élément de S, E un de ses re-
présentants. Alors il existe une bijection

S-^e) —> (GrCH^E)) x GT-CH^E*)))/ Aut(E).

Soit F un représentant d'un élément de S^Çe). D'après la
proposition 4, le morphisme canonique de fibres H°(F) —> F est
injectif. On note G son conoyau.

Le module de Kronecker Tç est isomorphe à Tp , et on a
h°(G) = A°(G*(-1)) = 0.

Si on applique le même procédé à G* , on obtient un fibre
Ef sur P(V) et une suite exacte

O — ^ E ' — ^ G — ^ e ^ H°(G*)* —> 0.

Le module de Kronecker Tg, est isomorphe à Tç , donc à
TE , et on a A°(E') = /2°(E'*) = 0. Donc E' est isomorphe à E.
Choisissons un isomorphisme /: E' —> E.
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Soit d:îî°(G*)—^H^E') le morphisme de liaison prove-
nant de la suite exacte précédente. De cette suite exacte, on déduit
aussi un isomorphisme H1 (G*) ^ H^E'*).

Soit rf^H^F)*—ï-H^G*) le morphisme de liaison prove-
nant de la suite exacte 0 —> G* —> F* —> ®® H°(F)* —> 0.

L'élément (H^/) (Im(d)), H1^/-1) (Im(rf'))) du produit
GrQH^E)) x GrCH^E*)) dépend évidemment de /, mais son image
dans (GrCH^E^xGrCH^E^/Autœ) ne dépend que de F. En
fait, elle ne dépend que de la classe d'isomorphisme de F :

Soit FQ un fibre isomorphe à F. Il lui correspond deux suites
exactes comportant les fibres Gg et E^ . Un isomorphisme F —> F^
se prolonge en un isomorphisme de suites exactes

0 —> G ® H°(F) —> F -^ G —^ 0i i \'
0 —> 0 ® H°(Fo) —> Fo —> Go —> 0.

L'isomorphisme g se prolonge en un isomorphisme de suites
exactes

0 —, E/ —^ G —> e ® H°(G*)* —^ 0

1- 1 1
0 -^ Eo —^ Go —> ©® H°(GÎ)* -^ 0.

On pose /g = /o A-1 : EQ —^ E. C'est un isomorphisme.
On a alors

(H^/oKlm^)), HW^HIm^)))
== (H^ndmCd)), H^.r'Klm^))).

On a donc bien défini une application

/ : S~\e) —> (GrCH^E)) x GrCH^E^^/AutCE).

L'application j est infective.
Remarquons d'abord qu'avec les notations précédentes, les ap-

plications d et d ' sont injectives : puisque h°(G) = 0 , d est in-
jective. Supposons d^ non injective, et soit D une droite de Ker(rf'),
N l'orthogonal de D . L'application quotient

d " : H^F^/D—^HW),
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qu'on peut considérer comme un élément de Ext^® ® H°(F)*/D, G*)
définit une extension 0 —> © ® N —> F ' —> G —> 0, dont la
somme directe avec la suite exacte 0 —> © ® L —^ © —> 0 —> 0,
(L étant une droite supplémentaire de N) donne une suite exacte
0 —^ © ® H°(F) — ^ F ' e e — ^ G — ^ O dont l'élément associé
de Ext^G, ©®H°(F)) est d\ On a donc un isomorphisme
F —> F ' © © , ce qui contredit le fait que F n'a pas de facteur
direct isomorphe à © . L'application d9 est donc injective.

Soit Pc un fibre dont la classe d'isomorphisme est dans S~l(e)
et dont l'image par / est la même que celle de F. On peut choisir
les isomorphismes / et /o de telle sorte que

(H^) (Im(do)) , H1^/,-1) (Im(^)))
= (H^/) (Im(d)), H^r') (Im(d'))).

Il faut montrer que F et Fç sont isomorphes.
A partir de F et de FQ , on a défini les deux suites exactes

0—> E' -^ G —^ © ® H°(G) ——> 0

et 0 —> EO -^ Go-60^ © ® H°(Go) —> 0 .

Puisque d et d^ sont injectives, H°(G) et H°(Go) ont même
dimension, et il existe un isomorphisme c : H°(Go) —> H°(G) tel
que HV) od 0 0 = ^ ( ^ ) 0 ^ .

Alors aux suites exactes

0 —> E' ̂  G -b^ Q ® H°(G) —> 0

et 0 —> E' -^ Go -^ © ® H°(G) —> 0

où a' = ÛQ o /^-1 o / et &' = c o BQ , sont associés les mêmes élé-
ments de Ext^® ® H^G)^'), donc G et G^ sont isomorphes.
En utilisant ce résultat et le fait que d1 et ûfç sont injectives, on
montre de même que F et Fç sont isomorphes.

Ceci prouve l'injectivité de 7 .

L'application f est surfective.
Soit (M,N) un élément de GrCH^E)) x GrCH^E*)). L'in-

clusion de M dans H^E) peut être vue comme un élément de
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Ext^® ® M, E), et définit donc une suite exacte
0 —> E —> G —> © ® M —> 0.

De cette suite exacte, on déduit un isomorphisme H^G*) —> H^E*),
qui permet de voir l'inclusion de N dans H^E*) comme un élé-
ment de Ext^G*, © ® N), qui définit une suite exacte

0 — ^ © ® N * — — > F — > G—> 0.

On vérifie aisément que la classe d'isomorphisme de F est un
élément de S"^), dont l'image par 7 est la classe de ( M , N ) .

Ceci prouve la surjectivité de f et achève la démonstration de
la proposition 7.

3. OU ON RAMENE L'ETUDE DES FIBRES DE TYPE 1
A CELLE DE CERTAINS MODULES DE KRONECKER

Les fibres vectoriels E sur P(V) uniformes de type 1, tels que
A°(E(- 1)) ̂  0 ou A°(E*(- 1)) ̂  0 sont connus :

PROPOSITION 8. - Soit E un fibre uniforme de type 1. Si
h°(E(— 1 )) ̂  0, alors E est isomorphe à

©(!)€ Â : . © €©(-1)
ou à ©(!)€ k ' © C Q* .
Si h°(E*(- 1)) ̂  0, alors E est isomorphe à

©(l)e À:. © e © ( - i )
ou à QC k ' © ^ ®(- 1).

La première assertion entraîne la seconde.
Supposons que A°(E(- 1)) ̂  0. Soit s une section non nulle

de E(- 1). Il existe une droite / de P(V) telle que s\l ̂  0. Alors
s\ l est un isomorphisme sur le facteur direct de E(— 1)| / isomorphe
à © , et le conoyau de s\ l est isomorphe à (r — 2). ©(— 1) © © (— 2),
r désignant le rang de E.

Le morphisme de fibres s est injectif : si s s'annule en un point
x de P(V), s s'annule en tous les points des droites passant par x
et 5 = 0 .
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Le conoyau de s : © —> E(-1 ) est uniforme de type
(- 1, . . . , - 1, - 2), donc d'après Elencwajg [4], c'est un fibre
isomorphe à k ' ©(- 1) C © (- 2) ou à k • 0 (- 1) C Q*(- 1).

Comme h\k. ̂ (1) C ©(2)) = h\k. ©(1) C Q(l)) = 0, on a

E(-- l )^Â: .©(- l )e ©(-2)
ou E(- 1) ^ À:. ©(- 1)0 Q*(- 1),

et la proposition 8 est démontrée.
Il suffit donc désormais de s'intéresser aux fibres E tels que

hQ(E(-l))=hW(-l))=0.

PROPOSITION 9. - Soit E un fibre vectoriel sur P(V) tel que
^(E)=0 et ho(E(-l))=hQ(E*(-l))=0. Alors E est uniforme
de type 1 si et seulement si pour tout élément non nul z de V*,
le noyau de l'application TE (z) est une droite.

Puisque < : i (E)=0 , le fibre E est uniforme de type 1 si et
seulement si pour toute droite / de P(V), on a A°(E(- 1)|/) = 1 .

Soit / une droite de P(V), définie par un élément z de V*.
Considérons la suite exacte définie par la multiplication par z :
0—> E(-2) —^ E(-l)—^ E(-l)|/ —^ 0.

On en déduit la suite exacte :

H°(E(- 1)) —> H°(E(- 1) | /)—^ H^EC- 2)) ̂  H^EC- 1)).

La proposition 9 en découle aussitôt puisque h°(E(- 1 )) = 0.
Pour un fibre E vérifiant les hypothèses de la proposition 9,

on a d'après le théorème de Riemann-Roch
^(E(-2))= ^?(-1)) = ^(E).

DEFINITION. — Soit n un entier supérieur à 1, / un n-
module de Kronecker, élément de ^(V*, ^(H, L)), H et L étant
des ^'espaces vectoriels de dimension n. On dit que f est de
rang n — 1 si pour tout élément non nul z de V*, le noyau de
f(z) est une droite.

D'après ce qui précède, si E est un fibre vectoriel sur P(V)
tel que c,(E) = 0 et A°(E(- 1)) = A°(E*(- 1)) = 0, il est équi-
valent de dire
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(i) Le fibre E est uniforme de type 1.
(ii) L'application TE ; V* —> W(E(- 2)), H^EC- 1))) est

un c^ (E)-module de Kronecker de rang c^ (E) — 1.

4. ETUDE DES N-MODULES DE KRONECKER
DE RANG N - 1

A. Conditions d'existence.

Soit n un entier supérieur a i , r un élément de 3C((w — 1)/2),
ensemble des classes d'isomorphisme de w-modules de Kronecker
de rang n - 1 . Soit / un représentant de r : /: V* —^(H,L).

On définit à partir de / un morphisme de fibres vectoriels sur
P(V*) : © (- 1) ® H —> Q ® L, qu'on peut aussi noter /. Ce
morphisme est de rang constant n — 1 . Puisque Ker(/) (resp.
Coker(/)) est un fibre de rang 1 , il existe un entier k (resp. k ' )
tel que l'on ait : Ker(/) ^ ®(- k - 1 ) et Coker(/) ̂  Q(k1).

On a donc une suite exacte
0—> Q(-k-\)—> ©(-1)®H—> ©® L—^©(^)—>0.

PROPOSITION 10. - L'entier n est impair, et on a k = k9 = n .
2

D'après la suite exacte précédente, on a

c(G(- l )®H). c(Q(k')) = c ( © ® L). c(0(-k- 1)),

c'est-à-dire, si h = c^ (©(!)),

(1-A)" . (1 + Â : ' . A ) = 1 - (Â:+ 1 ) . A ,

d'où 1 + (k9 - n ) ' h + n'i11—^ - k ) ' h 2 = 1 - (k + 1 ) . A , d'où

on tire k = k ' = ——— et le fait que n est impair.

PROPOSITION 11. ~ Pour tout entier positif k , il existe des
(2k 4- \)-modules de Kronecker de rang 2k, qui sont antisymétriques.



110 J.-M.DREZET

Par conséquent, pour tout entier n positif, !K((n—l)/2) est
non vide si et seulement si n est impair.

On peut supposer que k > 0. Soit H un K-espace vectoriel
de dimension 2k 4- 1, et r un entier compris entre 1 et k — 1.
La sous-variété W^ de J?(H,H*) constituée des formes symplec-
tiques de rang îr est transitive sous l'action de GL(H). Soit S
une telle forme. Elle définit donc une application régulière surjec-
tive g : GL(H) —> Wy., dont toutes les fibres ont la même dimen-
sion. La fibre au dessus de S est constituée des automorphismes
A de H laissant stable le noyau D de S, et tels que l'automor-
phisme de H/D déduit de A soit un élément du groupe symplec-
tique de H/D muni de la forme symplectique S* déduite de S.

La dimension du groupe symplectique de S' est r • (2r 4- 1 ),
et un automorphisme de H laisse D stable et induit le même élé-
ment du groupe symplectique de S' que A si et seulement si il
diffère de A d'une application linéaire à valeurs dans D. On en
déduit la dimension des fibres de g :

r . (2r4- 1)4- (2k 4- l ) ' ( 2 k + 1 - 2r),

d'où on déduit la dimension de Wy :
dim(W,) = r . (4k - 2r 4- 1) < dim(W^i) == k . (2k 4- 1) - 3 .

On en déduit que si W désigne la réunion des W/, pour i
compris entre 1 et k — 1 , la codimension de W dans l'espace
vectoriel A2 H* des formes symplectiques sur H est 3 .

Soit I l'ensemble des applications linéaires injectives de V*
dans A2 H*.

Soit B : ?(¥*) x P(I) —> P(V*) x P(A2 H*)
(z,/)~^(z,/00).

C'est une submersion, donc codm^B-^PCV*) x P(W))) = 3 .

On considère maintenant la projection p : P(V*) x P(I) —> P(I).

On a pœ-^V^xPCWW^Pd), puisque dim(P(V*)) = 2,
et un élément de P(I) ne se trouvant pas dans ^(B-^PCV*) x P(W)))
définit un (2k 4- l)-module de Kronecker de rang 2k antisymétrique.
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B. Classification des yi-modules de Kronecker de rang n — 1 .

Soit k un entier supérieur à 1. Soit r un élément de 3C(k),
et /: V* —> J?(H, L) un représentant de r, qui définit un mor-
phisme de fibres sur P(V*) ®(- 1)® H —^ © ® L, aussi noté /.

On a une suite exacte

0 —> e ( - k - l ) —^ ®(-1)® H -^ G® L-^ ©(A:) —> 0.

Les morphismes i et p ne sont déterminés qu'à une constante
près. On pose X(/) = Coker(0 ^ Im(/) = Ker(p).

A la suite exacte précédente est associé un élément x de
Exi^QÇk), ©(-fc-O^H2^-^-!)).

De la suite exacte précédente, on déduit la suite exacte

0—>Q(-2k- l )—> Q(-k- 1 )®H—> G(-k)^ L—>Q —>0.
L'élément de H2 (©(— 2^—1)) qui lui est associé est aussi x .

Le morphisme de liaison d : K—^ H^XC/) (—k)) provenant
de la suite exacte 0 —> X(f) (- k) —> ©(- k) ® L —> © —> 0
est un isomorphisme.

Le morphisme de liaison d1 : îi^XÇf) (- k)) —> H2(©(- 2k - 1))
provenant de la suite exacte

0—> 0(-2k-ï) —> ®(-A:-1)®H —^X(f) (-k) —> 0
est injectif.

Donc d ' o d : K —^ H2(®(- 2k- 1)) est injectif. Mais c'est
la multiplication par x , dont l'image est K . x , donc x =^= 0.

La droite K . x ne change pas si on remplace i (resp. p) par
un de ses multiples, ou si on remplace / par un module de Kronecker
isomorphe à /. On peut donc poser a(r) = K . J C , ce qui définit
une application a : !K(k) —> PCH^et- 2k- 1))).

On a alors la

PROPOSITION 12. — L'application a est une bijection de 3C(k)
sur un ouvert de Zariski de PCH^O^v^C-^- 1))). De plus, les
éléments de 9C(k) sont antisymétriques.
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Injectivité de a.
LEMME 13. —Deux (2k + l)-modules de Kronecker de rang

2k, f et f, sont isomorphes si et seulement si les fibres X(/)
et X(/') le sont.

De la suite exacte
0 —> Q(-k-l) —> © ( ~ 1 ) ® H —> X(f) —> 0

on déduit un isomorphisme H ^ H°(X(/) (1)).

De la suite exacte 0 —^ X(f) —> © ® L —> 0(k) —> 0
on déduit un isomorphisme L ̂  îi°(X(f)*)*, et / est isomorphe
au module de Kronecker «canonique»

©(- 1)® H°(X(/) (1)) —^ ©® ïi°(X(f)*)* .
Le lemme 13 en découle immédiatement.

De la suite exacte
0—> e(^k-l)—> ©(-1)0 H —> X(/) —^ 0

on déduit h°(X(f)) = 0.

De la suite exacte 0 —> X(f) —> © ® L —> 0(k) —> 0
et de l'égalité précédente, on déduit une injection L —^ H°(©(À:)),
suffisant à définir p. On note L(/) l'image de L dans H°(©(fc)).

Soient L^ et L^ deux sous espaces vectoriels de H°(G(k)) tels
que les morphismes de fibres ®<^ L^ —^ ®(fc) et © ® L^ —^ §(k)
définis par les inclusions de L^ et L^ dans îî°(G(k)) soient sur-
jectifs. Les noyaux de ces morphismes sont notés X^ et X^ .

LEMME 14. — Z^5 fibres X^ et X^ sont isomorphes si et seu-
lement si on a L^ = L^ .

En effet, puisque Hom(®(<:), © ® L^) = Ext1 Q(k) , ®® L^) = 0,
un isomorphisme entre X^ et X^ se prolonge en un isomorphisme
de suites exactes

0 —> X^ —> © ® Li —^ ©(fc) —^ 0

1 1 1 e
+ ^ i

0 —> X^ —> © ® L^ —^ ©(A;) —^ 0 .

En passant aux sections globales et en utilisant le fait que c
est une homothétie, on en déduit que L^ = L^ .
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Avec le lemme 13, on peut donc en conclure que deux (2fc+ 1)-
modules de Kronecker de rang 2k, / et /', sont isomorphes si
et seulement si L(/) = L(/').

On peut maintenant montrer que a est injective :
De la suite exacte 0 —> X(f) —> ©® L —> e(k) —> 0

et de l'égalité h°(X(f)) = 0, on déduit la suite exacte

0 —> L —^ H°(©(Â:)) -^ H^XC/)).

Le morphisme de liaison d^H^XC/))—> îî2(e(-k-1))
provenant de la suite exacte

0—> Q(-k-l) —> ® ( - 1 ) ® H —> X(f) —^ 0
est injectif.

On a donc une suite exacte

0—> L—^ îïo(e(k))J£ld-> H^OC-fc-l)).

Par conséquent, L(/) est le noyau de d * o d , qui n'est autre
que la multiplication par x . Ceci montre que a est injective.

Définition de l'image U de a .
Le morphisme de liaison d : îî°(Q(k - 1)) —^ H^/) (- 1))

provenant de la suite exacte
0—> X(/)(- l)—> ®(-1)®L—> e(k-ï)—> 0

est un isomorphisme.

Le morphisme de liaison d ' : H^XC/K- 1)) —^ H2(©(-Â:-2))
provenant de la suite exacte

0—> e(-k-2) —> ® ( - 2 ) ® H —> X(/)(-l) —> 0
est un isomorphisme.

Donc d ' o d:tl°(e(k-l))—> îî2(Q(-k- 2)), qui est la
multiplication par x , est un isomorphisme.

Soit U Fouvert de P(H2(®(-2A:- 1))) constitué des éléments
K.JC tels que la multiplication par x H°(©(Â:-1))—^(©(-fc-^))
soit un isomorphisme.

D'après ce qui précède, on a Im(a) C U .
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Preuve du fait que U C Im(a).
Soit K . y un élément de U. Soit

^:H°(e(k-l)) —> îî^(Q(-k-2))
la multiplication par y , c'est un isomorphisme.

On note
77 : H°(©(À:)) —^ îi^(Q(-k-ï))

^ X : H°(©(Â;-2))—^ H^eÇ-k-S))
les multiplications par ^.

On a compte tenu de la dualité de Serre, t^ = \p , ^ = T? .
Si i; est un élément de V, on note m^(v) la multiplication

par v îî°(e(k-q-l))—^ïî^e(k-q)), et ^(i;) la multi-
plication par v îi2(e(-k-q -2)) —> H'^ÇGÇ-k - q - 1)).

Si v ^ O , m^(v) est injective et n^(v) est surjective.
Soit v un élément non nul de V. Alors le diagramme suivant

est commutatif :

îî°(e(k - 1)) ——î^ H2^- k - 2))

\m,(v) ^n,(v)

îi°(e(k))————'^—^H^OC-fc-l))

Les applications ^ et ^(v) sont surjectives, U en est donc
de même de la composée n^v) o ^ == ^ o m^v).

On en déduit que 17 est surjective et \ est injective.
On note L le noyau de 17, on a donc une suite exacte

0 — ^ L — ^ H°(©(Â;))-^ îî^Q(-k-l)) -^ 0.
On note H le conoyau de \, on a donc une suite exacte

0-^ ^(©0-2))-^ H^eC-fe-S))—^ H — ^ 0, qui est la
transposée de la précédente, donc H = L* .

On a dim(H) = dim(L) = 2k + 1 .

Considérons maintenant les morphismes de fibres sur P(V*) :

a: A^*®^®^^)) —^ Q*^H°(0 ( fc - l ) )

et 6 : Q*®H°(©«:-1))—^ © ® H°((9(fc))
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définis par :
a^(u A U ® h) = v ® w^) (A) — ^ ® w^(i;) (A)

6^ ®/^) = Wo(^) (/Q ,

/ étant une droite de P(V), u, v des points de / , et h (resp. h*)
un élément de H°(©(*: - 2)) (resp. de îi°(e(k - 1))).

On note p^ le morphisme canonique ®® H°(®(fc)) —> Q(k).
Alors il est aisé de voir que la suite de morphismes de fibres

0 —> A2?* ® H°(©(fc - 2)) -û^ Q* ® H°( ©(A:- 1))
-^ © ® HWfc))-^ ©(fe) —>• 0

est exacte.
En utilisant les applications riq , on définit de même une suite

exacte
0 —> © (- k- 1) -^ A2Q* ® H^QÇ-k - 3))

-̂> Q* ® ̂ (QÇ-k- 2)) -^ ©® H^G^Â:- 1))-^0.
On a (IQ* ® VO o a = a'o (I ^ <, ® x) » qui est injective, de

telle sorte que le morphisme de fibres i : © (— k — 1 ) —> A2 Q* ® H
induit par IQ est injectif.

De même, le morphisme de fibres p : ©® L—> Q(k) induit
par po est surjectif.

En définitive, on obtient le diagramme commutatif (S .
Posons

g^ = & o ( l ^ ® V/ '^oû^
gQ:^2Q*^îl2(e(-k-3))—> ©®H°(®(Â:)).

On a
^0 ° (^2Q, ^ X) == b o (Iç, ® V/-1) o fl'o (1^^ ® x)

= 6 0 a = 0,
et ( I ^ ® î ? ) o ^ = ( I ^ ® r ? ) o & o ( l ^ ® V / - i ) o û '

= 6 ' o û ' = 0 .

Donc ^ induit un morphisme g : A2 Q* ® H —^ © ® L.
On a

Ker(^) = Ker(6 o (Iç, ® ^-i) o a ' )
=((IQ,® r^oûT^Im^))
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= ((Iç, ® ^-1) o û')-l (Im((lQ. ® V/-1) o û' o (1^ (g) ^))

^^(Im^od^^x)))

=Im(( I^Q,®x) )®©(-^ - l ) ,

et de même Im(^o) = Ker(p), de telle sorte qu'on a une suite exacte

0 —> (£)(-fc-l)—^ A2?*®!!-^ ©(^L-^ Q(k) —> 0.

Donc g est un (2/: 4- 1 )-module de Kronecker de rang 2k,
qui est clairement antisymétrique.

Pour achever la démonstration de la proposition 12, il faut
montrer que l'élément de PCH^GC- 2k- 1))) associée g est K . y .

Si K . J C est l'élément de P(îî2(e(-2k-1)) associé à g , on
a vu plus haut que K . x = KerCH2^^ ® Q). Il suffit donc de
montrer que HPQ^^® 0 00 = 0.

Ceci découle du fait suivant, qui se vérifie aisément :
Si 1 désigne l'application identité de H°(®(A:-2)), vue comme

élément de t^ÇOÇ-k) ® A2Q*) (8) H°(©(fe- 2)), on a

^.(-^A^ ® X) (I) = H2^^® ^) OQ.

5. DESCRIPTION DES FIBRES UNIFORMES DE TYPE 1

A. Fibres ^-stables.

Voir les Préliminaires.

PROPOSITION 15. - Soit k un entier supérieur à 1. Alors tout
(2k 4- 1 )-module de Kronecker de rang 2k est pré-stable.

Soit / :V*—> ^(H,L) un (2k 4- 1) -module de Kronecker
de rang 2k, et h un élément non nul de H. Si le noyau de l'ap-
plication linéaire

<^: V*——> L
z —^ f(z) (h)

est de dimension inférieure à 1, il contient un plan D. Si / désigne
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la droite P(D) de P(V*), on a alors Ker(/)|/^ ©(-1) (c'est
le sous-fibre © (— 1 ) 0 K . h de © (— 1 ) ® H), mais ceci est im-
possible car Ker(/) ̂  6(—k— 1) et < :>0. L'application ^ est
donc de rang supérieur à 2. Ceci suffit à prouver que / est pré-stable
car / est antisymétrique.

Remarquons que 0 est le seul 1-module de Kronecker de rang
0, et il n'est pas pré-stable.

Pour tout entier n, on note S((^—l)/2) l'ensemble des
classes d'isomorphisme de fibres 5-stables uniformes de type 1 sur
P(V), de deuxième classe de Chern n. On a alors n > 0.

Du Théorème 5 et des propositions 6, 12 et 15, on déduit la

PROPOSITION 16. - L'ensemble S((n-l)/2) est non vide si
et seulement si n est impair et supérieur à 3.

Soit k un entier supérieur a i . Il existe une injection
S(k)—> P(îi2(ep^^(-2k- 1))) dont l'image est un ouvert de
Zariskinon vide de P(ïl2(e^y^(-2k- 1))).

Tout fibre astable, uniforme de type 1 peut être muni d'une
forme quadratique non dégénérée.

PROPOSITION n.—Aucun fibre s-stable uniforme de type 7,
de deuxième classe de Chern supérieure à 5, n'est homogène.

Soit k un entier supérieur à 2. Tout élément A de PGL(V)
induit un isomorphisme

À : W(Q^^(-2k- 1))) —^ P(îi2(e^^('-2k- 1)))

tel que le diagramme suivant soit commutatif :

S(k) —————^ Pai^Op^/- 2k - 1)))

A* A
i ' p

S(k) ——————^ PCH^ep^C- 2k- 1))).

La proposition 17 découle du fait qu'aucun élément de
P^CGp/v*^—^^—!))) n'est invariant par tous les morphismes
du type A.
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Pour k = 1, PWOp^C-S))) est réduit à un point. Il n'y
a qu'un fîbré uniforme de type 1, de deuxième classe de Chem 3,
cW S^C-l) qui est homogène.

Le résultat suivant sera utilisé par la suite :

PROPOSITION 18. - Tout fîbré s-stable uniforme de type 1
est simple.

En effet, pour tout entier k > 1 , un (2k + 1 )-module de
Kronecker de rang 2k est «simple», comme on le voit en consi-
dérant X(/).

B. Fibres E tek que A°(E(- 1)) = A°(E*(- 1)) = 0.

Soit E un fibre vectoriel sur P(V) tel que
h°(E(-î))=h°(E*(-l))=0.

Alors E est isomorphe à la cohomologie de la monade

©(- 1) ® H^EC- 2)) -^ C ® H^EC- 1) ® Q* -^ ©(1) ® H^EC-1))

et on a h^EÇ- 2)) = h^EÇ- 1)) = ^(E) > 0.

Ecartons le cas où c^ (E) = 1 :

PROPOSITION 19. - Les fibres E, uniformes de type 7, dé? d^-
xtéwe classe de Chern 1 sont (à isomorphisme près) les fibres
Q C Q* C w . © .

On a bien c^ (Q C Q* C w . © ) = 1 . Supposons réciproque-
ment que le fibre E vérifie les hypothèses de la proposition 19.
Les fibres concernés par la proposition 8 ont pour deuxième classe
de Chern 0 ou - 1 . On a donc A°(E(- 1)) = h°(E*(- 1)) == 0,
et E est cohomologie d'une monade du type

©(-1) -£^® ® H -^ ®(1),

où a est donné par une injection V —> H, et b par une injec-
tion V —^ H*.

La condition r^ = 0 (condition d'uniformité de type 1 ) s'écrit :
pour tout couple (u,v) d'éléments de V , on a !'(u)(i(v))= 0.
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Le sous-espace H^ de H, intersection des noyaux des j(u)
contient i(V) et est de codimension 3 dans H. Soit H^ un sup-
plémentaire de /(V) dans 'H^Hg un supplémentaire de H^ dans H.

Alors E est isomorphe à E' © (H^ ® 0 ), E' étant la coho-
mologie de la monade 0(- 1) -^ (0 ® /(V)) C (e ® H3) -^,©(1),
a' et è' étant induits par / et / . Il est immédiat que E' est iso-
morphe à Q (D Q* , ce qui achève la démonstration de la propo-
sition 19.

Soit E un fibre vectoriel sur P(V), uniforme de type 1, et
tel que Ci(E) > 1. Alors C2(E) est impair et TE est un ^(E)-
module de Kronecker de rang (^(E) — 1, qui est pré-stable.

On note, pour tout entier k supérieur à 1, Z(k) l'ensemble
des classes d'isomorphisme de fibres uniformes de type 1, de deu-
xième classe de Chem 2k + 1, et n'ayant pas de facteur direct
isomorphe à © .

Si E est un fibre dont la classe d'isomorphisme appartient
à Z(fe), alors ïg est un (2k + l)-module de Kronecker de rang
2k, et donc définit un fibre 5-stable S(E), uniforme de type 1,
de deuxième classe de Chem 2k + 1 . On définit ainsi une appli-
cation S: Z(k) —> S(k), et si on note i l'inclusion S(k) —> Z(k),
on a évidemment S o i = Ig^).

On a la

PROPOSITION 20. — Soit e un élément de S(fe), E un de ses
représentants alors il existe une bijection

S-^e) —> GrCH^E^xG^H^E)).

Cela découle immédiatement de la proposition 7 et du fait que,
d'après la proposition 16, E est isomorphe à son dual.

PROPOSITION 21. —Les seuls fibres homogènes de type 1 sont
(à isomorphisme près) :

©C-l)e k.o e ®(l)
©( i ) e k.e e Q*,
Q e k . e e ©(-i) ,
Q © k . © e Q* ,

et s^c-i) e k.Q .
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Les trois premiers fibres de la liste sont les seuls fibres uni-
formes de type 1 dont la seconde classe de Chem soit 0 ou — 1 ,
d'après la proposition 8. Le quatrième est d'après la proposition 19,
le seul fibre uniforme de type 1 de seconde classe de Chem 1. Le
dernier est le seul fibre uniforme de type 1 de seconde classe de Chern
3 d'après la proposition précédente et le fait que ^(S^C-l)) = 0.

Si un fibre uniforme de type 1 de deuxième classe de Chern
supérieure à 5 est homogène, il en est de même du fibre .y-stable uni-
forme de type 1 de même classe de Chem qui lui est canoniquement
associé. Or, ceci est impossible d'après la proposition 17. Donc les
seuls fibres homogènes de type 1 sont ceux mentionnés dans la pro-
position 21.

6. FIBRES DE RANGS 4 et 5

A. La variété d'incidence.

Soit D(V) l'ensemble des couples ( x , l ) , x étant un élé-
ment de P(V), / une droite de P(V) contenant x . C'est une sous-
variété fermée de P(V)xP(V*), appelée la variété d'incidence.

On note
p : D(V) —^ P(V)

et q : D(V) —^ P(V*)
les restrictions des projections.

On pose
h=c,(p*e^(l)),
^=Ci07*®p^(l ) ) .

Alors l'anneau de Chow de D(V) est engendré par u et h,
avec les relations

u3 = 0 ,
A3 = 0 ,
u1 + h2 - u. h = 0.
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En particulier, 1, u, h, ù1, h2 , M 2 . h = M . h2 en est une
base.

Soit k un entier, alors on a

P»ç* ©W = 0 si Â :<0
=8^0 si J f c > 0 ,

R^^q* Q(k)=0 si Â:>-2
= (S-^^Q*)^!) si k<-2.

B. Fibres de rang 4.

On prouve ici le

THEOREME 1. — Les fibres uniformes de rang 4 de type
(1, 0, 0, — 1 ) sont (à isomorphisme près) :

©(1)0 2 . 0 0 ©(-!),
® ( l ) e © CQ*,
Q e e €©(- i ) , QC Q*

er S^-DC®.
D'après la proposition 4, les fibres uniformes de type (1,0,0, — 1 ),

E, tels que A°(E(-1))^0 ou h°(E*(- 1 )) ̂  0 sont les trois pre-
miers de la liste. Le seul dont la deuxième classe de Chem soit 1 est
Q 0 Q* , d'après la proposition 19.

On s'intéresse maintenant aux fibres vectoriels E uniformes
de type (1, 0, 0, — 1) dont la seconde classe de Chem est supérieure
à 2.

A un tel fibre est associé un fibre .y-stable uniforme de type 1
et de rang inférieur à 4, F. Si E n'est pas astable le rang de F
est inférieur à 3, et donc F est isomorphe à S2^^—!), puisque
d'après les résultats de Van de Ven et Elencwajg mentionnés dans
l'Introduction c'est le seul fibre 5-stable uniforme de type 1 et de
rang inférieur à 3. Mais on a A^QC- 1)) = 0, donc d' après
la proposition 20, E est isomorphe à S^t— 1) 9 © .

Il reste donc à montrer qu'il n'existe pas de fibre .y-stable
uniforme de type (1, 0, 0, — 1).
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Soit E un fibre ^-stable uniforme de type ( 1 , 0 , 0 , — 1 ) .
D'après la proposition 16, E est muni d'une forme quadratique non
dégénérée. Il en est donc de même de la restriction de E à une
droite / de P(V) sur laquelle on a E|/ ^ ©(1)0 2. © © ©(- 1).

LEMME 22. — Soit M un K-espace vectoriel de dimension finie,
B une forme bilinéaire non dégénérée sur le fibre © (1) 0 2. © 0 ®(— 1)
sur P(M).

Alors l'orthogonal du sous-fibre ©(1) est égal au sous-fibre
©(1)0 2 . ® .

La forme B étant non dégénérée, il suffit de prouver que ®(1)
et ©(1)9 2. © sont orthogonaux.

Soit s une section de ©(1). Le morphisme de fibres ®(1) —^G
défini au point x de P(M) par y <—^ î ( s ( x ) , y ) est évidemment
nul.

Pour chacun des facteurs © , le morphisme © —> © défini
au point x de P(M) par c\—^ îi(s(x), c) s'annule en un point
où s s'annule, donc est nul.

Le lemme 22 découle alors du fait que ©(1) est engendré par
ses sections globales.

Sur D(V), le fibre p*E est muni de la forme bilinéaire non
dégénérée provenant de celle de E.

Le fibre E étant uniforme de type ( 1 , 0 , 0 , — 1 ) , le morphisme
canonique ç*^p*E(—l) —^ p*E(—l) est une injection.

Le fibre q^p*E(— 1) est de rang 1, on pose d = c^(^p*E(— 1)),
alors q p*E(—1) est isomorphe à ®(rf ) , et on obtient une injec-
tion ^*®(d)®p*®(l ) -^ p*E.

Sur une fibre de ^^'^(O, / étant une droite de P(V), on
a q^Çl) ̂  l , a est équivalent à l'inclusion

®(1) —> ©( ! )© 2 .® C ®(-1).

On en déduit que l'on a ^ 0 ^ = 0 , donc (a, ta) est une mo-
nade, dont la cohomologie est triviale sur les fibres de q, et est par
conséquent isomorphe à <7*F, F étant un fibre de rang 2 sur ?(¥*).

On pose J = <7*©(ûf)® p*®(l ) , c'est un sous-fibre de p * E .
D'après le lemme 22, q*F est isomorphe au fibre ^/J, et est

donc muni d'une forme bilinéaire non dégénérée.
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On a le

LÈMME 23. — Soit H un K-espace vectoriel de dimension finie.
Alors toute forme bilinéaire non dégénérée sur le fibre Q ® H sur
P(M) provient d'une forme bilinéaire non dégénérée sur H.
(Evident.)

On en déduit que la forme bilinéaire non dégénérée sur q*E
provient d'une forme bilinéaire non dégénérée sur F. Retenons
ceci :

Le fîbré F est muni d'une forme bilinéaire non dégénérée.

On a c(p*E) = c(J). c(q*F) . c(J*), et ^ (E) = 2k + 1 ,
k étant un entier supérieur à 2 . Donc

1 4- (2k 4-1). h2 == 1 + c^(F). u 4- (^(F) - îd - d2). ù1

4- (-2d- 1). h2 + (-2rf- 1 ) . ^ ( F ) . M 2 . A ,

d'où on tire c^F) = 0 et rf = — k— 1.

Le fibre F est stable : puisque c^(F) = 0, il suffît de montrer
que h°(F) = 0.

Considérons le déploiement de la monade (a, tà) :

0 0

-" iver

i

-^ a) —————————^ q

f ^
s^i ——————————————y \^\js^\ï

\ \

r —————^•

t

r(a)———^

1

0

0

J*

On a h°(F) = h°(q*F), il faut donc montrer que h°(q*F) = 0.
On a h°(p*E) = h°(E) = 0, car E est astable.
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On a donc ^(Ker^û)) = 0 , et il suffit de montrer que
h^l) = 0.

On a R^+J = 0, car sur une fibre q'^Çl) ̂  l de q , J ̂  ©(1),
donc on a h1^) == ^(q 1).

Mais ^J^®(-/:-1)® Q, donc A^^J) = 0 puisque k > 2.
Le fibre F est donc 5-stable, donc stable car il est de rang 2,

et muni d'une forme bilinéaire non dégénérée. Ceci est impossible
car F est simple et déjà muni d'une forme symplectique non dégé-
nérée. Ceci achève la démonstration du Théorème 1.

C. Fibres de rang 5.

PROPOSITION 24. - Soit E un fibre vectoriel sur P(V) dont
la classe d'isomorphisme est un élément de S(2). Alors E est de
rang 5.

Le fibre E est de rang inférieur à 5. Il ne peut être de rang 2
ou 3, car d'après les résultats d'Elencwajg mentionnés dans l'Intro-
duction, S2 Q(- 1 ) est le seul fibre uniforme de type 1 de rang 3,
tandis que d'après le Théorème de Van de Ven, ©(1)9 ©(- 1) est
le seul fibre uniforme de type 1 de rang 2. Le fibre E ne peut pas
non plus être de rang 4, car d'après le Théorème 1, aucun fibre
uniforme de type 1 de rang 4 n'a pour deuxième classe de Chern 5.
Donc E est de rang 5.

D'après la proposition 17, les fibres E dont la classe d'isomor-
phisme est un élément de S(2) ne sont pas homogènes.

On a, d'après le théorème de Riemann-Roch
hl(E)^c^E)-rg(E)=0,

donc S(2) = Z(2).

7. STABILITE

On prouve ici le
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THEOREME 2. — Les fibres s-stables uniformes de type 1 sont
stables.

Soit E un fibre vectoriel sur P(V), uniforme de type 1 et
astable, de rang r . Il faut montrer qu'étant donné un fibre vectoriel
F sur P(V) de rang strictement inférieur à r, et un morphisme
génériquement injectif /: F —> E, on a c^(F) < 0.

Soit (û^ , . . . , df) le type de décomposition générique de F.
On a ûi < 1 et a^ < 0 si i > 1, donc

a, + . . . + ^ = C i ( F ) < l ,
et il faut montrer qu'on ne peut avoir c^(F) = 0 ou 1.

Le cas Ci(F) = 1.
On a alors ( a ^ , . . . , a^) = (1, 0, . . . , 0).

LEMME 25. — Soit M un K-espace vectoriel de dimension finie,
et g un morphisme de fibres sur P(M) :

©(l )e< : .© —> ®( i )e^ .©e©(- i ) .
Alors f est injectif sur P(M), ou non injectif en tout point

de P(M).
Ecrivons la «matrice» de g :

®(1)

k\Q

©(-1)

®(i)
x
0

0

k.Q

A

B

0

X est un scalaire, B une matrice de scalaires et A une matrice de
formes linéaires sur M. Le lemme 25 découle du fait que l'injec-
tivité de / dépend de X et des mineurs de rang k de B, qui sont
constants.

Supposons que F n'est pas uniforme, et soit /' une droite
de saut de F. Alors on a sur /' : F| V ^ Q(a[) C ... C ©(û;), avec
a[ 4- a[ > 2, donc / n'est injectif en aucun point de / ' . S i / est
une droite générique de P(V), d'après le lemme 25 et le fait que
/ et /' ont une intersection non vide, on déduit que /| / n'est injectif
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en aucun point de /. Ceci contredit le fait que / est génériquement
injectif.

Le fibre F est donc uniforme de type (1,0, . . . ,0), et est
donc, d'après Elencwajg ([3] et [4]) isomorphe à Q ® k . Q ou à
0(1)® k.O . Mais c'est impossible car E n'a pas de sections glo-
bales non nulles.

On ne peut donc pas avoir c.(F) = 1.
Avant de poursuivre l'étude des autres cas, faisons la remarque

suivante : si z est un élément non nul de V*, définissant une
droite / de P(V), on a un diagramme commutatif avec lignes exactes

H°(F(-1)|/) TF(Z)» H^FC- 2)) ———F——» H^FC- 1))

H°(/(-l)|/)

H°(E(-1)|/) -> H^EC- 2))

H^/^))

^ ,

îW-l))

^H^FC-l))

provenant des suites exactes définies par la multiplication par z

0—^ F(-2)—^ F(-l)—^ F(-l)|/-^ 0,
O—-*- E^)—»- E(-ï)—> E ( - l ) | / — ^ 0 ,

et du fait que A°(E) = 0.

Le cas c,(F) = 0.
Dans ce cas le type de décomposition générique de F est

(0, . . . ,0) ou (1 ,0 , . . . ,0 , -1) .

Le cas où F est de type (0,.. . . 0).
On a le diagramme commutatif suivant

®(- 1) ® ITO- 2)) ———^———^ G ® Ht(F(- 1))

Hl(/(-2))=/'

v TE
©(-l)®!!1^^))

H1 (/(-!))=/"

e ® H'CEC- 1))



128 ' J.-M.DREZET

On a A°(F(- 1)) = A°(F*(- 1)) = 0, à cause du type de dé-
composition de F, donc d'après le Théorème de Riemann-Roch
W^))^^-!)).

Remarquons que F ne peut pas être uniforme, car alors F
serait trivial ([7], [8]), ce qui est absurde car E n'a pas de sections
globales non nulles. Il existe donc un élément non nul z de V'"
tel que l'application r^(z) ne soit pas injective. En particulier
on a ^(FC-^^O.

Soit / une droite de P(V) telle que F|/ soit trivial et que
f\l soit génériquement injectif, mais non injectif. On a alors le

LEMME 26. - Le morphisme f\ l est non injectif en un seul
point de l.

Ecrivons la matrice de f\ l :

t . Q

®(1)

k.e
©(-1)

<p
A

0

A étant une matrice de scalaires et <p = (^ , . . . , ^ ), les < .̂ étant
des formes linéaires sur D, où D désigne le plan de V sous-jacent
à /.

Soit x un point de / tel que f^ ne soit pas injective, et
( û 4 , . . . , û ^ ) un élément de Ker(/^) non nul. Soit 1 l'ensemble
des entiers i tels que / < i < t , et û, ^ 0. Alors il existe un
élément ^ de I tel que <^ ^ 0, sinon on aurait pour tout y
dans / fy((af)) = 0 , et f\l ne serait pas génériquement injectif.

Un point x de / tel que f^ ne soit pas injective est donc une
solution de l'équation linéaire non triviale ^ (x) = 0, qui n'a
qu'une solution. Ceci démontre le lemme 26. °

On en déduit le résultat suivant : il existe au plus une droite
/o de P(V) telle que /I/o ne soit pas génériquement injectif. En
effet, s'il en existait deux, sur une droite générique de P(V) /
serait non injective en au moins deux points donc partout sur cette
droite, d'après le lemme 26. Ceci contredit le fait que / est généri-
quement injectif.
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En particulier, pour toute droite de saut / de F, sauf peut-
être une ,F | / est de type (1, 0,. . . , 0, - 1) et f\l induit un iso-
morphisme entre les sous-fibres de F et E isomorphes à ®(1) .
Donc si z est une équation de / , l'application H^/C—l)) est
injective sur Ker(Tp(z)).

On a évidemment
rF^-n^KerCH1^-^)))^ © 0 KerCH^A-D).

On note
T 1 = TF : ©(- 1) ® KerOTCA- 2))) —^ © ® KerCH^A- 1)).

D'après ce qui précède, r' est non injectif en au plus un point
de P(V*). Ceci entraîne que

dimCKerCH^A-^)))) < dimdîerOi^A-1)))),
avec égalité si et seulement si H1 (A-2)) et H^A-l)) sont in-
jectives. On a donc, puisque h^PÇ- 2)) = h^FÇ- 1)),

dimdmCH^A- 2)))) > dimdmCH^A- 1)))).

Si H1 (A- 2)) est surjective, il en est de même de H1 (A- 1)),
et en fait ces applications sont des isomorphismes car les inégalités
précédentes sont alors des égalités. Les modules de Kronecker Tp
et TE sont isomorphes et d'après les constructions de la proposi-
tion 7 on a rg(F) > rg(E), ce qui est absurde.

On peut donc supposer que
0 < dimCImCH^A- 2)))) < dimCHKEC- 2))).

Remarquons en outre que

TE(Q(- 1) ̂  ImOi^A- 2)))) C © ® ImCH^A- 1))).

La contradiction découle alors du résultat suivant :
Le module de Kronecker ïg est irréductible au sens de

Hulek [6], c'est-à-dire qu'il n'existe pas de sous-espaces vectoriels
H et L de ^?(-2)) et H^EC- 1)) respectivement, tels que

0 < dim(H) = dim(L) < n = c^E),

et T E ( © ( - I ) ® H)C © ® L.

Supposons le contraire : soit z une forme linéaire sur V.
'Alors TE ( z ) (H) CL, donc ^(z) (L1)^ H1, et puisque Tg est anti-
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symétrique, r^(z) (L1) C H1. Donc r^(z)(ï{ n L1)C H1 n L. On
a dun(H1 n L) = dim(H1) + dim(L) - dim(H1 + L)

= n -dim((HnL1)1)
=dim(HnL1).

On a Hr i I /Cd^ni 1 ) .

On est donc ramené à étudier les deux cas suivants : H n L1 = 0
et H CL1.

Premier cas : H n L1- = 0.

On peut choisir une base de H^Et— 2)) de telle sorte que la
matrice antisymétrique de fg soit de la forme

;A 0 )

10 B /

A et B étant des matrices carrées. Le déterminant de A s'annule
en au moins une courbe de P(V*), ainsi que le déterminant de B,
donc il existe un point K.z de PCV*) sur lequel det(A) = det(B) = 0.
On en déduit que Ker(ïE (z)) est au moins de dimension 2, ce qui
est absurde.

Deuxième cas : H C L1.
On peut choisir une base de ^(EÇ—l)) de telle sorte que la

matrice antisymétrique de r^ soit de la forme

( 0 0 -^AX

0 B -^C )

A C E /

A et B étant des matrices carrées. Ici H est le domaine de défi-
nition de A. On note M la somme directe des domaines de défi-
nition de A et C.

On a K e r ( T E ) C ® ( - l ) ® M :

On a det(ïE) = det(A)2. det(B) = 0, donc det(A) = 0 ou
det(B) = 0.

Si d e t ( A ) = = 0 , on a Keî(r^) C ©(- 1) ® H C © - 1) ® M .
Si det(A) ̂  0, det(B) = 0 et det(A) s'annule sur une courbe

de P(V*). Soit K . z un point de P(V*).
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Si det(A(z)) = 0, Ker(ïE(z)) = Ker(A(z))) C M.
Si det(A(z)) ^= 0, et si h est un élément non nul de Ker(B(z)),

on a KerO^z)) = K. (h - A(z)-1 .C(/0) C M.

On a donc bien Ker(ïE ) C © (- 1 ) ® M.

Le sous-espace vectoriel M est différent de {0} et H1(E(-2)).
Mais ceci est impossible : en effet, dans le cas contraire, le fibre
X(TE) aurait un facteur direct isomorphe à ®(- 1), ce qui est en
contradiction avec le fait que h2(X(T^) (-2)) = 0, ce qui peut
se voir en considérant la suite exacte

X(TE) ©^ïTO-l)) © C—1)v 2 / 0.

Le fibre F ne peut donc pas être de type de décomposition
générique (0,.. . , 0).

Le cas où F est de type (1, 0, . . . , 0, - 1).
Soit / une droite de P(V) sur laquelle F est de type

(1, 0, . . . , 0, - 1 ) et telle que f\l soit génériquement injectif.
Alors on a le

LEMME 27. - Le morphisme f\l est non injectif en un seul
point de l.

Ecrivons la matrice de /!/:

.

®(D
k'.Q

©(-1)

®(1)

X

0

0

k.e
v
A

0

©(-1)

B

<t>

M

X et fJi sont des scalaires, A une matrice de scalaires, <p et 0 des
matrices de formes linéaires sur D et B une forme quadratique
sur D, où D est le plan de V sous-jacent à / .

On a X ^ O , car /[/ est génériquement injectif.
On a M = 0, car dans le cas contraire, le rang de / ] / , dépen-

dant des mineurs de A qui sont constants, serait constant. Or, ceci
est faux d'après l'hypothèse.
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La matrice A est de rang k , car dans le cas contraire, on
montre aisément en utilisant le fait que X ^ 0, que f\l n'est pas
génériquement injectif.

On peut donc écrire A sous la forme

/A ' \
A = ;,

\ 0 /
A' étant une matrice inversible.

Posons

i"\-(••)•
\w

z, étant une forme linéaire sur D. Les formes Zj^, . . . ,z^ ne
sont pas toutes nulles, car dans le cas contraire, on montre aisément
en utilisant le fait que A' est inversible, que f\l n'est pas généri-
quement injectif. Alors les points x de / tels que f^ ne soit pas
injective sont les solutions des équations Zjç^^(x) = ... = z^(x) = 0.
Il n'y a évidemment qu'une seule telle solution.

Ceci prouve le lemme 27.
Le lemme 27 entraîne que, comme précédemment, il existe

au plus une droite de P(V) telle que la restriction d e / à cette
droite ne soit pas un morphisme de fibres génériquement injectif.

Si / est une droite de saut de F, F | / ne peut pas être de type
(0, . . . , 0), donc /| / n'est pas génériquement injectif. Par consé-
quent il existe au plus une droite de saut pour F .

Remarquons ensuite que le noyau d'un morphisme de faisceaux
localement libres sur P(V) est aussi localement libre. Donc KerCïp)
est un fibre de rang 1. Pour toute droite / de P(V), sauf peut-être
une, F|/ est de type (1, 0 , . . . , 0 , — 1) et /]/ est génériquement
injectif. Donc / induit un isomorphisme entre les sous-fibres de F
et E isomorphes à © ( 1 ). On en déduit que le morphisme de fibres
induit par / Ker^p) —^ Ker^) est un isomorphisme partout
sauf peut-être en un point de P(V*).
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Comme c'est un morphisme de fibres en droites, c'est un iso-
morphisme. Si on pose c^(E) = 2k -h 1, on a KerO-E) ̂  ®(- k- 1),
donc KerCTp) ̂  0(— k— 1).

Le morphisme KerO-p) ̂  ©(- k- 1) —> ®(- 1) ® H^FC- 2))
provient d'une application linéaire S^V—^H^FC-^)), tandis
que le morphisme ©( - fc - l )—^ ®(-1) ® ̂ ?(-2)) provient
d'une application linéaire S^V—^H^EÇ-l)), qui est surjective,
comme on l'a vu précédemment.

On a un diagramme commutatif

g^v——————<- H^FC-^))

H^A-l))

S^y———————^ H^EC- 2))

ce qui prouve que H^/C-^)) est surjective. On note H son noyau.

On a A°(F)=/2°(F*(-1))= 0; l'égalité A°(F) = 0 découle
du fait que / est un morphisme injectifde faisceaux et que h°(E) = 0.
Il est immédiat que s'il existe une section non nulle de F*(— 1), le
morphisme de fibres © —> F*(- 1) associé est injectif. Son conoyau
est un fibre de type de décomposition générique (- 1 ,..., - 1 , - 2).
De / on déduit un morphisme de fibres G^(—l) —>E qui est
génériquement iïyectif. Or, on a montré que c'est impossible car
G^(-1) est de type de décomposition générique (1 ,0 , . . . , 0 ) .

On a donc bien h°(F) = h°(P*(- 1)) = 0.
On en déduit par le Théorème de Riemann-Roch

^(FC-^))^^-!)).

L'application îî^fÇ-1)) est surjective: en effet, puisque
HVC-^)) l'est, InUH^A-l))) contient tous les Im(TE(z)),
avec z dans V*, qui engendrent H^E^ 1)).

On note L le noyau de ^(/(—l)). Alors on a
T y ( ® ( - l ) ® H ) C © ® L.

Soit r ' : ©(- 1 ) ® H — ^ © ® L l a restriction de ïp .

10
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Alors r' est injective sauf peut-être en un point. Mais puisque
dim(H) = dim(L), ceci n'est possible que si H = L = {0}. Alors
TE est isomorphe à ïp , donc rg(F) > rg(E), ce qui est absurde.

Le cas où F est de type (1,0, . . . , 0, — 1 ) ne peut donc pas
se produire.

Ceci achève la démonstration du Théorème 2.
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