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PROPRIETES PROJECTIVES
DES ESPACES SYMETRIQUES AFFINES

par Yvan KERBRAT

L’outil essentiel de cet article est la notion de domaine symé-
trique de I’espace projectif réel P,(R): ce sont les espaces symé-
triques affines (M, V) ou M est un ouvert connexe de P,(R) et
ou la connexion linéaire V est projectivement reliée 4 la connexion
de Levi-Civita de la métrique de Fubini de P,(R). Ces domaines
symétriques sont complétement déterminés (pour n = 2) dans le
paragraphe II (théoréme 1). On notera que, si (M, V) est un do-
maine symétrique de P,(R), M est I'image dans P,(R) d’un cone
Q(x) > 0 ou Q est une forme quadratique sur R"*!

Les résultats du paragraphe II sont utilisés dans le paragraphe III
pour construire une bijection de I’ensemble des classes d’isomor-
phisme d’espaces symétriques affines connexes, simplement connexes,
projectivement plats et de dimension »n =2, sur un ensemble
d’orbites du groupe projectif PGL(n + 1, R) (théoréme 3); on
en déduit, en particulier, que cet ensemble de classes d’isomorphisme
est de cardinal égala (n + 1) (n + 2)/2.

En utilisant la bijection ci-dessus, on fournit, dans le théoréme
4, une classification compléte des espaces symétriques affines connexes,
projectivement plats et de dimension n = 2.

Le paragraphe IV est consacré a I'existence de transformations
projectives non affines pour un espace symétrique affine. La propo-
sition 7 établit qu’un espace symétrique satisfaisant cette condition
est nécessairement projectivement plat et, utilisant les résultats du
paragraphe III, le théoréme S5 donne la liste exhaustive des espaces
symétriques affines connexes dont le groupe des transformations
projectives n’est pas réduit a un groupe de transformations affines.



194 Y. KERBRAT

I. RAPPELS — NOTATIONS

1. Applications projectives.

a) Les variétés, les connexions linéaires et les applications sont
toutes supposées de classe C*. On note C(M) I’anneau des fonc-
tions réelles de classe C™ sur une variété M et x(M) le C(M)-
module des champs de vecteurs de classe C* sur M.

Si ¢ est une application d’une variété M dans une variété
M', on note x(¢) le C(M)-module des applications de M dans
le fibré tangent T(M') qui relévent ¢. On désigne par x;‘(d)) I’en-
semble des applications p — C(M)-linéaires de (x(M))? dans x(¢).
En particulier, I'application tangente T¢ de ¢ définit ¢, € xF(¢)
ar . ¢x(X) = Tpo X.

Soient M et M’ deux variétés munies de connexions linéaires
sans torsion V et V' et soit ¢: M —> M'. Pour tout )\Ex*(qb),
on définit sa différentielle covariante VA €x, *1(®) par:

VNXo, Xys-05 X,) = V5, (x oo, NS &) (1)
_z M5 Xy Ve Xis Kjagseoes Xp).

j=1
On pose généralement YA(X,,...,X,) = Vx MX,,...,X,).

La forme fondamentale (relativement aux connexions V et
V') de l'application ¢ est alors définie par
B(®) = Vo EX3(9). )
Les connexions V et V' étant sans torsion, il est clair que
B(¢) est symétrique : B(¢) (X,Y) = B(¢) (Y, X).
En dérivant (2), on obtient, au moyen de (1),
VxB(#®) (Y,Z) — Ty B($) (X,2) 3)
= R'(¢4(X), ¢,(Y)) ¢,(Z) — ¢,(R(X,Y)Z)
ou R et R' sont les tenseurs de courbure respectifs de v et ¢'.

En outre, si M'' est une troisiéme variété munie d’une connexion
linéaire sans torsion V' et si ¢’ est une application de M’ dans
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M"” ona
' B ° ¢) (X,Y) = ¢, (B(9) (X,Y)) + B(8") (9,(X), ¢,(Y)). 4)

b) Soient M et M' deux variétés munies de connexions
lindaires sans torsion V et V'. On dit qu’une application
¢:(M,V)—> (M', V') est projective si sa forme fondamentale
s’exprime par :

B(d) (X,Y) = a(X)9,(Y) + a(Y) ¢,(X), VX, YEXM), (5
ou « estune l-formesur M.

On voit que I'image de toute géodésique de (M,V) par une
application projective ¢ est une géodésique de (M', V') (les pa-
rameétres canoniques n’étant généralement pas conservés). Réci-
proquement, on démontre [8] qu’un difféomorphisme de M sur
M' qui transforme toute géodésique de (M,V) en une géodésique
de (M',V') est une application projective.

Une transformation projective de (M,V) est un difféomor-
phisme ¢ de M tel que lapplication ¢: (M,V) — (M, V) soit
projective. Une transformation affine de (M,V) est une transfor-
mation projective ¢ pour laquelle la 1-forme o de la formule (5)
est nulle (B(¢) = 0).

Si M est connexe, I’ensemble (M,V) des transformations
projectives de (M, V) est un groupe de Lie de transformations de
M et lensemble & (M, V) des transformations affines de (M, V)
est un sous-groupe fermé de Z(M, V).

Si, en outre, dimM =n=2, ona
dimPM,V) < n?+ 2n, dinZ(M,V) < n? + n[3].
Soient V et V' deux connexions linéaires sans torsion sur

une variété M. On dit que V et V' sont projectivement reliées
si Papplication Idy : (M, V) — (M, V') est projective.

Il revient au méme de dire qu’il existe une 1-forme a sur M
telleque : V3Y — VY =a(X)Y + «(Y)X, VX,YE x(M).

Il résulte des définitions que, si V et V' sont projective-
ment reliées, alors Z(M, V') =2M,V).
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¢) Soit V une connexion linéaire sans torsion sur une variété
M de dimension n>=12. On dit que (M, V) est projectivement
plate si, pour tout point m € M, il existe une voisinage ouvert U
de m et un difféomorphisme projectif ¢ de (U, Vl;) sur un
ouvert de R” muni de la connexion linéaire (plate) triviale.

On désigne par R le tenseur de courbure de (M,V) et par
S son tenseur de Ricci :

Sp¢,m) =Tr{{—R,§,n)¢}, mEM, £, n€ET, M),

et on note Q le champ de tenseurs 2-fois covariant défini sur M

par :
n

n* —1

QX,Y) = SX,Y) + S(Y,X).

n? -1

Le tenseur (de Weyl) projectif de (M,V) s’exprime alors par :

P(X,Y)Z = R(X,Y)Z + [Q(Y,X) - QX,Y)]Z
+ QEZ,X)Y — QZ,Y)X.

Sin=dim M=2, P=0.

Si n >3, on sait [8] que P est un invariant projectif, c’est-
a-dire que le tenseur projectif de toute connexion linéaire projec-
tivement reliée 3 V est égal 3 P. Il en résulte que toute transfor-
mation projective ¢ €M,V ) laisse P invariant :

$.P(X,Y)Z) = P(9,(X), ¢4(Y)) ¢,(2). (6)

ProrosITION 0. [8] — Soit M une variété de dimension n = 2
munie d’'une connexion linéaire sans torsion V. Alors (M, V) est
projectivement plate si et seulement si P = 0, pour n= 3

VxQ(Z,Y) = WwQ(Z,X), VX,Y,ZE€EXx(M), pour n=2.

2. Espaces symétriques affines.

a) On appelle espace symétrique affine une variété M munie
d’une connexion linéaire sans torsion V telle que, pour tout mE€M,
il existe une transformation affine involutive s,, €«/(M,V) admet-
tant m comme point fixe isolé. s, est nécessairement unique et
est appelée symétrie de (M, V) en m. Pour un espace symétrique
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affine (M, V), la connexion y est compléte et son tenseur de cour-
bure est paralléle (VR = 0). Réciproquement, si V est une con-
nexion linéaire sans torsion compléte et a tenseur de courbure pa-
ralléle sur une variété M connexe et simplement connexe, alors
(M, V) est un espace symétrique affine [5].

Le groupe des transvections de I'espace symétrique (M, V) est
le sous-groupe distingué ¥ M,V) de & (M,V) engendré par les
produits s, °s,., (m, m'€M). En outre, si M est connexe,
Z(M, V) est un sous-groupe fermé connexe de & (M, V) et il opére
transitivement dans M [6].

Soient (M, V) et (M',V') deux espaces symétriques affines
connexes. Un isomorphisme de (M,V) sur (M', V') est une dif-
féomorphisme ¢:M —> M’ telque B(¢) = 0.

b) Soit M une variété munie d’une connexion linéaire sans
torsion V et soit M' —2> M un revétement de M. Il existe sur
M’ une unique connexion linéaire sans torsion V' telle que f(p) = 0.
On dit que (M', V') est un revétement affine de (M, V). Un revé-
tement affine d’un espace symétrique affine (M, V) est lui-méme
un espace symétrique et, si (IVI,% est le revétement universel
affine de lespace symétrique (M,V), alors 7, (M) est un sous-
groupe (nécessairement discret) du centralisateur du groupe des
trarEvections de (I\~'I,$) dans le groupe des transformations affines
2 M, 7) [6].

Un espace symétrique affine (M, V) est dit pseudo-riemannien
(resp. riemannien) si ses symétries sont des isométries d’une métrique
pseudo-riemannienne (resp. riemannienne) g sur M (shg =g
Vme M). Dans ce cas, V est la connexion de Lévi-Civita de g.

II. DOMAINES SYMETRIQUES DE L’ESPACE PROJECTIF P, (R)

1. L’espace projectif P,(R), n=>2.

a) On note x.y le produit scalaire euclidien usuel de x et
y € R"™!, |Ix|| = «/x.Xx lanorme euclidienne de x,
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7 : R"1\{0} — P, (R)
la submersion naturelle. On désigne par
my: GL(n + 1,R) — PGL(n + 1, R) ~ GL(n + 1, R)/R*],,,

I’homomorphisme canonique du groupe linéaire de R”*! sur le
groupe projectif PGL(n + 1, R) qui opére effectivement et tran-
sitivement dans P,(R) par

T,(B)em =7oB, BEGL(n +1,R).
b) Soit g la métrique de Fubini de P,(R) définie par

y.z (x.¥)(x.2)
I x 112 Il x|

(1*8),(»,2) = » VxER™I\{0},y,z€ R("7+)‘

On sait [9] que, pour n =2, (P,(R),g) est un espace symé-
trique riemannien a courbure sectionnelle constante = + 1 et, par
conséquent, il est projectivement plat (proposition 0).

Ses symétries sont données par s,, = m,(C,,) avec C,,€0(n + 1)

défini par :
X.y
C,(x) =2 W y—x (ou yEnl(m)).

En dérivant (7), on obtient facilement que la submersion =
est une application projective de R™!\{0} muni de la connexion
plate triviale sur P,(R) muni de la connexion de Lévi-Civita V
de g. Plus précisément, on a :

- B(m), (¥, 2) =—

x.y x.z
T, n(2) — T, 7 (»), ®
llx 112 (2) lx II? (

Vx ER™N\{0}, y,zE€R"™!

PGL(n+ 1,R) est le groupe des transformations projectives de
(P,(R), V) [3]. En fait,si ¢ = m,(B)EPGL(n+ 1,R), ona

B(9) (X,Y) = ay(X) 9, (Y) + o, (Y) ¢,.(X) (€))
ou oy estla 1-forme exacte sur P,(R) définie par

Il x I

IB(x) |l

oy =dLogh,hom(x) = Vx € R"1\{0}. (10)
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Il en résulte que le groupe des transformations affines de
(P,(R), V) est

#(P,(R), V) =PO(n + 1) = m1y(O(n + 1)) ~ O(n + 1)/{£ 1,,,}.

En utilisant la propriété, pour un difféomorphisme local pro-
jectif Y :(M,V) — (M, V') d’étre déterminé par son jet d’ordre
2 en un point lorsque M est connexe, on montre facilement le

LEMME 1. — Pour tout difféomorphisme local projectif
Y:(U,Vl,) — (P,(R),V) ou U est un ouvert connexe de
P,(R), n =2, il existe un unique ¢ EPGL(n+ 1,R) tel que
¥ =9l

LEMME 2. — Soient M, et M, deux ouverts connexes de P,(R),
n>2, M, T) 2 M, T, e By, T,) S My, T, ) s
revéttimergs univeﬁels Effines. Pour tout difféomgrphisme projectif
VM, V) — M, Vz), il existe un unique ¢ €PGL(n + 1,R)
telque p,o Y = ¢IM, op,.

Démonstration. — Soit ¥ : (1\7[1, ) — (I\~42,§/2) un  difféo-
morphisme projectif et soit U un ouvert connexe de M, tel que
p,lg soit un difféomorphisme de U sur louvert pl(ﬁ) =U de
M,. Alors (p,° w)lﬁO(pllﬁ)”l est un difféomorphisme local
projectif de (U, V’U) dans (P,(R), V). Par conséquent (lemme 1),
il existe ¢ € PGL(n + 1, R) telque:

¢|U = (P2° ‘P)|~° (p1

p,o ¥ et ¢|Mlo p, sont des difféomorphismes locaux pro-
jectifs de (MI,V) dans (P,(R), V) coincidant sur l'ouvert U.
Comme M est connexe, on a donc: p,° ¥ = ¢|y °p,. L'uni-
cité de ¢ est triviale.

|5

La proposition suivante se déduit aisément du lemme 2.

PROPOSITION 1 — Soit M un ouvert connexe de P,(R), n=2,
et soit (M V) £ M, V|M) le revétement universel affine. Il existe
un unique homomorphisme j: Q”(M V) —2M, VIM tel que:

j(Wep=poy , VYEPM,T). (11)
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En outre, la suite 0 —> w, (M) —>3”(ﬁ,'¥7) ——’.—>.¢’(M,V|M) —0
est exacte.

Démonstration. — Soit ¢ G?(ﬁ, ‘VV) et soit ¢ EPGL(n + 1, R)
associé a Y par le lemme 2. On vérifie facilement que ¢IM est un dif-
féomorphisme de M. On peut donc prendre j(y) = ¢ {M EPM, VlM).
Les propriétés de j sont évidentes.

2. Espaces symétriques associés a certains endomorphismes de R"*!.

a) Pour tout endomorphisme A de R"™!, on note ‘A son
adjoint (*A(x).y = x.A(y)). On désigne par H,,,, n>2, len-
semble des endomorphismes auto-adjoints A de R"'! (A= A)
ayant au moins une valeur propre strictement positive. E, est I'en-
semble quotient de H,,, par larelation d’équivalence

A'~A= A"=2A,1>0.
p:H,,, — E, estlasurjection canonique.

Le groupe projectif PGL(n + 1, R) opére naturellement a
gauche dans E, par

m,(B). p(A) = p(‘B"'AB™'), BEGL(n+1,R), AEH,,,.

(n+1)(n+2) .

Il y a exactement — orbitesde PGL(n + 1, R)
dans E,, qu’il est commode de repérer au moyen d’un couple
d’entiers comme suit : pour tout A€H,,,, la dimension du noyau
de A et lindice de la forme quadratique A(x).x ne dépendent
que de p(A) =a€E,. On les note respectivement c(a) et i(a)
(i(a) est égal a la somme des multiplicités des valeurs propres stric-
tement négatives de A) :

Pourtout a€E_, ona 0<i(a)<n—c@)<n.

n?

Il est facile de vérifier que, pour tout couple (k,%) d’entiers
vérifiant 0 < L < n -k < n, I'’ensemble

E (k,%) ={a€E,|lc(a) =k ; i(a) = &}
est une orbite du groupe projectif PGL(n + 1, R) dans E, et que

E" = o<9<§)-k<n E”(k’Q)‘
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b) Soit a€E,. On note M? louvert de P,(R) défini par:
7 I(M% = {x ER™|A(x).x > 0; p(A) =a}.

I1 est clair que M? est connexe. En outre,on a :

LEMME 3. — Soit a€E (k,9), n=22, 0<8<n-k<n.
(i) Si k+ 2 =n, M* estdifféfomorphed R".

(i) Si k+828=n-1, m,(M% est isomorphea Z .

(ii) Si 0<k+8&<n-2, m,(M% estisomorphed Z, .

Démonstration. — Soit  (e;);_, .. ,+; une base orthonormée

de R™! telle que, pour AE€p~!(a), on ait A(e;) = \,e; avec

;=0 si i=1,..,k; ;<0 si i=k+1,...,k+2; \,>0
sii=k+¢+1,...,n+1.

Soit ¥ le difféomorphisme de R"™! défini par

k+RQ k+R n+1

k
v =Y xe + ¥ e+ Vi+ Y 2 Y i
i=1

1
izk+1 vV —N; j=k+1 k1 VN

pour tout x = (x,,..., X,,;) €ER™!.
Un calcul élémentaire montre que, pour
x € RF*2 Sn-(k'+9) c R
ona: A(WX)). y(x)=1.

Soit Y, la restriction de ¥ 4 la sous-variété R¥*%x §n-(+0)
Alors oy, : R¥ ¥ x §n-**) — M? est un revétement a deux
feuillets et le résultat s’en déduit immédiatement.

c) Soit a€E, quelconque. On considére, sur M*, la l-forme

exacte :
A(x).x

Il x |12

Vx €~ 1(M?), (12)

1
v,=— —dLogu,; A€pYa); m*u,(x) = >0,

¢ 2

qui définit une connexion linéaire sans torsion V¢ sur M‘, pro-
jectivement reliée & V|ya :

V%Y = %, Y + 7, (X)Y + 7, (") X. (13)
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LEMME 4. — 7% = 1r| 1 3) est une application projective
™

de w (M%), munie de la connexion plate triviale, sur (M?, V%)
et, VxEn !M?), Vy,z€ER™! ona:
A(x).y A(x).z
b S x”(z) —
A(x).x A(x).x
Ce lemme se déduit aisément de (8), (12) et (13).

B(m) (¥, 2) = —

T,7(¥) (A€p~!(a)).

PROPOSITION 2. — Pour tout a€E,, n=>2, (M*,V%) est un
espace symétrique affine projectivement plat.

Démonstration. — A tout m € M®, on associe 'endomorphisme
C,, de R"™! donné par:

A(y).x
C (x)=2 ——y—x ot A€EpYa) et yEni(m).
" A(Y).y P
Il est clair que C,,(y) = y etque
AC, (x).C,(x") = A(x).x", Vx,x'€RM!, (14)

On en déduit aisément que C,, est un automorphisme invo-
lutif de R™*!.

On pose s,, = m,(C,,) lM" . En utilisant (4), (14) et le lemme 4,
on montre que s, est une transformation affine de (M?, V%) et
elle est involutive car C,, Tlest. En outre, on vérifie que m est
P'unique point fixe de s,, appartenant a 'ouvert

M®N {w(x)|x ER™!; A(y).x > 0}.

Par conséquent, (M*,V? est bien un espace symétrique affine.
Comme (P, (R), V) est projectivement plat, il résulte trivialement
de (13) que (M?, V%) D’est également.

PrOPOSITION 3. — Soient a et bEE,, n=>2. Les espaces
symétrigues (M®, V%) et (MP,V®) sont isomorphes si et seulement
si a et b appartiennent d une méme orbite de PGL(n + 1, R) dans
E,. Dans laffirmative, les isomorphismes de (M*,V?%) sur M2, vd)
sont les applications ¢lMa ou ¢€PGL(n + 1,R) vérifie b=¢.a.

Démonstration.
(i) Supposonsque b =¢.a ou ¢ EPGL(n + 1, R).
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Soient A€ p~!(a) et CE(my)"!(¢)- Alors
B ='C'AC 1 €p1(d).
Pour tout x € R"*!
x EnI(M?) == A(x).x > 0« BC(x).C(x) > 0 <= C(x)En"(M?.
Donc, y = ¢| , est bien un difféomorphisme de M* sur M” .

En appliquant la formule (4) aux deux membres de Iégalité :
Yyomi=mqbo C| ., ., on obtient, pour x €7~ '(M*),y ERM!,
7z E Rn+l , T (M%)

By (T (), Tw(2)) = B(7°) ey (C(¥) , C(2))
- Tﬂ(x)lp(ﬁ("ra)x(y) Z))

d’ou I'on déduit, au moyen du lemme 4, §(¢) = 0, ce qui exprime
que ¢|Ma est un isomorphisme de (M?, V%) sur (M?, v?).

(i) Soit ¢ :(M?, v4) — (M?, V%) un isomorphisme. Alors
Y est un difféomorphisme projectif de (M",VlMa) sur (M”,V| 5) -
M
Le lemme 1 assure qu’il existe ¢ € PGL(n + 1, R) telque ¢ = ¢IM" .
Soient A € p~'(a), BE p~1(b),CE (1)) (9).
Comme ¢ est un isomorphisme, on déduit du lemme 4 que

BC(x).C(») _ A(x).y
BC(x).C(x) A(x).x

V(x, y) €Em~(M*) x R"*1,

Il en résulte que B = A'C"1AC™!, A > 0.

Par conséquent, b = p(B) = ¢.a.

COROLLAIRE 1. — Pour tout a€E,, n=>2, le groupe des
transformations affines de (M°, V%) est donné par :

LM, V%) = {$|e| ¢ EPGL(n + 1,R) ; ¢.a = a}.

3. Domaines symétriques de I’espace projectif P, (R), n = 2.

Dans tout ce qui suit, on appellera domaine symétrigue de
l’espace projectif P,(R), un espace symétrique affine (M, V) ou
M est un ouvert connexe de P,(R) et la connexion linéaire V est
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projectivement reliée a4 la restriction 4 M de la connexion V de
Lévi-Civita de la métrique de Fubini de P,(R). Il résulte de la
définition que tout domaine symétrique de P,(R) est projective-
ment plat. En outre, les espaces symétriques affines (M*, V%), a€E,,,
construits plus haut sont des domaines symétriques de P,(R) au
sens ci-dessus. On montrera plus loin (théoréme 1) que ce sont les
seuls.

PROPOSITION 4. — Soit M un ouvert connexe de P,(R), n=>2,
muni d’une connexion linéaire sans torsion V, projectivement reliée
a VlM et dont le tenseur de courbure est paralléle. Alors, il existe
ununique a<€E, telque:

_ MCMe,
__v=va|M‘

Démonstration.

(i) unicité : supposons que MCM*NM? et v=y* v = V2 M
et fixons A€p~'(a), BEp~'(b). Alors les fonctions u, et ug
définies par (12) sont telles que le rapport ug/u, soit constant sur
l'ouvert connexe M. On en déduit B=AA, AER, A >0, d’ou
b=a.

(ii) existence : la connexion V étant projectivement reliée a
V|M, on a, pour tout couple_ (X,Y) de champs de vecteurs diffé-
rentiables sur M: VyxY = VY + a(X)Y + «(Y)X, ou o« est
un 1-forme différentiable sur M.

Par dérivation, on en déduit le tenseur de courbure R de (M, V):

R(X,Y)Z =2(Y,Z)X —g(X, 2)Y + (Vxa(Y) — Vya(X))Z
+ V4a(2)Y — Vya(Z)X + a(Z) (a(Y)X — a(X)Y)

d’ou 'expression du tenseur de Ricci S de (M, V)
S(X,Y) = (n — DX, Y)+ Vxa(Y) —n Vya(X) + (n — ) a(X)(Y).

Le tenseur Q qui se déduit de S par la formule donnée en
I.1.c) est alors égal a :

QX,Y) =g(X,Y) — VyaX) + a(X)a(Y). (15)
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En exprimant que VQ = 0, on obtient, par un calcul direct,
I’équation :
¥y = W y) aX) = 26(2) Ty alX) + 2 &(Y) T, (X)
+ a(X) (V,a(Y) + Vya(Z)) - 2a(Z) (X, Y) — a(X)2(Y,Z)
—aY)gX,Z) — 4aX)a(Y) a(Z). (16)
On déduit de (16) que la différentielle da de la 1-forme «
1 _
vérifie, compte tenu de da(X,Y) = 5 (Vg a(Y) — Vya(X)),

V,da(X,Y) =2 a(Z)da(X,Y) + a(X)da(Z,Y) + a(Y) da(X, Z)

d’ou :

Vi da(X,Y) = 3 a(X)da(X,Y) et V,da(X,Y) =3 a(Y)da(X,Y).
an

En dérivant (17), on obtient :
(VyVy — Vy ¥y — Vixy)) da(X,Y) = 6 (da(X,Y))?
= —da(R(X,Y)X,Y) — da(X,R(X,Y)Y) = da(g(X,X)Y
—g(X, V)X, Y) + da(X, g(X, Y)Y — g(Y,Y)X) = 0.
La 1-forme « est donc fermée et on peut recouvrir M par des
ouverts connexes (U;);c; tels que les 1-formes a'”i soient exactes.

_1
2

En reportant dans (16), on trouve que f, est solution de I’équa-
tion linéaire
v, vy — V—ﬁzy) df;(X) + 2Z(f;) (X, Y) + X(f;) 8(Y,Z)
+ Y(f,.)g_(X,Z)=0. (18)

On pose aIsz dLogj;.,]}:U]-—>Rf.

Considérons la fonction réelle h,. définie sur Iouvert
\7 =1r“(UI-) de R"*! par:

B (x) = IxI2(f;e m) (x) >0, VXEV;.
En utilisant (8) et (7), on montre que la dérivée troisiéme de
h; s’exprime par :
(D3h),(t,y,2) = |x|? [VVEf (T, (), T,m(p), T,m(2))
+ 2(7*g), (¥, 2) D(fj o M), () + (7%g), (¥, ) D(f; o m),.(2)
+ (1%g),(z, ) D(f; o ), ()]
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et, compte tenu de (18) et de la connexité de U;, il en résulte que
h,. est la restriction a2 V; d’un polyndme homogéne de degré 2,
A (x).x ’
llx? .
Vx€E€V,. Posons a; =m(A)EE,. Il est clair que U; CM~
et que VIU_ = Va"|U,. En utilisant la partie (i) de la démonstration
j i
et la connexité de M, on vérifie aisément que aj(=a) est indé-
pendantde jEJ.

c’est-a-dire qu’il existe A.E€H tel que f, o m(x)=
j n+1 j

THEOREME 1. — Les espaces symétriques affines (M?%, V%),
a€E,, sont les seuls domaines symétriques de l'espace projectif
P,(R), n=>2.

Démonstration. — Ce théoréme est une conséquence simple
de la proposition 4. En effet, si (M, V) est un domaine symétrique
de P,(R), il satisfait aux conditions de la proposition 4 qui assure
qu’il existe un unique a€E, tel que MCM? et V= V“IM . La
connexion linéaire V étant compléte et M? étant connexe, on a
évidemment M = M? .

Les calculs faits dans la démonstration de la proposition 4 peu-
vent &tre aussi utilisés pour prouver le théoréme suivant.

THEOREME 2. — Soit a€E (k,), n=22,0<e<n-k<n.
(i) Si k=n, Ulespace symétrigue (M°, V%) est isomorphe
a R" munide la connexion plate triviale.

(i) Si k=0, (M®?,V%) est un espace symétrigue pseudo-
riemannien de signature (n— 2,%), d courbure sectionnelle cons-
tante > 0.

(i) Si 1 <k <n -1, (M®,V?) n’est pas un espace symétrique
pseudo-riemannien.

Démonstration. — Il résulte de (15) que

X, Y) =

1 _ _
- SUXY) = E K, Y) - T, 00 + 7,0 7,0

n —

ou v, est la 1-forme donnée par (12).
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~ On en déduit que, pour x €7 '(M*),y,zER™!, on a
(m*Q), (¥, 2) = (1*8) (¥, 2) — D(7*y,), (¥, 2)

T % (B(M), (¥, 2)) + (7%7,),.(¥) (T%7,)(2)
d’ou, compte tenu de (7), (8) et (12) :

_AD).z _ (Ax).y) (A(x).2)
A(x).x (A(x). x)? (19)

Q. (¥,2) = (7*Q%), (¥, 2)

ol A€p(a).

Le champ de tenseurs Q® étant paralléle sur (M?, V%) connexe,
le rang et lindice de la forme quadratique Q?(¢, §) sont constants
sur M?. Pour les calculer, considérons un vecteur propre x de A
pour une valeur propre A >0 et tel que A(x).x =1. L’applica-
tion tangente T,m induit un isomorphisme de W = (Rx)' sur
I’espace tangent T,,(x) (M?) et, pour tout y€EW, ona:

O (¥, ») =A0).y.

Le rang de Q°(¢,%) est donc égal & n— k et son indice est
égala X.

@DSi k=n, Q*=0 et, comme (M*,V% est également
projectivement plat et simplement connexe (lemme 3), (M%, V%)
est donc isomorphe a I’espace plat R”.

Plus précisément, soit (e,,..., e,) une base de Ker A et e,,,
un vecteur directeur de (Ker A)*. On vérifie alors aisément que la
complétion projective

n
(x;,...,x,)ER" — W(Z x;e; + enﬂ) €P,(R)

i=1
est un isomorphisme de R" sur (M?, V9).

(i) Si k=0, Q% est une métrique pseudo-riemannienne de
signature (n—%,%) sur M? et sa connexion de Lévi-Civita est
égale & V4. Comme S% = (n — 1)Q%, on en déduit que (M?, V%)
est un espace symétrique pseudo-riemannien, de signature (n — £, %)
a courbure sectionnelle constante = + 1 (pour la métrique Q%).

On remarque que, si, en outre, £ = 0, (M?, V%) est isomorphe
a (P,(R), V).
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(iii) Supposons 1<k<n-1. Alors le tenseur Q% est
dégénéré en tout point de M?. Cherchons les champs de tenseurs
T sur (M?,V® 2 fois covariants, symétriques et paralléles. L’équa-
tion VT =0 s’écrit également, en introduisant le champ de ten-
seur T = (7#)*T sur 7~1(M%),

D"I"x(t) ¥, 2) = T(E("),(t, ), T,w(2)) + T(T, n(y), B(n®),(t,z)
Vx En~!(M?), Vy,z, t€ER"!,

En appliquant le lemme 4, on en déduit :

- A(x). t - Ax).y -
DT, () (y,2) + 2 A x T,(y,2) + AR % T, (¢,2)
A(x).z

T.(», =0 (20
ACx) % U, 0 (20)
ot A€p(a).

La condition d’intégrabilité de (20) s’écrit, compte tenu de (19),

Q) (1, )T, (y,2) + Q) (¥, DT, (z, ) = Q) (z,)T, (v, u)
+ QY (», 2)T,(¢t, u). (21)

En échangeant, dans (21), les couples (v, t) et (z,u) et en
comparant avec (21), on voit que cette condition d’intégrabilité est
équivalente a

Q) (t, T, (v,2) = Q(y, 2) T (t,u), VxEa'(M),
Vy,z,t,u€ R,

Puisque k< n -1, on en déduit, compte tenu de (20) que:
T=AQ%, AER.

Comme k=1, T est donc dégénéré et 'espace symétrique
(M?%, V%) n’est pas pseudo-riemannien.
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III. ESPACES SYMETRIQUES CONNEXES
PROJECTIVEMENT PLATS

1. Cas simplement connexe.

Soit a€E,, n=22. On note (ﬁ“,'v”“)—”'% M?,v%) le re-
vétement universel affine du domaine symétrique (M?%, V%) de
P,(R). (M%,V%) est un espace symétrique affine projectivement
plat.

La proposition suivante se déduit aisément de la proposition
3 et du lemme 2.

PROPOSITION 5. — Soient a et bE€E,, n=72. Les deux pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

(i) a et b appartiennent a une méme orbitede PGL(n + 1, R)
dans E,, .

(ii) Les espaces symétriques (ﬁ“,‘;“’) et (ﬁ”,gb) sont iso-
morphes.

THEOREME 3. — L'application a €E,+—> (M@ , 79 définit, par
passage aux quotients, une bijection de l'ensemble des orbites de
PGL(n + 1,R) dans E, sur I’ensemble des classes d’isomorphisme
d’espaces symétriques affines, connexes, simplement connexes, pro-
jectivement plats et de dimension n = 2.

Démonstration. — En raison de la proposition 5, il suffit de
montrer que, pour tout espace symétrique affine (M, V) connexe,
simplement connexe, projectivement plat et de dimension »n =2,
il existe a€E, tel que (M, V) soit revétement affine de (M?, V?).
Comme (M, V) est projectivement plat, il existe un ouvert U de
M et un difféomorphisme projectif V¥ : (U, V|,) — (U',Vlul) ol
U’ = Yy (U) est un ouvert de P,(R). Soit V' limage par ¢ de
V|U. La connexion linéaire V' est projectivement reliée a V|U,
et son tenseur de courbure est paralléle. On déduit de la proposition
4 quil existe a€E, tel que U'CM? et V'=V“|U.. L’espace
symétrique affine connexe (M,V) étant simplement connexe, il
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en résulte qu’il existe un unique isomorphisme E M, V) — (ﬁ“ 5")
vérifiant p° o ‘1’|u ¥ (cf. [4], theoreme 7.8). En particulier, on
obtient que (M, V) est isomorphe a (M“ V).

2. Cas général.

Dans la suite, pour alléger les notations, le centralisateur
Z M(M,V)? (M, V) du groupe des transvections d’un espace symétrique
affine (M, V) dans le groupe des transformations affines de (M, V)
sera noté ZM, V).

ProPoOSITION 6. — Soit a€E (k,%), n=>2, 0<k<n-1,
0<e<n-—k. Alors Z(M*, V%) = {IdMa}.

Démonstration. — D’aprés la proposition 3, on peut supposer
que a = p(A) ou A est 'endomorphisme de R™! qui s’exprime
dans une base orthonormée (e,,..., e,,,) par

A(e;) =0 si 1<i<k

A(e;)) =¢€e; si k+1<i<n+1
—1 pour k+1<i<k+?

avec €i=l+1 pour k+2+1<isn+l.

n+1

Pour tout endomorphisme B de R""!, onpose B(e)=Y Ble,.
i ya i “j

Il résulte du corollaire 1 que & (M?, V%) = {wo(B)IMalB € G}
ou G est le sous-groupe de GL(n + 1, R) dont les éléments vérifient :

n+1
g z eprPBip=ei6ii pour i,j=k+1,...,n+1
( p=k+1

B/=0 pour i=1,...,k et j=k+1,...,n+1.

En utilisant les propriétés classiques [6] de l'algébre de Lie du
groupe des transvections d’un espace symétrique, on vérifie que
lalgébre de Lie de ¥ (M?, V%) est naturellement isomorphe a
Palgébre de Lie L des endomorphismes C de R”""! vérifiant
eCl+¢C/ =0 pour i,j=k+1,...,n+1;Cl =0 pour
i=1,...,k e j=1,...,n+1. Le groupe des transvections
“ (M, V%) étant connexe, on a :
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ZM?, v = {7r0(B)|Ma IBEG; Ad(B)C=C, VCEL}.
Un calcul direct facile montre que, pour BEGL(n + 1, R),
AdB)C =C VCEL<+<B=A,,, A\ER*.
Donc Z(M?, V%) = {IdMa}.

Remarque. — Par la méme méthode, on montre également que,
si k=n, Z(M*,V?) est isomorphe & R", ce qui se déduit aussi
du théoréme 2.

THEOREME 4. — Soit (M, V) un espace symétrique affine connexe
projectivement plat, de dimension n = 2. Alors M, V) est

— soit un revétement affine du tore plat T" = R"/2"

— soit un revétement affine de (M®,V*) avec a€E,(k,X),
0<¢<n-k-1<n-1.
— soit isomorphea (M*, V*) avec
a€E (k,n—k), 0<k<n-1.

Démonstration. — Le revétement universel affine (l\~ﬁ, 6) de
(M, V) est un espace symétrique affine connexe, simplement connexe,
projectivement plat, de dimensigg n = 2. Il résulte du théoréme 3
quiil existe a€E, tel que (M,V) soit isomorphe a (M“,V*?).

() Si a€E, (n,0), (M, V) est isomorphe 2 R" plat d’aprés
le théoréme 2 et (M, V) est donc un revétement de T".

(i) Si a€E (k,n—k), <k<n —1 on déduit du lemme
3 et de la proposition 6 que (M V) = (M V) est isomorphe a
M?,v9).

(iii) Si a€E_ (k,9, 0< n—k—l n—1,m,(M) peut
étre considéré comme sous-groupe de Z(M" V") Soit

j 39”(M", V) —2(M?, v9)

I’homomorphisme surjectif construit dans la proposition~l. E induit
un homomorphisme surectif, encore noté j, de & (M?, V%) sur
& (M?,v?). Comme Kerj=m (M%) est discret, on obtlent en

dérivant j, un isomorphisme j, de l’algebre de L1e de & (M“ v“)
sur celle de & (M?, V?). Les algébresde Lie g (M" , V") de ¢ (M“ , V")
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et g(M?, V%) de ¢ (M?, V%) sont alors reliées par
g (M?, V%) = j,(g(M?, 7).
Les groupes de transvections étant connexes et j, étant un iso-
morphisme, on a, pour tout ¢ €& (M*, v¢),
Y EZ(Me, 7%) = Ad()E = &, VEEg(V?, 77)
= A & =74, VEEGM, Vo) = j(y)EZM, v%).
Compte tenu de la proposition 6 on a donc
Z(M°, V%) = Kerj = m,(M°).

Il en résulte que w,(M) est sousgroupe de =,(M?), ce qui
montre que (M,V) est bien revétement affine de (M?,V?).

IV. TRANSFORMATIONS PROJECTIVES
DES ESPACES SYMETRIQUES

Soit M une variété munie d’une connexion linéaire sans tor-
sion V. On dit qu'un sousgroupe J€ du groupe & (M, V) des
transformations projectives de (M, V) est trivialisable s’il existe
une connexion linéaire V' sur M, projectivement reliée a V
ettelleque e C A M, V).

LEMME 5. — Soit (M, V) un espace symétrique affine. Pour que
PM, V) soit trivialisable il faut et il suffit que PM,V) =/ (M, V).

Démonstration. — La condition est évidemment suffisante.
Supposons que Z(M, V) =/ (M, V') avec
VY — V3 Y = a(X)Y + a(Y)X.

Pour tout m€M, la symétrie s, de (M,V) en m vérifie
Sy EA M, V) et s, €E/(M,V"). D’ou

a(X) = a((s,)4X), VXEXM).
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On aura donc, pour tout ¢€T, (M),
Dot a=0,V =V et ZM,V) =M, V).

PROPOSITION 7. — Soit (M, V) un espace symétrique affine
connexe de dimension n = 2. Une condition nécessaire d’existence
d’une transformation projective non affine de (M, V) est que (M, V)
soit projectivement plat.

Démonstration.

(i) Il résulte de la proposition 0 que tout espace symétrique
de dimension 2 est projectivement plat.

(ii) Pour n =3, le tenseur de courbure de (M, V) étant pa-
ralléle, il en est de méme de son tenseur projectif P. La proposition
est donc une conséquence triviale du lemme suivant :

LEMME 6. — Soit M une variété connexe de dimension n =3
munie d'une connexion linéaire sans torsion V dont le tenseur
projectif P est parallele. Si PM,V) #LM,V), alors (M,V)
est projectivement plate.

Démonstration. — Soit ¢ EPM , V), ¢ EL (M, V).

B(9) (X, Y) = a(X) $4(Y) + a(Y) $,(X), @ #0.

Pour tout couple (X,Y) de champs de vecteurs différentiables
sur M, on a donc V¢‘X(¢*Y) = 0, (V4 Y + a(X)Y + a(Y)X) et,
en dérivant (7), on obtient, en raisonde VP =0,

Vo, w(9:(P(X,Y)Z)) = ¢, (Vy (P(X,Y)Z) + «(W)P(X,Y)Z
+ a(P(X,Y)Z)W) = ¢, (Vy(P(X,Y)Z) + 3a(W)P(X,Y)Z
+ a(X)PW,Y)Z + a(Y)P(X,W)Z + o(Z)P(X,Y)W)
ce qui s’écrit
20(W)P(X,Y)Z + a(X)P(W,Y)Z + a(Y)P(X,W)Z + «(Z)P(X,Y)W
=a(P(X,Y)Z)W. 22)
On en déduit, compte tenu de
Tr{W — P(W,Y)Z} = Tr(P(Y,Z)) = 0 [8],
2a(P(X,Y)Z) = na(P(X,Y)Z) = 0.
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La relation (22) est donc équivalente a
20(W)PX,Y)Z + a(X)P(W,Y)Z + a(Y)P(X,W)Z
+ a(Z)PX, Y)W = 0. (23)

Soit m €M un point tel que «,, # 0 et soit 7€ T, (M) tel
que «, (1) =1. Il résulte de (23) que, pour ¢, 7,$€T,,(M), on a

2P, (¢, m§ + a,(OP, (T, DS + a,(MP (&, 1)
+ o, P, E, nr=0. (24
Si, en outre, &£, n, { €Ker «,, , larelation (24) entraine
P, mE=P, ¢, =P, (r,m=P,(r,n)7=0.

Comme T,,(M) = R7® Kerc,,, onabien P, =0.

m

Le champ de tenseurs P étant, en outre, paralléle sur (M, V)
connexe, il est donc identiquement nul sur M. Il suffit alors d’apph-
quer la proposition 0.

2.

PROPOSITION 8. — Soit a€E,, n= 2. Il existe une trans-
formation projective non affine de (M®,V%) si et seulement si
a€E, (k,0) avec 0 <k <n-—1. Dans ce cas,

- —k+
_(n=k)(n 3.

dim2M*, v?) — dim&/ (M*, V%) = 5 =2. (295)

Démonstration. — Soit a€E (k,%), n=22, 0<<n-k<n.
On note dM* le bord de M* dans P,(R).

On vérifie facilement que
—~sik=0=0, oM* =¢Q,

—si 8=0 et k=1, oM? est difféeomorphe & P,_,(R) et
P,(R) = M* U dM*,

—si €21, P, (R) =M UM*UM™® ol —a=p(—A)EE,
avec A €p~(a).
On pose ¥e* = {¢ EPGL(n + 1, R)|p(0M?*) = oM?}
Ea — ﬂ—l(aMa) V] {0} C Rn+l
H? ={BEGL(n+ 1,R)|B(Z?) = Z°} = (my) (5.
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En outre, il résulte du lemme 1 que le groupe des transforma-
tions projectives de (M?, V?) est donné par
P, T = 9] JoE€T} s 2=0.
PM*, V) = {¢‘Mal¢€9€“ ; AmEeEMY  p(m)EM?} si =1,
(i) On suppose 2= 1. On pose V=KerA (o0 A€ p(a))
et W=V, Onnote ' = {x EW|A(x).x = 0} le cone d’isotropie

de la forme quadratique non dégénérée obtenue en prenant la res-
trictiona W de la forme quadratique A(x).x. Alors

Zt={x=x,+x,lx,EV, x, ET CW}.
Soient ¢!Ma EPM*, V%) CH? et BE (1)1 (¢) CH*. Comme
VCZI? et I'CZ?, ona
AB(x,).B(x,) =0, Vx, €V (26)
AB(x,).B(x,)=0, Vx, €T. 27
Soit C I’endomorphisme auto-adjoint de W défini par
C(x,).x, = AB(x,).B(x,), Vx, 6 €EW.

La relation (27) entraine que, pour tout x, €ET'\{0} et tout
Yo EW
Ax,).y, =0=C(x,).y, =0.

Comme [I' engendre linéairement W, on en déduit que
C= )\Alw , A€ER, d’ou

AB(x,).B(x,) = AA(x,). x Vx, EW. (28)

w ?

Il résulte de (26) et (28) que, pour tout x = x, + x, € R"*!,
ona
AB(x).B(x) = AA(x). x + 2AB(x,). B(x,,). 29)

Pour tout x,€V et tout x, €I, x, + x, = x appartient

a X% et, en reportant dans (29), on a
AB(x,).B(x,) = 0. (30)
Par linéarité, (30) est encore vrai pour tout x, €V et tout

x, €EW. Par conséquent, (29) implique 'BAB = AA et, comme
¢|Ma€9’(M“,V"), on a nécessairement A>0, dou ¢.a=a.
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Il en résulte que Z M, V%) = (M?,V?) (d’aprés le corol-
laire 1).

(i) Si 8=k =0, (M?, V%) est isomorphe & (P,(R),V). Par
conséquent, 2 M?, V%) et & (M*,V?) sont respectivement iso-
morphesa PGL(n + 1, R) et PO(n + 1).

Dot : dim?M‘, V%) — dim&/ (M?, V%)
n(n+1) _ n(n + 3)
2 2

(i) Si =0 et k=1, T, =KerA#{0} ou AE€p(a).

En appliquant la proposition 3, on peut supposer que A est
I’endomorphisme de R”! qui s‘exprime dans la base naturelle

(e,,...,€,,) par

Ale;) =0 si i=1,...,k; Ale;))=¢; si i=k+1,...,n+1.

=n(n+2) —

On construit alors un difféomorphisme naturel de 2 (M“, v¢)
sur le produit (GL(k,R)xGL(n—k +1,R))/R*],,, x Rk(n-k+1)
et, en raison du corollaire 1, I'image de & (M?, V?) par ce difféo-
morphisme est (GL(k, R) x CO(n — k + 1))/R*L,,, x R¥("=%+1) oy
CO(n—k+1)={CEGL(n—k+1,R)|'CC = N1, ,.,,} [3].

Il en résulte que, pour k=n, 2 (M?, V") =/ (M*, V%) (on
retrouve que toute transformation projective de I'espace plat R”"
est affine) et que, pour 1 <k<n-1, 2 M*, V%) #L(M*, V9
avec

dimPM*, V) =(n—-k)(n—-k+2)+k(n+1)

— —k+
dim s/ (M, 7¢) = & k)(n2 £r 1)

+k(n+1)
d’ol :

(n—kY(n—k+3)
2

THEOREME 5. — Soit (M, V) un espace symétrique affine
connexe de dimension n = 2.

dim#ZM*, v*) —dim&(M?, V%) =

1. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) (M, V) est revétement affine de (M*,V?) pour a €E, (k,0),
O0<k<sn-1.
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(ii) (M, V) posséde un groupe a un paramétre de transforma-
tions projectives non affines.

(iii)) ZM, V) 4 M, V).

2. Le normalisateur de l'ensemble des symétries de (M, V) dans
PM,V) est (M, V).

Démonstration.

(i) == (ii) : il résulte de (25) que, pour a € E, (k,0),
0<k<n-1, (M4 V% posséde un groupe & un paramétre de
transformations projectives non affines. Le champ de vecteurs qui
engendre un tel groupe a un paramétre, se reléve canoniquement
sur le revétement M de M? en un champ de vecteurs complet dont
le flot définit un groupe d un paramétre de transformations projec-

tives non affines du revétement affine (M, V).

(ii) = (iii) : c’est évident.

(i) = (@) : si M, V) FL4 M, V), il résulte de la propo-
sition 7 que (M, V) est projectivegem’:vplat. En raison du théoréme 3,
il existe donc a€E, tel que (M?,V?) soit revétement affine de
M, V). (M, V) #£(M,V) entraine & M*, V%) = (M*,V?) et,
compte tenu de la proposition 1, on voit que Z (M?, V%) # &« (M*?, V%).
La proposition 8 et le théoréme 4 assurent que a€E,(k,0),
1<k<n-1 et que (M, V) est revétement affine de (M?, V?).

La derniére partie du théoréme est un cas particulier du lemme :

LEMME 7. — Soit S un groupe de difféomorphismes d’un es-
pace symétrique affine connexe (M,V), contenant les symétries
de (M,V). Alors le normalisateur 4" (S) de l'ensemble des sy-
métriesde (M, V) dans 5 est égala # NAM, V).

Démonstration. — 11 résulte de Punicité de la symétrie en un
point que & (M, V) normalise les symétries.

Réciproquement, soit Y €A4(S). Alors pour tout meE€M,
Yos,o Y~! est une symétrie de (M, V) admettant Y (m) comme
point fixe isolé. On a donc Yo s, = Sy(m) © Y d’ou l'on déduit,
compte tenu de (4) et de 5, €L (M, V),

B(Y) (5,04 X); (5,), (YD) = (8 m)). (BLY) (X, Y)),
vmEM, VX, YEXM). (31
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En utilisant la propriété des symétries: (s,,),(X)(m) =—X(m),
on obtient, en évaluant les deux membres de (31) au point m :

B, (. ) =—BW), (5, m) =0, YmEM, V§ nET,M).
Donc ¢y € (M, V).

Le corollaire suivant se déduit trivialement du théoréme 5 et
du théoréme 2.

COROLLAIRE 2. — Soit (M, g) un espace symétriqgue pseudo-
riemannien connexe, de dimension n = 2 et de signature (p,n—p),
1<p<n-1, et soit V la connexion de Lévi-Civitade g. Alors,
toute transformation projective de (M, V) est une transformation

affine.

Remarque. — Le théoréme 5 fournit des contre-exemples simples
a une conjecture d’Ochiai [7] (voir aussi [1]).

On déduit de résultats d’Ishihara [2] que, si M est une variété
connexe de dimension #n =2 5 munie d’une connexion linéaire
sans torsion V telle que &£ (M,V) soit non trivialisable, et
dim?M,V) = n? + 5, alors (M,V) est localement projective-
ment difféomorphe a3 (M?, V%), a€E_(k,0), k=0 ou 1. Cela
conduit naturellement a la conjecture :

CONJECTURE. — Soit M une variété connexe, simplement con-
nexe, de dimension n = 3, munie d’une connexion linéaire sans
torsion V. Si le groupe 2 (M ,V) des transformations projectives
est non trivialisable, il existe un entier k€ [0,n — 1] et un difféo-
morphisme projectifde (M, V) sur (M“,’v”’), a€E,(k,0).

Remarque. — 11 est possible qu’il soit nécessaire d’ajouter I’hypo-
thése de transitivité du groupe Z (M, V).
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