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LWTÉûRALE DE LEBESQUE

par R. DEHEUVELS (Lille).

Les quelques pages ci-après contiennent un exposé de
l'intégrale de Lebesgue fait dans un cours de Calcul diffé-
rentiel et intégral à Lille en 1956-57. Sans en garder les détails
j'ai reproduit les démonstrations essentielles. Cet exposé,
conçu pour « tenir » dans un cours de licence, présente peut-être
l'avantage sur les exposés classiques, d'une économie de notions
et d'une motivation naturelle de chaque démarche.

L'idée de l'intégration, telle qu'elle est exposée dans Bour-
baki par exemple, est de prolonger par complétion une forme
linéaire positive qui définit en même temps la norme.

Nous proposons un procédé élémentaire pour l'effectuer,
à partir des fonctions étagées d'une mesure abstraite, qui
évite en particulier les notions de fonction mesurable et de
convergence en mesure ainsi que le recours au théorème de
prolongement par continuité.

Le lemme 2 est dû à Halmos, qui part, dans son livre «Mea-
sure Theory», d'une mesure sur un clan (ou «anneau») bore-
lien et utilise les notions de fonction mesurable et de conver-
gence en mesure, dont on peut se passer pour définir l'intégra-
tion.

J'ai appris que M. Zamansky, poursuivant un but analogue,
avait introduit de nouveaux points de vue qu'il exposera
dans des notes aux Comptes Rendus de l'Académie des
Sciences.
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I. — MESURE SUR UN ENSEMBLE

Rappelons qu'un clan de parties d'un ensemble E est une
famille non vide F de parties de E satisfaisant à l'axiome :
AeF et BeF entraînent A U B e F et A—BeF.

Si A, BeF, la différence symétrique:

A A B = ( A — B ) U ( B — A )

appartient aussi à F, ainsi que: A D B = A U B — A A B .
Un clan est donc stable par les opérations : U, 0, A.

EXEMPLES. — 1) la famille des parties finies de E. 2) sur
R" la famille F^ des réunions finies de demi-intervalles
bornés : [a, < x <; &„ i === 1, 2... n],

Un clan borélien est un clan qui satisfait en outre à l'axiome :
00

A^eF, n==l , 2, ... entraîne (jA^eF.
n=l

Pour tout clan F, les réunions de familles dénombrables
d'éléments de F forment un clan borélien: F', fermeture
borélienne de F.

EXEMPLE. — On prouve aisément que le clan F^ de l'exem-
ple 2 et la famille des ouverts bornés de R" engendrent le
même clan borélien.

Une mesure (finie) sur l'ensemble E est une «fonction
d'ensemble » (x définie sur un clan F de parties de E, à valeurs
dans la demi-droite réelle positive, vérifiant l'axiome d^addi-
tivité dénombrable :

si A,, A,, ... eF, sont deux à deux disjoints et si

Ù A.e F, alors p/Q A^ = 1 piA,
»=< \n==l / "=1

(d'où p^)==0).
Cet axiome peut encore s'énoncer :
pour toute suite décroissante B( z) Bg Z) • • • d'éléments de F

dont l'intersection est vide, lim p.(BJ == 0.
M->ao
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II en résulte que, si A Z) B : pi(A — B) == piA — piB et piA > piB.
EXEMPLES. — Sur le clan F^ de l'exemple ci-dessus, on

définit la mesure de Lebesgue :

^([a.<.r<6, i=l,2, ..., n])=î[{b,—a^

Si ç est une fonction numérique croissante sur R,
[j.([a <rc<^ &]) == ç(64')—ç(^) est une mesure sur F^.

Partant du clan F sur E, considérons le clan borélien Y"
ainsi défini: XeF" s'il existe un recouvrement de X par une
famille dénombrable d'éléments A^, n = 1, 2, ... de F. Si
Xep et YcX, YeF. r:Dr:Dr: r est la fermeture
héréditaire de P.

La mesure pi sur F permet alors de définir sur V" une fonc-
tion d'ensemble pi*, à valeurs dans la demi-droite réelle
augmentée de + °° :

^(X)==infripL(A,), A^F, XC:ÙAJ
L"=1 n=l J

qui coïncide avec pi sur les éléments de F, et qui possède
les propriétés suivantes :

a) monotonie: YcX entraîne (JL*(Y) ^pi*(X),
/ 00 \

b) sous-additivité dénombrable: y*[ | J X » ) < Î ^ pi*(Xn),
\n=l ^ / ra=l

pi* est appelée la mesure extérieure associée à la mesure p..
Un ensemble XeF^ de mesure extérieure nulle: pt*(X) = 0

est dit négligeable : aussi petit que soit £, on peut le recouvrir
par une suite d'A^eF dont la somme des mesures est << £.

Les ensembles négligeables forment un clan.

Extension d^une mesure. — Une mesure étant donnée sur
un clan F de E, on cherche à étendre sa définition par pas-
sages à la limite au plus grand clan possible contenant F, en
lui conservant naturellement ses propriétés.

Ce problème s'insert dans un problème en apparence plus
général, mais plus maniable.

Dans l'algèbre 9 des fonctions numériques finies sur E,
chaque partie X de E est représentée par sa fonction carac-
téristique Çx.
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L'espace vectoriel ê engendré par les ÇA? AeF, est Valgèbre
des fonctions étagées sur F, c'est-à-dire l'algèbre des combinai-

n

sons linéaires finies ^ ^ÇA., A,c=r.

On vérifie que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'une famille A de parties de E forme un clan, est qu'il
existe une algèbre Ïczïf telle que XeA soit équivalent à
?xeÏ.

On vérifie également que toute fonction de 8 peut s'écrire
n

d'une manière et d'une seule f= ^ C,ÇA. où les A. sont
i== '

deux à deux disjoints et les c^ deux à deux inégaux. On peut
étendre a par linéarité à ê en posant : si

f = S C,ÎA,, î ) = 2 c,uL(A,) = ffdy.
i=i i=i u

y.(f) est appelée l'intégrale de /*.
L'intégrale pi est une forme linéaire sur ê, positive, et

satisfaisant en outre à la condition (équivalente à additi-
vité dénombrable) : si l'enveloppe supérieure sup /*„ d'une
suite croissante de fonctions f^ de ê, appartient à ê, on a :
^x(S^PA)=S UP a(/n)•

Réciproquement, une forme linéaire positive sur une algèbre
Ïd.9 satisfaisant à la condition précédente est une mesure
sur le clan A associé à Ï.

Il est équivalent d'étendre la mesure (JE. ou la forme linéaire
pi à une algèbre Z)ê.

pi définit sur ê la semi-norme: Ni(/*) = C\f\du.== p.(|/'|).
n

Si f = 2 ^TA, où les A, sont deux à deux disjoints :
i=i

N.^SIc.KA,).

Inégalités. — On a : ffdu.\^ N^/*).
L'ensemble des points x où f(x) ^=- 0 est un élément de F

que l'on peut désigner par S(jf). Alors: N^/*) <sup|/l|.(Jl(S(/')).
Si Ae F, j ÇA./>^= P-(?A./*) est une forme linéaire sur ê

que l'on note f^fd^. Mais si B appartient au clan F (§ I), donc
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s'il est réunion d'une famille dénombrable quelconque d'élé-
ments de F (en général B ̂  F), on peut également définir:

JB/'<^= / ?B . fdu. = / os o s(/). fdy. = J;̂ , „ fdu.,

r.fy fdu. est une forme linéaire sur E, et L\f\du. < N,(/').
Si B est réunion d'une famille ^A^, d'éléments de F deux
deux disjoints (en général B « F) :a deux disjoints (en général B <t

X^^JVlA^^J^
,,- ^=j . . W - 2 . fd^.
' B c/ U A" n=l<yA,

n=l
ty B c/ U A" n=i<yA,

n— 1

(même égalité plus généralement avec A, = réunion dénom-
brable d'éléments de F pour chaque n).

a définit également pour chaque nombre réel p > 1, la
^

semi-norme sur g: Np(/1) == [f\f^du,]p. Les propriétés ci-
dessous, faisant intervenir N, sont également valables pour
Np. Nous avons préféré ne pas parler de Np afin de ne pas
alourdir l'exposé.

II . — INTÉGRATION

L'intégrale étant définie sur les fonctions étagées, il est
naturel d'étendre sa définition aux limites de suites |/*J de
telles fonctions pour lesquelles la suite numérique |ff,,du,
converge.

Comme j f^du.—ff,du. <N,(/,—/,) les intégrales J^rfa
d'une suite de Cauchy (pour NJ de fonctions de ë tendent
vers une limite finie. Mais peut-on associer une fonction sur
E à une telle suite?

LEMME 1. — Soit |/^ une suite de Cauchy (pour NJ de
fonctions étagées de ë. On peut en extraire une suite partielle
1/nJ, et définir une fonction f telles que, pour tout o > 0, il
existe un ensemble F§ avec uî Fg < o, la suite \f^ \ convergeant
uniformément vers f sur E — F§. Il en résultek que la suite
\fn^\ converge vers f presque partout, c est-à-dire sauf sur un
ensemble négligeable. De plus f a une valeur finie presque
partout.
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Preuve. — Soient h > 0 et E^(A) l'élément de F défini
par :

E^)=E(|/,-/,>A)
N.(/.-/',)=/|/,-^|^>J;^[^-/,|rfa>ApLE^^

La suite /*„ étant une suite de Cauchy, pour h fixé :
lim pLE,,(/i)=0.

w, n-^ oo

Soit N(/c) un entier tel que m, n ;> N(/c) entraîne :

^,(2-^X2-^
Posons ^=N(1) , ..., n, = Sup (n,_, + 1, N(/c)), ... et

considérons la suite partielle /^, /^, ... f^ ...
Soient E.^E^^-^} et F,- È,U E^, U .. •. Si ̂  F, :

\W - W 1 < \W - f^(x) | + • • • \fn^x) -fJx)

< ̂  l^(^) -A,/^) | < 5 2-z = 2—1.

D'autre part u*¥^ ^ plE^<2- fc" l.
/=k

Soit à > 0 quelconque. Choisissons k tel que 2~^1 << S
et posons Fg = F^. Sur E — F § la suite ^J converge uni-
formément, car / > i > Z ̂  /c entraîne :

W-fnWW-1

pour tout rc e E — Fg.
Soit A l'ensemble des points où la suite \f^ \ ne converge

pas : A c: F§ quel que soit à > 0 donc y*A. = Ô.
Soit f la fonction limite de la suite \f^ \ sur E — A pro-

longée par 0 par exemple sur A. f est finie en tout point de
00

^J (E — F/() donc presque partout.

LEMME 2. — Si |/^j et |g^| sont deux suites de Cauchy de
fonctions étagées de ë qui convergent presque partout vers la
même fonction f, si Von pose pour chaque BeF7 (cf. § i) :
À(B) = limjg/nda et (J.(B) = limjgg^a, X et pi sont des fonctions
^ensemble dénombrablement additives et identiques. En parti-
culier : lim j f^du, = lim j g^ du..
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Preuve. — L/additivité dénombrable de X et a s'obtient
immédiatement par passage à la limite de la propriété ana-
logue de j^fndu. ou f^gnd^.

Soit A e r. Considérons les restrictions de toutes les fonctions
à A. D'après le lemme 1, la convergence de deux suites par-
tielles : | f^ | et { g m } ^rs f est uniforme sur A — F§ avec
^Fs<ô.

Or: \fn,-g.,\<\fn,-f\+\f-g.,\ entraîne:

E,=E(|^-gJ>E)cE(l^-^>^uE(l/p-g^^^

Pour k assez grand, les deux ensembles de droite sont contenus
dans F§.

JAl^——gJ<^a<JA-EJ/n.——^J^+/EJ/»J^^+

le premier terme est inférieur £.aA.
Pour montrer que chacune des deux autres intégrales peut

être rendue arbitrairement petite pour k suffisamment grand,
il suffit de prouver qu'il existe S tel que p(.C <^ S entraîne
|J/n|^<£ pour une suite de Cauchy f^ quel que soit n:

Soit N tel que: n, m>.N entraînent Ni( /^—/„)<-^ t Si
H=Sup^|^) | ,^eE,/c=l,2, . . . N ^ , posons o=^.

Pour M < N , aC<â(Cer) entraîne: i |/n|^< H.(xA< —

Pour^^>N:JJ/,|^<JJ/t,-/,|da+^/N|^

On a donc prouvé que lim \.\fn —gm^dy.^0 si AeF,
k^00 r . rce qui entraîne naturellement: lim j^fnd^=\ïm j^gndu. pour

tout AeF.
L'additivité dénombrable permet de conclure que :

\imf^d^=\imf^g,du.

pour tout B e F7. Mais les éléments de F appartenant aux
supports de tous les /*„ et g,» forment une famille dénombrable
dont la réunion est un élément B e F' en dehors duquel f est
nulle. Donc :

lim f /. dy. == lim f^ /, da = lim jg g, da == lim f gn rfa.
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DÉFINITION. — Une fonction numérique /*, finie ou infinie^
sur E sera dite intégrable (pour la mesure pi) s^il existe une
suite de Cauchy \f^ de fonctions étagées de ê qui converge
presque partout vers f.

L'} intégrale de f sera par définition: j fdu. = lim \ fndu,.
Elle ne dépend pas de la suite |/^ d'après le lemme 2.

Propriétés immédiates. — 1. Les fonctions intégrables forment
un espace vectoriel î1 et f fdy. est une forme linéaire sur Ï'.

2. Si f = g presque partout et si g est intégrable, f l'est
aussi. On peut définir l'intégrale d'une fonction qui n'est
définie que presque partout.

3. L'ensemble des points S(jf) où f(x) =/= 0 est un élément
de F" pour toute fonction intégrable, et il existe Ag e F tel
que j fdu.— (.fd^\ < e pour tout £ > 0.

• . . f4- \f\4. Si f est intégrable, \f\ l'est aussi donc f^ == / 1 1 / '

et /-=lfl^car/||^|-!/-J|^</|/,-^^.

Ni (/*)== j \f\du. est une semi-norme sur Ï1 en vertu des
inégalités ci-dessous.

5. Inégalités :

\ffd^ <f\f\d^ f\f+g\d^^f\f\du.+f\g\d^

6. f^fdu. est définie pour tout Be P, est une forme linéaire
sur Ï1, et est additivement dénombrable. De plus, si AeF et
a ̂  f(x) ̂  b sur A : apiA <; ^ fd[f. ̂  fepiA.

Deux questions naturelles vont nous conduire au lemme 3 :
a) si f est intégrable et nulle presque partout, ffd^=0, est-ce
que réciproquement f^O et ffdu.=0 entraînent f=0 pp?
b) le lemme 1 affirme que l'on peut extraire d'une suite de
Cauchy de fonctions étagées une suite partielle |/, ^ conver-
geant pp vers f. Mais si une autre suite partielle \ g^, \ de
la même suite, converge pp vers une fonction g, que peut-on
dire de f et g? Il résultera du lemme 3 que /*== g p p . En effet
|/^===|/^—g^Jj est une suite de Cauchy de fonctions étagées
qui converge pp vers la fonction \f—g\ et l'on sait que
f\f-g\d^Q.
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LEMME 3. — Une fonction intégrable positive dont Vinté-
grale est nulle, est nulle presque partout.

Preuve. — Soit fn une suite de Cauchy de fonctions étagées
qu'on peut supposer positives convergeant presque partout
vers f. Soient h > 0 et E^(/i) l'élément de P défini par :

E,(A)=E(/,>A)
ffnd^>j^fndu.^h^{h).

Pour h fixé, lim EJA) == 0.' n->» " v /

Le reste de la démonstration se poursuit d'une manière
analogue à celle du lemme 1 : on prouve qu'une suite par-
tielle de \f^\ converge presque partout vers zéro.

Conséquences — Dans l'ensemble seminormé des fonctions
définies presque partout et intégrables, considérons le sous-
ensemble des fonctions de norme nulle, ou négligeables, 3€
et la relation d'équivalence : /*~g si f= g pp ou Ni(/*—g)==0.
Les classes d'équivalence forment un espace vectoriel L1

norme séparé. L1 == f-r/(Ï1 ri3ë).

THÉORÈME 1. — Pour toute fonction intégrable f et tout
£ > 0, il existe une fonction étagée deê : g telle que N<(/*— g) < £ :
les fonctions étagées sont partout denses dans A1 et dans L*.

Preuve. — f est limite presque partout d'une suite de Cau-
chy \f^\ de fonctions de ë. Pour m fixe, \f^—f^\ converge pp
vers \f—f^ et c'est une suite de Cauchy. Donc:

N.(/-/-J=]imJV,,-/,.|̂ .
n-x»^

On peut choisir m assez grand pour que, quel que soit
n ̂  m, le second membre soit <^ £ c.q.f.d.

THÉORÈME 2. — Ï1 et L* sont complets.
Preuve. — Si \g^\ est une suite de Cauchy de fonctions

intégrables, choisissons pour chaque n une fonction étagée
^

"* telle que N / / ^ — g n ) < — • Soit f la limite presque partoutn
d'une suite partielle \fn^' f est intégrable et

W- g.) < N,(/-7^) + N<(^-^).



392 K. DEHEUVELS

Pour n > n, > N : N , ( / — g , ) < £ + — . / 1 est donc un point

limite de la suite g^. La convergence pour la norme sera
dite « en moyenne ».

THÉORÈME 3 (ou de la convergence monotone). — Soit
\fn\ une suite croissante de fonctions intégrables de limite f.
Si lim ffndu. est finie, f est intégrable et Von a:

n^ oo '

ffdu. = J'lim f,. du. = limj7n ̂ -

Preuve. - ff^-ff^ =f^-Qdy. = N,(/,-/,) si
m >. n.

Si limjf^du. est finie, la suite |/^ est donc une suite de
Cauchy et converge en moyenne vers g. Une suite partielle
de \f^\ converge pp vers g qui est donc égale pp à f, d'où
l'énoncé.

Le corollaire suivant est évident :

COROLLAIRE. — Soit |/^ une suite de fonctions intégrables,
telles que f^x) < g{x) pour tout n et pour tout x, où g est inté'
grable, alors sup/» et lim/^ sont des fonctions intégrables et

limff^du.^ fiïm^^a.

THEOREME 4 (LEBESGUE). — Soi( {f^ une suite de fonctions
intégrables sur E convergeant presque partout vers une fonction f.
si l/nC^K F^) presque partout pour tout n, où F est intégrable,
alors :

a) f est intégrable;
b) la suite /*„ converge en moyenne vers f: limNi(/'_fn)=0

d'où ffdy. = lim ff^

Preuve. — lim \f^)—f,{x)\=0 presque partout
/n->ao, /l->oo

lim N,(|/,-/-,|) < N.dmil/,.-/,!) = 0.
Donc limN,(|/,,-/,|)==0.
Ensembles mesurables et intégrables.
Puisque

N.(/'ng,-/«gJ = N,(^-^)-(/;,__/^)

< Sup|/,|.N.(^-g,) 4- Supj^|N,(/,-/,),
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le produit de 2 fonctions intégrables bornées /*, g est une
fonction intégrable bornée : les fonctions intégrables bornées
forment une algèbre S contenue dans l'espace Ï1. Un ensemble
X est dit intégrable si <px e S. Les ensembles intégrables
forment donc un clan 8. La fonction a(X) == j ^xdu. sur 6
est une mesure d'après le théorème 3. 6 contient F et le
clan des ensembles négligeables.

Un ensemble mesurable est pas définition un ensemble dont
l'intersection avec tout ensemble intégrable est intégrable.
Les ensembles mesurables forment un clan M contenant F
et E.

Si X est mesurable et f intégrable, la fonction 9x./^ égale
à f sur X, nulle ailleurs est intégrable. En effet, si A e [\
X f l A est intégrable donc aussi Ç x n A = = 9x-?A. Si g6^»

n n

g== S WS, ?X.g== S ^?XnA,
i=l i=l

est intégrable. Si [g^ est une suite de Cauchy de fonctions
de ë, convergeant presque partout vers /*, ^9x.g/^ est une suite
de Cauchy de fonctions intégrables qui converge presque
partout vers Çx-/* qni es! donc intégrable.

L'intégrale Lfdy. est définie par: j^fd^= j fx.fd^.
C'est une forme linéaire sur lT ou L1 pour chaque XeM

et dénombrablement additive.
Mesures de Radon sur un espace localement compact E.
Elles sont définies comme les mesures pour lesquelles les

fonctions continues à support compact ou de manière équi-
valente, les ouverts relativement compacts sont intégrables.
Toute mesure de Radon sur R" s'obtient au moyen d'une
mesure sur le clan P^ des demi-intervalles bornés, en parti-
culier la mesure de Lebesgue.


