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L’INTEGRALE DE LEBESGUE

par R. DEHEUVELS (Lille).

Les quelques pages ci-aprés contiennent un exposé de
I'intégrale de Lebesgue fait dans un cours de Calcul diffé-
rentiel et intégral a Lille en 1956-57. Sans en garder les détails
yai reproduit les démonstrations essentielles. Cet exposé,
congu pour « tenir » dans un cours de licence, présente peut-étre
Pavantage sur les exposés classiques, d’une économie de notions
et d’une motivation naturelle de chaque démarche.

L’idée de l'intégration, telle qu’elle est exposée dans Bour-
baki par exemple, est de prolonger par complétion une forme
linéaire positive qui définit en méme temps la norme.

Nous proposons un procédé élémentaire pour leffectuer,
a partir des fonctions étagées d’une mesure abstraite, qui
évite en particulier les notions de fonction mesurable et de
convergence en mesure ainsi que le recours au théoréme de
prolongement par continuité.

Le lemme 2 est di & Halmos, qui part, dans son livre « Mea-
sure Theory», d’une mesure sur un clan (ou «anneau») boré-
lien et utilise les notions de fonction mesurable et de conver-
gence en mesure, dont on peut se passer pour définir I'intégra-
tion.

J’a1 appris que M. Zamansky, poursuivant un but analogue,
avait introduit de nouveaux points de vue qu’il exposera
dans des notes aux Comptes Rendus de I’Académie des
Sciences.
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I. — MESURE SUR UN ENSEMBLE

Rappelons qu’un clan de parties d’'un ensemble E est une
famille non vide ' de parties de E satisfaisant 4 I'axiome:
Ael et Bel' entrainent AUBel' et A—Bel.

Si A, Bel, la différence symétrique:

AAB=(A—B)U(B—A)

appartient aussi a [', ainsi que: ANB=AUB—AAB.
Un clan est donc stable par les opérations: U, N, A.

ExempLes. — 1) la famille des parties finies de E. 2) sur
R* la famille '™ des réunions finies de demi-intervalles
bornés: [a, <z b, t=1,2... n].

Un clan borélien est un clan qui satisfait en outre & I'axiome :
A.el', n=1, 2, ... entraine UA el

Pour tout clan T, les reumons de familles dénombrables
d’éléments de I forment un clan borélien: [, fermeture
borélienne de I.

ExempLE. — On prouve aisément que le clan ['™ de I’exem-
ple 2 et la famille des ouverts bornés de R engendrent le
méme clan borélien.

Une mesure (finie) sur Pensemble E est une «fonction
d’ensemble » . définie sur un clan [’ de parties de E, a valeurs
dans la demi-droite réelle positive, vérifiant I'axiome d’addi-
tivité dénombrable :

si A, A,, ... e[, sont deux a deux disjoints et si

O A.eT, alors y.<0 A,,>= i A,
n=1 n=1 n=1

(d’ou (g) =0).
Cet axmme peut encore s’énoncer :
pour toute suite décroissante B,DB,D ... d’éléments de I’
dont lintersection est vide, lim p.(B,,) = 0.
R>» 0
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Il en résulte que,si ADB: u(A—B)=uA —pB et pA>uB.
ExempLEs. — Sur le clan ['” de I'exemple ci-dessus, on
définit la mesure de Lebesgue:

pla<e<<b,i=1,2, .., n])= H (b; — a,).

Si ¢ est une fonction numérique croissante sur R,
w([a <<z <b])=9¢(b")—q¢(a”) est une mesure sur [

Partant du clan I' sur E, considérons le clan borélien I"
ainsi défini: X e[” s’il existe un recouvrement de X par une
famille dénombrable d’éléments A,, n=1, 2, ... de ['. Si
Xel" et YCX, Yel". I"oDI["oDTI': I" est la fermeture
héréditaire de [".

La mesure u. sur [' permet alors de définir sur [ une fonec-
tion d’ensemble u* & valeurs dans la demi-droite réelle
augmentée de + oo :

u*(X) = in [ S (A, AT, X A,,]

qui coincide avec p. sur les éléments de I', et qui posséde
les propriétés suivantes:

a) monotonie: Y X entraine p*(Y) < p*(X),

b) sous-additivité dénombrable : y.*(U X,,>< > (XL,
n=1{ n=t

w* est appelée la mesure extérieure associée a la mesure ..

Un ensemble Xel” de mesure extérieure nulle: p*(X) =0
est dit négligeable : aussi petit que soit ¢, on peut le recouvrir
par une suite d’A,e[' dont la somme des mesures est <.

Les ensembles négligeables forment un clan.

Ezxtension d’'une mesure. — Une mesure étant donnée sur
un clan [' de E, on cherche & étendre sa définition par pas-
sages a la limite au plus grand clan possible contenant [, en
lui conservant naturellement ses propriétés.

Ce probléme s’insert dans un probléme en apparence plus
général, mais plus maniable.

Dans l'algébre F des fonctions numériques finies sur E,
chaque partie X de E est représentée par sa fonction carac-
téristique y.
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L’espace vectoriel § engendré par les ¢, Ael, est algébre
des fonctions étagées sur [', c’est-a-dire I’algébre des combinai-

sons linéaires finies Z cioa, Ajel.

On vérifie que la’ condltlon nécessaire et suffisante pour
qu'une famille A de parties de E forme un clan, est qu’il
existe une algébre £ F telle que XeA soit équivalent a
(?xe‘,f.

On vérifie également que toute fonction de & peut s’écrire

d’une maniére et d’une seule f= EccpA ou les A; sont

deux a deux disjoints et les ¢; deux a deux inégaux. On peut
étendre u. par linéarité a & en posant : si

n n
f=2Zeom, pf)= 2 cu(A) f fdy.
i= i=
i (f) est appelée Uintégrale de f.

L’intégrale p est une forme linéaire sur &, positive, et
satisfaisant en outre a la condition (équivalente a additi-
vité dénombrable): si I’enveloppe supérieure sup f, d’une
suite croissante de fonctions f, de &, appartient a &, on a:

w (sup fo) = sup u (f,).

Réciproquement, une forme linéaire positive sur une algébre
{c F satisfaisant & la condition précédente est une mesure
sur le clan A associé a 4.

I1 est équivalent d’étendre la mesure p ou la forme linéaire
. a une algebre DE&.

p. définit sur & la semi-norme: N,(f) = ['|f|du = u(f).

Sif= é cioa, ol les A; sont deux a deux disjoints:
N(f) = 3 Jelu(A

Inégalités. — On a: | [ fdu|<N/(f).
L’ensemble des points z ou f(z) 5~ 0 est un élément de [
que I'on peut désigner par S(f). Alors : N,(f) <sup|f]|. #(S(f))

Si Ae I‘,fq;A.fdy.= (oa.f) est une forme linéaire sur &
que I'on note f;f dp. Mais si B appartient au clan [V (§ 1), donc
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s'il est réunion d’'une famille dénombrable quelconque d’élé-
ments de [' (en général B & ['), on peut également définir:

Jofdi = [on-fdo.= [ onasy-fds= fo,.nldu,
U{;fdy. est une forme linéaire sur E, et ﬁ]f}dg < NJ(f)-

Si B est réunion d’une famille {A,}, d’éléments de [' deux
a deux disjoints (en général Bel'):

];fdyt:f de—ZJ fdp.

ll:

(méme égalité plus généralement avec A, = réunion dénom-
brable d’éléments de [' pour chaque n).
w définit également pour chaque nombre réel p>1, la

semi-norme sur §: Np(f)=[J|f|"dy.]p. Les propriétés ci-
dessous, faisant intervenir N, sont également valables pour

N,. Nous avons préféré ne pas parler de N, afin de ne pas
alourdir I’exposé.

II. — INTEGRATION

L’intégrale étant définie sur les fonctions étagées, il est
naturel d’étendre sa définition aux limites de suites {f,| de

telles fonctions pour lesquelles la suite numérique jfndgx
converge.

Comme Uf,,, du. —ff,. dy.lg N,(fa—f.) les intégrales Jﬁfnd‘u.
d’une suite de Cauchy (pour N,) de fonctions de & tendent

vers une limite finie. Mais peut-on associer une fonction sur
E a une telle suite?

Lemme 1. — Soit {f,} une suite de Cauchy (pour N,) de
fonctions étagées de 6. On peut en extraire une suite partielle
{f..}, et définir une fonction f telles que, pour tout ¢ >0, il
existe un ensemble Fy avec u'Fy<c, la suite {f, } convergeant
uniformément vers f sur E — F;. Il en résulte que la suite
{fn,} converge vers f presque partout, c’est-a-dire sauf sur un
ensemble négligeable. De plus f a une valeur finie presque
partout.
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Preuve. — Soient h>0 et E, (k) I'élément de [' défini
par:
Epn(h) = E(|/fa—fo| > R)
Nolfw—t) = [l Fildp-> [o o\ fa—Fildp > haB (b)

La suite f, étant une suite de Cauchy, pour A fixé:

lim pE,,(h)=0.

m, >0

Soit N(k) un entier tel que m, n> N(k) entraine:
wE . (27F) < 27k

Posons n, = N(1), ..., n, = Sup (n,_, + 1, N(k)), ... et
considérons la suite partielle f,, f.., ... fu, ---

Soient E,—=E,, (27 et F,=E,UE,.,U--. Si zeF,:
o) — £o @) | < fol@)— Lo @)+ - f (2) — o)
< Slh@ —fh @< S 2 =2

D’autre part w*F, << 3 vE, <27%1,
1=k

Soit & > 0 quelconque. Choisissons k tel que 27! <&
et posons Fy = F,. Sur E —F; la suite {f,} converge uni-
formément, car j >t >l >k entraine:

Ifo@) —fu (@) << 27

pour tout ze E —F.

Soit A I’ensemble des points ou la suite {f, | ne converge
pas: Ac F; quel que soit ¢ > 0 donc p*A = 0.

Soit f la fonction limite de la suite {f,{ sur E — A pro-
longée par O par exemple sur A. f est finie en tout point de

U (E—F,) donc presque partout.
k=1

Lemme 2. — Si {f,} et {g,} sont deuz suites de Cauchy de
fonctions étagées de & qui convergent presque partout vers la
méme fonction f, si lon pose pour chaque Bel" (cf. § 1):
AB)= limﬂf,,dy. et w(B)= limﬁg,, du, A et w sont des fonctions
d’ensemble dénombrablement additives et identiques. En parti-

culier : lim f frdy=lim f g.du.
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Preuve. — L’additivité dénombrable de A et u s’obtient
immédiatement par passage a.la limite de la propnete ana-
logue de JBf du. ou ﬁg,,dp.

Soit Ael'. Con51derons les restrictions de toutes les fonctions
a A. D’apres le lemme 1, la convergence de deux suites par-
tielles : { o} et {gn} vers f est uniforme sur A—F; avec

u*F 5 << °.

Or: |f,, — &n|<|fo,—f|+|f—gn,| entraine:

By E(f,,— 8] > ) < E(If—11> 5 JUE(F— £ > )

Pour k assez grand, les deux ensembles de droite sont contenus
dans Fj.

Julfi—gmldn < [ g lfri—gmldi+ [ \foldu + [;]8mlde,

le premier terme est inférieur ¢.uA.

Pour montrer que chacune des deux autres intégrales peut
étre rendue arbitrairement petite pour k suffisamment grand,
il suffit de prouver qu’il existe ¢ tel que wC < ¢ entraine

ﬁ!fn|dp-<a pour une suite de Cauchy f,, quel que soit n:
Soit N tel que: n, m >N entrainent N,(f,—fn) < <. Si

2
H = Supf|fi(2)|, zeE, k=1, 2, ... N}, posons 8-—ﬁ
Pour n <N, uC < 8(CeTl) entraine: j Ifilde<<H.pA < 7
Pourn>N=flfn!du<fclf»—fnld@+ﬁlfn do<tt o=t
c .
On a donc prouvé que lim j;lfn:. gn)dr =0 si Ael,
k>

ce qui entraine naturellement: lim f fadue. =lim f g. du. pour
tout Ael.
L’additivité dénombrable permet de conclure que:

hmﬁf, dp. = hmf,; gn.du.

pour tout Bel”. Mais les éléments de [ appartenant aux
supports de tous les f, et g, forment une famille dénombrable
dont la réunion est un élément B e [ en dehors duquel [ est
nulle. Donc:

lim | f,dg:linﬁ [ofudy =Yim [, g, du=1lim [ g,dy.
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DEriniTioN. — Une fonction numérique f, finie ou infinie,
sur E sera dite intégrable (pour la mesure w) s’il existe une
suite de Cauchy {f,} de fonctions étagées de & qui converge
presque partout vers f.

L’intégrale de f sera par définition: f fdu =lhm f fadu.
Elle ne dépend pas de la suite {f,} d’aprés le lemme 2.

Propriétés immédiates. — 1. Les fonctions intégrables forment
un espace vectoriel {' et f fdu est une forme linéaire sur I'.

2. Si f= g presque partout et si g est intégrable, f I'est

aussi. On peut définir P'intégrale d’une fonction qui n’est
définie que presque partout.

3. L’ensemble des points S(f) ot f(z) =~ 0 est un élément
de [ pour toute fonction intégrable, et il existe A.e[ tel
que Hfdy.-—fAfdy.l<s pour tout ¢ > 0.

4. Si f est intégrable, |f| 'est aussi donc f~* —f+1f]

X 2
ot ==L car [1f)—Ifulds < fifi—fuldo.

N,(f) = f [f|du. est une semi-norme sur &' en vertu des
inégalités ci-dessous.
5. Inégalités:

[ fau|< [Iflde, [1f+ gldu< [1f1dw + [ lglde.

6. |,fduw est définie pour tout Be[", est une forme linéaire
sur &', et est additivement dénombrable. De plus, si Ael' et
a<f(x)<<b sur A: a‘u.A<f;fd‘u.< buA.

Deux questions naturelles vont nous conduire au lemme 3 :
a) si f est intégrable et nulle presque partout, f fdu=0, est-ce

que réciproquement f>0 et f fdu=0 entrainent f=0 pp?
b) le lemme 1 affirme que I'on peut extraire d’une suite de
Cauchy de fonctions étagées une suite partielle {f, } conver-
geant pp vers f- Mais si une autre suite partielle fgn| de
la méme suite, converge pp vers une fonction g, que peut-on
dire de f et g? Il résultera du lemme 3 que f=g pp. En effet
{h,,—|f,,k gn |} est une suite de Cauchy de fonctions étagées
qui converge pp vers la fonction |f— g| et l'on sait que

[1f—gldp=0.
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LemMeE 3. — Une fonction intégrable positive dont l'inté-
grale est nulle, est nulle presque partout.

Preuve. — Soit f, une suite de Cauchy de fonctions étagées
qu'on peut supposer positives convergeant presque partout
vers f. Soient h > 0 et E,(h) I’élément de | défini par:

E,(h) = E(f, > b
f frd > n,,(a)fn du. > huE,(h).

Pour & fixé, UM E, h) = 0.
Le reste de la démonstration se poursuit d’une maniére

analogue a celle du lemme 1: on prouve qu’une suite par-
tielle de {f,{ converge presque partout vers zéro.

Conséquences — Dans I’ensemble seminormé des fonctions
définies presque partout et intégrables, considérons le sous-
ensemble des fonctions de norme nulle, ou négligeables, 7
et la relation d’équivalence: f~ g si f=g pp ou N,(f—g)=0.
Les classes d’équivalence. forment un espace vectoriel L!
normé séparé. L' = &'[/({' N 76).

Tutoritme 1. — Pour toute fonction intégrable [ et tout
e > 0, tl existe une fonction étagée de & : g telle que N,(f — g) < e:
les fonctions étagées sont partout denses dans L' et dans L'.

Preuve. — f est limite presque partout d’une suite de Cau-
chy {f.} de fonctions de &. Pour m fixe, |f,—f,| converge pp
vers |f—fn| et c’est une suite de Cauchy. Donc:

N(f—fm) = 113_:f|fn——fm|d$*

On peut choisir m assez grand pour que, quel que soit
n > m, le second membre soit <e¢ c.q.f.d.

TatorkEME 2. — &' et L' sont complets.

Preuve. — Si {g,} est une suite de Cauchy de fonctions
intégrables, choisissons pour chaque n une fonction étagée

" telle que N,(f, — g.) < —'17 Soit f la limite presque partout
d’une suite partielle {f, }. f est intégrable et
Nf — &) < Ni(f —1£,) + Nu(fo, — 82)-
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Pour n>n, > N: N,(f—gn)gs—!—-l%-- f est donc un point

limite de la suite g, La convergence pour la norme sera
dite «en moyenne ».

TutoriMe 3 (ou de la convergence monotone). — Soit
§fa} une suite croissante de fonctions intégrables de limite f.

St limff,,dy. est finie, f est intégrable et U'on a:
ffd;:.-—flimf,,.dp:limff,.dp.
Preuse. — [fudp.— [fudu = [(fa—f) dp = N(fa—Ff) si

m>n.

Si him f f.du est finie, la suite {f,} est donc une suité de
Cauchy et converge en moyenne vers g. Une suite partielle
de {f,} converge pp vers g qui est donc égale pp a f, d’ou
I’énoncé.

Le corollaire suivant est évident:

CoroLraire. — Soit {f,} une suite de fonctions intégrables,
telles que f,(x) < g(x) pour tout n et pour tout x, ou g est inté-
grable, alors supf, et imf, sont des fonctions intégrables et

Im [ f,du < [Tmf,dy.

TutoreME 4 (LEBESGUE). — Soit {f,} une suite de fonctions
untégrables sur E convergeant presque partout vers une fonction f.
St |fu(®)| < F(x) presque partout pour tout n, ot F est intégrable,
alors : ‘

a) f est intégrable;
b) la suite f, converge en moyenne vers f: lim N,(f—f,) =0

dou [ fdu=1lim [ f,dy. "
Preuve. — lim |f,(z) —f.(z)]=0 presque partout

Donc lim N(/f,—f.|) =0.

Ensembles mesurables et intégrables.
Puisque

Ni(fngn—fmgm) = Nc(fn(gn_gm) — (fn—frn) gm)
< Sup|fu]. Ni(g.— gn) + Sup!gi| Ny(fu —fa),
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le produit de 2 fonctions intégrables bornées f, g est une
fonction intégrable bornée: les fonctions intégrables bornées
forment une algébre G contenue dans I’espace {'. Un ensemble
X est dit intégrable si ¢oxe®. Les ensembles intégrables
forment donc un clan 6. La fonction u(X)= } oxdu. sur O
est une mesure d’aprés le théoréme 3. O contient [ et le
clan des ensembles négligeables.

Un ensemble mesurable est pas définition un ensemble dont
I'intersection avec tout ensemble intégrable est intégrable.
Les ensembles mesurables forment un clan M contenant [’
et E.

Si X est mesurable et f intégrable, la fonction ox.f, égale
a f sur X, nulle ailleurs est intégrable. En effet, si Ael,
XNA est intégrable donc aussi ox,a = gx.74. Si ge§,

n n
8= X %,y  9x:8= X C9xaa,
=1 =t
est intégrable. Si {g,{ est une suite de Cauchy de fonctions
de 8, convergeant presque partout vers f, {ox.g,} est une suite
de Cauchy de fonctions intégrables qui converge presque
partout vers ox.f qui est donc intégrable.

L’intégrale ﬂfdp est définie par: f;fdlu=f?x.fdy..
C’est une forme linéaire sur L' ou L' pour chaque XeM
et dénombrablement additive.

Mesures de Radon sur un espace localement compact E.

Elles sont définies comme les mesures pour lesquelles les
fonctions continues & support compact ou de maniére équi-
valente, les ouverts relativement compacts sont intégrables.
Toute mesure de Radon sur R" s’obtient au moyen d’une
mesure sur le clan ['® des demi-intervalles bornés, en parti-
culier la mesure de Lebesgue.



