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LE THÉORÈME DE M. SÉBASTIANI
POUR UNE SINGULARITÉ

QUASI HOMOGÈNE ISOLÉE

par Jean Pierre FRANÇOISE

On note (9 le faisceau des germes de fonctions analytiques en 0 e C" et
tf le faisceau des k formes à coefficients dans (9.

M. Sébastiani [7] a complété la théorie de E. Brieskorn [1] et établi que si
P désigne un élément de (9 à singularité isolée dont le nombre de Milnor est

Q"
^, G = —————-^ est un C {^-module libre de rang u où l'action

aP A aQ"

de t est la multiplication par P.

Rappelons que J. Vey a redémontré le théorème de M. Sébastiani dans le
n

cas où P = ^ x? par des méthodes purement algébriques [8].
i= i

On se propose de donner ici une autre démonstration de ce résultat, dans
le cas où P est quasi-homogène, qui utilise le théorème des voisinages
privilégiés de B. Malgrange [4] et qui présente une certaine analogie avec un
calcul de F. Pham [5].

Précisons les notations : on introduit

H = ^ m,Xi —, m = (wi, ..., mj e Q'f
i = l cxi

tel que G^P = H. P = P. Choisissons des monômes ^"(a e A <= N") dont
les classes modulo Jp, l'idéal jacobien de P, forment une C-base de ( P / î p .
Avec dxn = dx^ A . . . A dx^, on peut alors énoncer :

THÉORÈME. — Les u classes des x^x^aeA) modulo dP A àW~^

forment une base du C{t}-module G.
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On s'assure d'abord de la finitude de G en tant que C{r}-module :

1. Précisons dans un premier temps la situation en formel :

1.1. - Dans cette partie, on note G = C|:[x,,... ,xJ] l'anneau des séries
formelles en les indéterminées x,, Ô" le ^-module des ^-formes extérieures à
coefficients dans (D et Jp l'idéal jacobien de P considéré comme élément
de 0.

Le choix de monômes x" (a e A c N") dont les classes module Jp forment
une C-base de (P/Jp détermine une décomposition de Ù" ; pour f e 0 on
écrit : '

fax" = <r(/) dx" + dP A 7i = ̂  CT,(/)X' dx" + dP A K ; a^(f) e c.
oteA

Commençons par un lemme :

n ?\
LEMME. - Avec H = ^ ̂ ig-, on pose M = ^ m,.

H + M : / i—. H ./ + M/-

est une bijection de 0 sur 6.

Preuve. - En effet : (H+M)^ = «P^+NDx»».

Dès lors si on considère Ô = tf/dP A dû"-2 en tant que C[[t]]-
module où l'action de t est la multiplication par P, on peut énoncer :

^ PROPOSITION 1.1. - Ô est un CEt^-module de type fini et les classes des
x dx (aeA) en forment une famille génératrice.

Preuve. - Pour tout élément / de 0, il s'agit de trouver des (p e CUm
et Çetî"-2 tels que:

fdx" = ̂  x'tp^P) dx" + dP A dî,.
«eA

Pour cela, on écrit :

fdx" = CT(/) dx" + dP A Tti
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(où on fait un choix de n^ qui est bien sûr arbitraire modulo dP A Ô"~2

[2]).

Puis dn^ = Mi d x " . On pose (pi = (H+M)"1^ alors :

^i = ^<p,H ̂ "

en sorte qu'il apparaît Ç^ :

^1 = l<p,H ̂ n + ^2 •

II vient :

fdx" = a(/) dx" 4- rfP A i^ ̂ n + dP A f/^
= a(/)^c" + P(pi ^"l+ ^P A ^2.

On écrit ensuite :

(Pl ^X" = a((pi)^X" + dP A 71 ,̂ ^2 = «2 ^x^

(p2 = (H+M)-1^, ^2 = I^H^" + ^3, etc.

Au p-ième itéré :

- fdxn = f^ PM<P,)^ + P^P A Tl^i + JP A d(^ P7-1^.^)
J=0 \j=l /

où il s'est révélé commode de poser (po = /.

Il est facile de voir que cette itération converge au sens de Krull et fournit
le résultat. D

Remarquons qu'à chaque étape, le choix de Uj procède d'un certain
arbitraire. Anticipant quelque peu sur la suite, identifions Ô" à (9 et Ô"~1 à
G" et soulignons le fait qu'avec une scission À- de u = dP A : ̂ n -> (9 on
possède une façon de choisir les ^. Dans le cas analytique qui suit, je dois
préciser la scission utilisée.

1.2. — Introduisons pour r == ( r^ , . . .^JeR*" le polycylindre

D(r) = {x e CVIx.l ^ r,}.

Avec/= ^âp^e^ , on pose |/|̂  = ^ \a^. Le sous-espace de ^ sur
P P

lequel | |̂  est finie est noté ^. Pour / = (/i,.. .,/p) e ^f on écrit

1/1. = E L/fir.
i = l
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0^ désignant le ^.-module des fe-formes extérieures à coefficients dans
(9^ on se permet d'identifier Q^ (respectivement 0?~1) à 0\ (resp.6^).

Soit u une application ^-linéaire de (9^ dans (9 y , rappelons [4] qu'une
scission À, de M est une application C-linéaire de (9y dans (9^ telle que
u = uKu.

Ici je dirai que À, est adapté à D(r) si elle est continue en tant
qu'application linéaire de l'espace de Banach 6\ dans l'espace de Banach (9^
donc s'il existe C, > 0 : pour tout /€ ̂ , |V|, ^ C,|/|,.

Le théorème des voisinages privilégiés de B. Malgrange [4] (*) a en
particulier la conséquence suivante :

PROPOSITION 1.2. — On peut trouver une scission X de u qui possède la
propriété :

« l'ensemble des D(r) tels que ^ leur est adaptée est un système
fondamental de voisinages de l'origine ».

Dans la suite on conduit l'itération de 1.1. avec une telle scission.
Commençons par éclaircir le contrôle des normes à chaque étape du calcul.

LEMME 1. — Posons m = min (w^), r = min (r^). Si (p e (9^ et
7=1,...," J=l,-,"

n e Q^~1 ^ (9^ sont tels que d\^ dx" = dn, alors :

M. ^ — N r .mr

Preuve. — Un calcul simple qui se ramène à écrire :

si

alors

K = Z T i j d X j avec KJ = ̂  a7^
j= i

P.^ = S £ .. . J ... ̂ p-17 avec I, = (0,... 1,.. .,0)^ V <(3,w>-w,+M

où le 1 est en 7-ième position.

(*) Pour l'usage qu'on en fait, il suffirait ici d'invoquer les théorèmes de voisinages
privilégiés classiques.
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LEMME 2. - Posons R = ^ r..
j = i

5ofr 6eQ;-1 avec ^ 9 = 0 , i7 ^5^ ÇeO;"2 telle que • 6 = dL et
10 ^Riei . .

Preuve. - II suffit de reprendre la démonstration du théorème de Poincaré
[6].

On peut alors énoncer :

PROPOSITION 1.3. - Soit D(r) un polycylindre tel que 'k lui est adaptée, on
peut choisir r ' tel que D(r') c= D(r) et que pour tout élément f de (9, il existe
ÇeQ?-2 et (p,(P)e^, satisfaisant:

fdx" = ̂  x^JP)^" + dP A dî,.
aeA

Preuve. - La première étape de l'itération consiste à écrire :

fdx" = o(/) ^x" + ^P A 7^

avec |7iJ, ^ C, |/|, puis d\^dxn = dn^. Le lemme 1 donne :

l^lIr^^lA.mr

La relation d^ = ï^ dxn - n^ et le lemme 2 permettent alors d'obtenir :

^h -̂
Et ainsi de suite au p-ième itéré on a :

l<PÂ^}lA

I^^RC^+^j^J'1^ pour ;=l,...,p.

CJe choisis alors r' en sorte que [PI,, —'^l.
wr
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Puisque

Ê p^^i ^ E iprx-^' ^ É |pr%.ii.
J=l r' j=l j = l

et f; PMcp,) ^ f; |P|̂ |(p,|,
j=0 r' j=0

il s'ensuit le résultat de la proposition. D

Comme conséquences, on obtient les majorations :

MR\RCJ 1 +
10' ^ ——^———mL/ 1/1. et |(pJP)|̂  ^ '/lr^ \J ir -- i-rav- /lr -^ ^

1 -|P|,^ 1 --^|P|^
wr wr

Q"
Par la proposition précédente on a établi que G = —————-^ est un

C{r}-module de type fini [1] [3]. Démontrons maintenant que G est sans
torsion.

2. Convenons d'écrire qu'une forme CT est quasi-homogène de poids h si
ÔHÎÏÏ = hrQ. H définit de la sorte une graduation de l'algèbre extérieure

Q = Q^ Q^ Pour une forme différentielle xn on note vs = ^ vs^ la
fc^O /i

décomposition en ses composantes quasi-homogènes.

En particulier un élément /de (9 (^ 0°) se laisse écrire / = ^//,.

LEMME. - 5ofr / un élément de (9 tel que : fdxn e dP A rf0"~2. .4/(?r5,
toutes ses composantes quasi-homogènes f^ satisfont à : f^ dx" e dP A d O " ' 2 .

Preuve. - On écrit /^x" = JP A ^TI d'où /.^x" = rfP A (^ri)^-i+M
mais (û?r|)/,_i+M = ^(r|/,_i+M) car ^ dérivée de Lie commute avec d.

PROPOSITION 2.1. — G est sans torsion.

Preuve. — Soit fe (9 tel que :

Pfdx" = dP A dr[.

On écrit alors :
dP A (l^rfx"-^) = 0.
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Donc [2]

v^dx" - dr[ = dP A p et (H./+M/)Ac" = dP A ^(-p).

Décomposons / en ses composantes quasi-homogènes, il vient :

f.dx^dP A^'^-^V
. \ ^i+M /

II est facile d'en déduire un germe de n — 2 forme analytique

•c _ \^ ~ P / z - l + M

" ~ L / î+M
tel que :

fax" = dP A d^. D

dP A Q"-1

3. Notons F = —————^-^ considéré comme C{r}-module. Il est clair

que tG c: F.

PROPOSITION 3.1. — tG = F.

Preuve. — Je note [œ] la classe dans G d'un élément œ de O.".
Remarquons que les [cùp J avec co?, = û?P A (x^ ^x^) engendrent F. Un
calcul simple conduit à :

tl^-^= <P,m>+ im, [œp,]. D
j==i
J ^ i

De cette proposition résulte : G/tG = G/F. Comme

0"
G/F s ip^û^ a w"

le fait que les [x01 ̂ x"] (a e A) forment une base de G suit du lemme de
Nakayama et le théorème est alors démontré.
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