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INTÉGRALES PREMIÈRES
D^UNE FORME DE PFAFF ANALYTIQUE

par J. F. MATTEI et R. MOUSSU

Introduction.

Soit œ == Sa^^i un germe en O e C1" de 1-forme diffé-
rentielle holomorphe et soit S(œ) le germe d'ensemble défini
par les équations a^x) == 0 . Nous dirons que œ possède
une intégrale première holomorphe (resp. formelle) s'il existe
f^E<(!m (resp.^) tels que œ = = g < y ; ^ (resp. (Pj désigne
l'anneau des séries convergentes (resp. formelles) à m indé-
terminées.

THÉORÈME. — Supposons que <o soit intégrable (i.e.
co A du = 0) et qu'il existe un germe d'application holomorphe
h de (C^O) dans (€^,0) tel que codim S(/i*c*)) ^ 2 , aZor^
co possède une intégrale première holomorphe dès que /i*(œ)
possède une intégrale première formelle.

Ce résultat précise le théorème 2 démontré par B. Malgrange
dans [4] et, puisque <o possède une intégrale première for-
melle si codim S(œ) ^ 3 [4], [5], on en déduit le théorème 1
de [4]:

COROLLAIRE. — Supposons que œ soit intégrable et que
codim S(co) ^ 3 ; alors œ possède une intégrale première
holomorphe.

Pour montrer les théorèmes 1 et 2 de [4], B. Malgrange
construit une 1-forme holomorphe, non singulière, intégrable
sur C7" X C qui induit <o sur C"1 X {0} et lui applique
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le théorème de Frobenius classique. Notre raisonnement
est différent, il repose sur les trois propositions suivantes.

PROPOSITION 1. — Soit <o un germe en 0 e C2 de 1-forme
holomorphe tel que S(û>) == {0}; alors œ possède une intégrale
première holomorphe dès que û> possède une intégrale première
formelle.

La proposition suivante précise un résultat de [5].

PROPOSITION 2. — Soit (o un germe en 0 e C"1 de l'forme
holomorphe, intégrable. Supposons qu^il existe un plongement i
de (Cy.O) dans (C^O) tel que codim S(i*(o))) ^ 2$ alors co
possède une intégrale première holomorphe (resp. formelle) dès
que ^(œ) possède une intégrale première holomorphe {resp.
formelle).

La proposition 3 est un « résultat de transversalité » ne
faisant pas intervenir Pintégrabilité de û) .

PROPOSITION 3. — Soit co un germe en 0 6 C7" de 1-forme
holomorphe. Quel que soit Fentier p < m il existe un plongement
i de (C^O) dans (C^O) tel que

et
M S^H^r^S^))

codim S(i*(ût))) == inf (codim S(cx>),p) .

Montrons comment ces propositions impliquent le théorème.
Soit i un plongement de (C^O) dans (C^O) tel que
S{i*{h*{(ù))) = {0} (proposition 3). i*(A*(co)) possède une
intégrale première formelle. D'après les propositions 1, puis 2,
h*{u) possède une intégrale première holomorphe.

Soit H : (CY X C!,(0,0)) —^ (C^O) une déformation de
h (i.e îî(x,0) = h(x) et H(O^) = H<(0) = 0) telle que H,
soit de rang maximum pour t ^ 0 . D'après la proposition
2 , H*(co) admet une intégrale première et, par conséquent,
pour t -^ 0 voisin de 0, HÇ'(co) possède une intégrale pre-
mière. Le résultat est obtenu en appliquant à H( le théorème
du rang si r ^ m (il existe / holomorphe tel que / o H(
soit un isomorphisme de (C^O)) et, si r < m , la proposi-
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tion 2 ; on a en effet :

2 < codim S(A*(œ)) ^ codim S(H?(œ)) .

Remarque. — Le théorème est encore vrai dans le cas ana-
lytique réel en remplaçant dans l'hypothèse codim S(A* (<*>))
par ht I(/i*(co)) , I(A*(œ)) désignant l'idéal de ^ engendré
par les coefficients bj de A*(œ) = S&/^/y. En effet, la
1-forme complexifiée û de <o vérifie les hypothèses du
théorème. Elle possède une intégrale première holomorphe /?.
Un calcul élémentaire montre que, soit la partie réelle, soit
la partie imaginaire de /^B/" X {0} est une intégrale première
de (o .

1. Démonstration de la proposition 1.

Elle repose sur un résultat de Brjuno [1] (p. 140 et p. 147)
que l'on peut énoncer :

Soit T] un germe en 0 6 G2 de 1-forme holomorphe dont
le 1-jet s'écrit, j1^ = ay dx + (3 x dy avec a , (3 e N pre-
miers entre eux; alors, il existe A,B e ê^ et X , Y e ̂
tels que :

x =x+ s a,^y, Y = y + s ^y
«J>1 IJ>1avec

a^ == biJ === ° si a/ == (3i.
tels que

(i) Y) == (A(X»YP)Y^X + B(X«Y?)XrfY) D^-
D(X,Y)

(ii) si pA = aB , alors X , Y G ^3 et a fortiori A , B e ̂  .

Nous appellerons éclatement tout germe d'application n
de (C^O) dans (C^O) obtenu par compositions successives
d'automorphismes algébriques de (02,0) et d'applications
du type {x,y) —^ {xy,y) . Par des majorations élémentaires
on montre que si F e ̂  et F o n e 0^ , alors F e 0^ .

Soit <o , comme dans l'énoncé de la proposition : il existe
f 9 g e °2 tel que œ == g df. Nous allons montrer l'existence
de l e d?i , tel que l o fe €^ . Puisque co est à singularité
isolée, g(0) ^ 0 et /* n'a pas de facteurs multiples, i.e.
f == /i . /2 ? • • • ? /'/e avec /; ^ // si i ^= / et f, e ($2 irréduc-
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tibles. Il est bien connu (désingularisation des courbes, cf.
par exemple [3]) qu'il existe un éclatement TC tel que :

A^!/)) == (!/ — giW) ^h{x,y} = F{x,y)

avec h e ê^ , A(0) 7^ 0 et gi e (a;2)^ . Il suffit de montrer
l'existence de l e Ô^ tel que l o F e 0^ pour montrer la
proposition 1. On a

7^(00) = g o TçrfF = ^O)./^)^-1^

où <oi est un germe de 1-forme de 1-jet /^coi = çny dx -{- x dy .
En appliquant le théorème de Brjuno à o>i , on obtient
X , Y e ê^ et A , B e ê^ vérifiant i) et ii).

Soient Fi , Fg e ^2 et 1e ^i e ^i définis par :

F^y) =Fi(X,Y)=: S ^Y,
iJ>Q

^(Z) = 2 ^rZ-,
r>o

F,(X,Y) = Fi(X,Y) - ;(X«Y) .

Avec ces notations la condition <ùi A (ÎF] s'écrit

(A(XaY)Y dX + B(XaY)X dY) A (^(X^) + rfFa(X,Y))=0 ,

ou encore

XaY^(XaY)(A(XaY) - o^X^))
== A(X'Y)Y|^2 (X,Y) - B(X«Y)X^F? (X,Y)

En identifiant terme à terme les deux membres de cette égalité
on obtient :

a) A = aB,
b) Fi(X,Y) === ^l(XaY) et donc ^(0) est non nul (puisque

/^F^X.Y) == A(0)XaY) .

2. Démonstration de la proposition 2.

Rappelons les notations de [4]. Si f == Sa^ e 0^ et
( p i ? P 2 - . . p J ^ P ? avec p f > 0 , on pose \f\ç = ï\a,\^ .
Si ci) == ïdidXi e 0^ , le (P^-module des germes en 0 € C^"
de 1-forme holomorphe, on pose |œL = S|^[p . Le sous-
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espace de 0^ (resp. t2^) sur lequel | L est finie est noté
tf? (p ) (resp. ^(p)) .

LEMME. -— Supposons que co e Q^ et que codim S(co) ^ 2;
alors, quel que soit TT e Q^ vérifiant co A TT; == 0 , i( existe
g e 0^ , unique^ tel que gco === TT . De piu5, ^ existe K > 0
et p te? gué si n e Î2(p) afor5 g e d?(p) et

|g|,p ^ K|T^ si ^[y 1T

L'existence de g est un cas particulier d'un théorème sur
le complexe de Koszul associé à œ ([^]? [6]). La majoration
est une conséquence évidente du théorème de division par
une fonction holomorphe.

Notons {x,t) = (^1,^25- • -^n?^ l68 coordonnées d'un point
de C7" X C . Soit œ e û^_i , intégrable; notons

û> = s ^(^ + ̂  ̂ )
n .̂0

son développement de Taylor suivant les puissances de t
et supposons que :

(2.1) codim S(o)o) ^ 2 et o)o = dfo avec / o e ^ ( p ) •
(2.2) (^ e Q^p) , ^ e (P(p) pour yi ^ 0 .
(2.3) ^ ( l^n lp + 1^/i lp) ^ a i111 rayon de convergence > 0 .

n^O

La proposition 2 se déduit par récurrence sur r (compte
tenu du lemme) des deux assertions suivantes :

(2.4.) Il existe une suite unique {/n}n>i d'éléments de
(P(p) telle que œ A d ( ^ ^fn} = 0-

Vn^O /

(2.5) La série ^ 1/ni 0/2^ a un rayon de convergence > 0 .
n;>0

Démonstration de (2.4.). — Remarquons que pour /i e (P(p)

(2.4.1) ^^d(f,+tf,) (()

est équivalent à OQ == /i . Supposons qu'il existe /i , . . . , f^ ,
//i 5 /ig 5 . . . ^-i e ^ (p) uniques tels que :

(2.4.n) œ7 = (i + i1 ̂ )œ = d f S ̂ ) ((n) .
\ Î>=1 / \P=0 /

Montrons l'existence et l'unicité de /^i , h^ e d?(p) tels que
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(2.4.ra + 1) soit vrai, ou ce qui est équivalent, tels que :

(l + ("Ajco' == d C1^1 yf,} (c.+i).
\P=0 /

D'après (2.4.n) il existe a , e (P(p) et < e Qi(p) tels que :

"' = d ( S ffp) + <"(û>;, + a; ^) (("+i) .
\p=0 /

Un calcul élémentaire montre que f^ et h, sont déterminés
par :

À^o + < = 0 , (n + l)f^, = A,ao + < .
La condition 6>' A du' = 0((") étant équivalente à
"o A û), = 0 , du lemme 1 on déduit l'existence et l'unicité
de ^ et /„+! .

Démonstration de 2.5. — Nous allons utiliser la même méthode
que B. Malgrange dans [4]. Il suffit de montrer (compte tenu
de 2.4. et du lemme) que si

df A (o = 0 avec f= S ('>/•„ , /•„ g <p(p) , ^ = ̂
n^O

alors ^ ^|^| p/2 converge. La condition 2.4. implique en
n^O A •l

particulier pour n ^ 0

(^ + l)/^œo = 5 ^-p^p - Ï (P + l)^co^ .
p=o p=o

D'après le lemme 1, pour ( e F^-, il on en déduit:

1^1'P < -n^ s '^P Î I'P + ̂ ifl/p+il'pK-plpl -1- p==o p^o

et, en utilisant la majoration du lemme 2.4. de [3] :
p

WpLp ^ TI—J^P si < < 5 ^ l,
on obtient la majoration suivante :

^ '^^(n+^-^JJ^I^P
n—1

+ K S l^p+llfpl^n-plp •
p=o
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Soit {Up}p^ la suite définie par

^o = l^olp
n »—1

"n+l = K.C.C S K-p|p"p + K ^ ^p+ll"n-p|p •
p=o p=o

II suffit de montrer, comme dans [4], les deux assertions
suivantes :

(2.6) On a |/̂  ^ -^u^ si ( e ̂ , l[, p e N .

(2.7.) La série F(() == ^ u^ est convergente.
n>0

II est clair que pour p = 0 et p == 1 l'assertion (2.6.)
est vraie. Supposons qu'elle le soit jusqu'à l'ordre n ^ 1;

on obtient, en majorant \fp\to dans (2.5.n) par ——e—,

(1 - tY^\f^ ^ K.C. ^(^) S |a,_,|pu, + K^lœ^lpu^ .
p=o p==o

En choisissant 1 — s = ——. (1 — () , comme dans [41, on
n + 1 L

a '•
(\ _ ^n+l / \ \n

..(',.) = (,-^-^+D = (1 + ̂  < e

d'où (2.6.).
Pour vérifier (2.7.) il suffit de constater que F(() est « la »

solution de l'équation linéaire

F(î) -= |^o|p + K.C.e.tA(().F(Q + K.t.B{t) (F(() - |^|p)
où A(() = ̂  l^nlp^ et B(() == ^ |(o^i|p(71 sont des séries

n^O n^O
convergentes d'après (2.3.).

3. Démonstration de la proposition 3.

Choisissons dans C"1 des coordonnées adaptées à S(œ) ,
i.e. si / est l'inclusion canonique x —>- (x,0) de Cp dans
CP x C^P [2]

codim /""^(SÇcx))) === inf (codim S(œ),p) .

Nous allons obtenir le plongement i cherché en perturbant
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l'inclusion / . Plus précisément soit 1 == (Ii,!^,. . . 1 )̂ l'appli-
cation de CP X (G^)2 dans G"1 définie par

I(^,A,B) = j{x) + A.X + Bx2

où A , B e C^ sont des matrices p X m et x2 == (a^,^2,. . .^2) .
Pour A , B proche de 0 , l'application partielle IA,B:
x —>- I(rc,A,B) vérifie (comme /') la condition

(3.1) codim lAM^K^)) = m^ (codim S(o>),p) .

Pour établir la proposition il suffit de montrer l'assertion
suivante : il existe un sous-ensemble analytique propre Z
de (C^)2 tel que

(3.2) S(IUo>)) - IA^CO)) si A , B ^ Z .

Remarquons d'abord que l'application î ===( I, —» . . ., —— )' ^ rr \ ̂  ^xj
de Cp X (C^)2 dans G"* X C^ est une submersion en
dehors de 0 X (C^)2 . En effet, (^A^B0) e ̂  X (C^)2

avec ^ ^ 0 étant fixé, la restriction F de 1 au sous-espace
d'équations

x = x° , B - (B;,.. .,B°_,, B,, B0,,,.. .,B^) - Ê,

(B^ désignant la k1*1"® colonne de B) s'écrit

(A,B,) — (Ax + W . A + 2^Ê,) + (X,u)

où (X,u) e ̂  X C^ est une constante, î/ est un isomor-
phisme affine.

Soit U un voisinage ouvert de 0 e G"1 sur lequel co est
holomorphe, TU == U X G"1 son espace tangent et soit œ
l'application de U X C^ dans U définie par :

cù^.Xi.Xg,.. .Xp) = (co^(Xi),^(X2). . .,co^(Xp))

TC désignant la projection de U X C^ sur U . Z == ^^(O)
contient TC-^S^)) et Z — 7T-l(S((o)) est une sous-variété
lisse de codimension p .

Des deux égalités,

î-i(Z) = U S(IÎ.B(^)) et n o î == I
A,B
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on déduit que

H - I-i(Z) - I-^œ)) - U (S(IUcû)) - Il^S^)))
A,B

est une sous-variété analytique (lisse) de codimension p de
C7» X (C^)2 qui ne contient pas 0 X (C^)2 . Son adhérence,
H , est un sous-ensemble analytique de codimension p et
ne peut donc contenir 0 X (C^)2 . ([2]).

Par construction Z = H n 0 X (C^)2 vérifie (3.1.).
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