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ENSEMBLES DE ZÉROS
A LA FRONTIÈRE DE FONCTIONS ANALYTIQUES

DANS DES DOMAINES
STRICTEMENT PSEUDO-CONVEXES

par Anne-Marie CHOLLET

Soit D le disque unité du plan complexe et 9 D sa frontière,
L. Carleson [1] a caractérisé les sous-ensembles fermés E de 9D qui
sont les ensembles de zéros d'une fonction de A^CD), la classe des
fonctions analytiques dans D, continues ainsi que leurs dérivées
jusqu'à l'ordre m dans D. B.A. Taylor et D.L. Williams [12], en
adaptant la méthode de L. Carleson, et B.I. Korenbljum [10], avec
une construction différente, ont montré que la condition donnée par
L. Carleson était nécessaire et suffisante pour que s'annule sur E une
fonction de A°°(D) ainsi que toutes ses dérivées.

On s'intéresse ici aux ensembles de zéros à la frontière de fonc-
tions de A°°(D) lorsque D est un domaine borné strictement pseudo-
convexe de C". On établit une condition suffisante pour qu'un sous-
ensemble fermé E de 3D soit l'ensemble des zéros d'une fonction F
de A°°(D) et aussi l'ensemble des zéros communs à F et à toutes ses
dérivées. Elle redonne le résultat de L. Carleson lorsque D est le
disque unité du plan complexe. Dans le cas général, elle impose à E
d'être plus ou moins mince selon les directions. Elle s'apparente donc
à une condition suffisante donnée par A.M. Davie et B.K. 0ksendal
[6] dans leur étude des ensembles pics pour A(D), la classe des fonc-
tions analytiques dans D, continues dans D. Pour cette classe, les
notions d'ensembles pics et de zéros à la frontière sont équivalentes,
ce qui n'est plus vrai pour A'"(D), m > 1.

La première partie de ce travail est consacrée à l'amélioration
d'un lemme de A.M. Davie et B.K. 0ksendal à l'aide de techniques
de G. Henkin. La construction faite dans la deuxième partie diffère
de la leur ; au lieu de recouvrir l'ensemble E on utilise un recou-
vrement de Whitney du complémentaire de E par des boules associées
à une pseudo-distance naturelle sur 3D. On indique dans la troisième
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partie comment la même méthode permet de construire des fonctions
appartenant à des classes plus larges que A°°(D), par exemple à A(D),
ou à des classes moins larges, celles que l'on obtient en imposant des
conditions de croissance aux dérivées successives des fonctions. On
généralise pour ces classes des résultats précédemment obtenus [3]
dans le disque.

Ces résultats, dans le cas de la boule unité de Cn, ont fait l'objet
d'une précédente note [4].

1. D est un domaine borné de C", n > 1, de classe C2, stric-
tement pseudo-convexe. D est donc défini par la donnée d'une fonc-
tion p, à valeurs réelles, de classe C2 dans un voisinage de D, l'adhérence
de D, telle que

(1.1) D = { z ; p ( z ) < 0 } ,

(1.2) grad p ^ 0 sur ÔD,

(1.3) p est strictement plurisousharmonique dans un voisinage
de 3D, c'est-à-dire

" 92?
1 az"^"^^0 5

7 , ^ = 1 oz/ uzk

pour tout w =^ 0 et pour tout z dans un voisinage de 3D, la frontière
de D.

On peut remarquer que, dans le cas n == 1, la condition (1.3)
n'impose aucune contrainte supplémentaire à un domaine borné de
classe C2 , c'est-à-dire, à un domaine borné défini par une fonction p
vérifiant les propriétés (1.1) et (1.2).

Si Î2 est un ouvert de C", on note :
?e(î2), l'espace des fonctions holomorphes dans Î2,
L2^), l'espace des fonctions / de carré intégrable dans Î2 pour

la mesure de Lebesgue d\ sur C", muni de la norme définie par

/II2 = / lAz)!2^^).
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9e2 (n), le sous-espace de L^îî) constitué des fonctions holo-
morphes dans Î2,

(°(aD , L2^)) [resp. e(3D ,96(^2))], l'espace des fonctions con-
tinues sur 9D, à valeurs dans L2^) [resp. 36 (Î2)].

On définit de même e(3D , L2^ (Î2)) et (B(9D , 9e2^ (S2)). L2^ (Î2)
désigne l'espace des ( 0 , 1 ) formes / à coefficients dans L^îî) et
H2 i(î2) le sous-espace de L2 i(S2) des ( 0 , 1 ) formes telles que
ô/= 0.

ô et ô sont les opérateurs différentiels qui associent à une forme
/ du type (p, q)

f^ Z S /I.J^A d~z\
IH=P Ul--<7

les formes,

^^== z ^i , j A d z l A r f ï J .
1, J

9/= S 9/i,j A dz1 A dï^
i ,J

1 et J désignent ici des multi-indices.

Pour toute fo rme/de L^(Î2), on a I l / I l 2 == ^ 1 1 / j l l 2 . ^
U l = i

utilisera également les notations (°OD , C°°(Î2)) et e(ôD , C^(î2)).

2. LEMME. — Si f appartient à <°(3D , ^(Sî)) ^r si on pose, pour
tout Ï; de 8D et tout z de Î2, /(^, z) = /(^) (z), û/or5 / appartient à
ê(3D xî2).

On a en effet une injection continue de SC2^) dans C(S2) et
C(ôD , C(Î2)) s'identifie à C(ôD x S2).

3. LEMME. - 5'; / appartient à 6(30 , C°°(Î2)), l'application Q^f
définie sur_àD par 9^/(?) = à, ?(?, z) appartient à e(ôD , C^^ (Î2)).
De même ^ / appartient à e(ôD , C^ i (Î2)).

<B(9D, C°°(Î2)) s'identifie en effet à respace des fonctions ap-
partenant à <°(9D x Î2) dont les dérivées partielles de tous ordres par
rapport aux coordonnées réelles sous-jacentes de S2 existent et sont
continues.



54 A.-M.CHOLLET

4. Dans la suite, on emploiera le même symbole pour représenter
l'élément de / de e(ôD , L2^)) et la fonction J définie sur 3D x Î2.
On fera le même abus de notation pour les éléments de (°(3D , L2 i(î2)).

5. LEMME. — // existe un opérateur linéaire borné E de 96 2 ^(î2)
dans l'orthogonal de SC2^) dans L2(SÎ) ^/ ^^, si f appartient à
3e2 ̂ (Î2), l'on ait W=/.

Ce lemme [7], est un corollaire des estimations L2 de L. Hormander
pour l'opérateur ô.

6. Pour tout réel positif 5, on note Dg = = { z ; p(z) < 5} .

7. PROPOSITION. — // existe des constantes M, m et ô strictement
positives et une fonction G telle que :

a) G appartient a Ô(9D , 9C(D^) .

b) Pour tout (?, z) de ÔD x D

R e G ( r , z ) < - m | ? - z | 2

c) Pour tout (?, z) ûfé? ôD x 3D

R e G O , z ) > - M | ? - z | 2

d) Pour tout ? de ÔD

grad,[ReGO,?)] =^gradp(?).

Remarque. — Lorsque D est la boule unité de C", n > 1, on a

p(z) = |z|2 - 1

et la fonction G définie par G ( S ' , z ) = ( ^ , z > — 1 vérifie la proposition.
« ? , z > désigne le produit hermitien sur C" de ? et z).
La démonstration nécessite quelques étapes.

1er6 étape. — On se propose d'établir le résultat suivant :
II existe des constantes M^ , m^ , §^ et e^ , strictement positives,

et il existe une fonction F qui vérifie les propriétés P^ à ^4,
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Pi(§i) F appartient à (°(3D , ^(Dg ),

P^e^ , m^) quel que soit (?, z) de 3D x D tel que |? — z | < e ^ ,

R e F ( r , z ) < - m , i r - z l 2 ,

P^Ce^ , M^) quel que soit (^, z) de 3D x 3D tel que | ? — z | < e^ ,

R e F ( r , z ) > - M , | ? -z | 2 ,

?4 pour tout Ç de 3D,

grad , [ReF(? ,P]=^gradpO) .

On pose

''(?.')" S l^»^-^^.,®2'-^-^
On note

^ a? a2? a2?
pï ^ ôz, ? pii ~ ôz,3z, î p î '7 "' az,ôz, '

Soit ^ un point de 3D, le développement de Taylor de p en ^ s'écrit

p (z )=2Re [S ?,(?)• (z,-^)+
u=l

+1 t Pi^'^i-^^r-^A^L ^ /= i J

+ à P , ,7a ) - (^ -? , ) (^ -? / ) (7.2)
< . / = i

où ^ est un point du segment joignant z à ^.
Soit Vg = { z ; |p(z)| < §}.
Puisque p est strictement plurisousharmonique et de classe C2

dans un voisinage de 3D, il existe 5^ et il existe m tels que, pour tout
Ç dans Vg et tout a? dans C", on ait
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n

S P,j(^)-c^.o?y>m|a?|2 .
^ 7 = 1

La régularité de p implique également qu'il existe e^ tel que, pour
tout Ç et tout z dans Vg tels que | Ç — z | < e ^ , on ait

IP,,/(O-P,,^)I<^-
De là, pour tout (^, z) de 8D x Dg tel que | ^ — z | < e ^ , on a

p ( z ) - 2 R e F « - , z ) > - ^ i r - z | 2 ; (7.3)

de même, d'après (7.1) et (7.2), il existe une constante M telle que,
si (?, z ) G 8 D x D^ on ait

p(z) - 2 Re F(? , z) < M | ? - z |2. (7.4)

II existe donc des constantes M^ , m^, e^ et 6^ strictement posi-
tives, telles que F vérifie P^(e^ , m^) et Pa^ei , M ^ ) . Pi(§i) est une
conséquence de la définition de F et de la régularité de p et P^ se
déduit de (7,3).

2em€ étape. — On va maintenant montrer qu'il existe des constantes
^2 , ^2 , §2 et 63 , strictement positives, et une fonction H qui vérifie
les propriétés P^(ô^), P^e^ , m^), V^(e^ , M^), P^ et aussi la propriété
Pg ainsi définie :

PS : H ne s'annule dans ôD x D qu'aux points (? , z) tels que ? = z.
Ceci sera réalisé en imposant à ô^ et e^ des contraintes et, dans un pre-

fTl G
mier temps, 0 < ô^ < §1 , 0 < e^ < e^ et ô^ < ——1. Ainsi, d'après

8

(7.3), on a, pour tout (^, z) de 9D x Dg tel que -^-< | ^ — z | < e^ ,

2 Re F(?, z) < §2 - w62 < 0. (7.5)8

Soit x(0 ^ne fonction de variable réelle de classe C°° dans R^
telle que
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X(0 = 0 si 0 < / < e^/2

57

X(t) = 1 SI 2eJ3.

On pose K^s = { ( ? , z ) £ ô D x D, ; | ^ - - z | < e } e t on définit
dans ôD x De

B(?, z) =

- lLogF(? ,z ) 1
2 [(F^z))^^-2 0! sur K € 2 , 6 2

0 ailleurs.

D'après (7.5), R e F ( ? , z ) est négative sur K, . \K. ,, , ;
2 ' - 2 € 2 f ~ 1 6 2

donc LogF(^, z) admet une détermination sur cet ensemble.

D'après le lemme 3, B appartient à G(aD,C^ i(Dg )), donc à
eOD,ae^(D^)) car ô,B = 0.

On peut donc, d'après le lemme 5, résoudre ^C = B, avec C
appartenant à Q (ôD , L^D^)), puisque l'opérateur E intervenant dans
le lemme 5 est un opérateur linéaire borné.

On a, de plus, sur K.^^^UCK,^^, ô,C = 0 ; donc C ap-
partient à e(8D , L^Dg )) et est holomorphe en z dans

K- c U C K-5- /-, f .e^,ô^ 2e^/3,ô^

Ainsi, si on pose pour (?, z) dans Kç § ,

^)'C(^)-1^'^-,»,

<p appartient à e(ôD , L^D^)) et est holomorphe en z dans Kg 5 .
sur ^,0^2^/3,^, on a

LogF
^=C- -^ - ,

donc F = exp F^C - (^).

On définit dans 3D x Dg une fonction H par

/ F exp F2^ sur Kç ^ 503,03
H = (7.6)

expF-C ailleurs.



58 A.-M.CHOLLET

Ces deux définitions coïncident sur Kç 5 \K^ ,3 5 . H appar-
tient donc à <°OD ,9€(D^)) ; H n'a pas de zéros sur CK, ^ et ne
s'annule sur K^^ qu'aux points où F s'annule. Comme, d'après
P 2 ^ i » ^ i ) et (7.1), sur K^^ H (ôD x D) la fonction F s'annule
seulement aux points (?, z) tels que ? = z, la propriété Pg est établie
pour H.

Il reste à prouver que, pour un choix convenable de constantes,
H vérifie les propriétés P^ à P^.

Pour cela, il suffit d'établir le résultat suivant :

quitte à réduire e^ et S^ » iï existe une constante m^ telle que,
l'on ait, pour tout (?, z) de Kç 5 ,

| R e H ( ? , z ) - R e F ( ? , z ) | < m J ? - z | 3 . (7.7)

En effet, puisque p est de classe C2 au voisinage de D et que ^,
d'après le lemme 2, est continue sur Kç ^ quitte à réduire e^ et ô^ ,
il existe une constante MQ > 0, telle que, pour tout (?, z) de Kç 5
on ait

| F O , z ) | < M o l ? - z | ,

l ^ ( ? , z ) | < M o ,

et donc, d'après la définition (7.6) de H, il existe m^ telle que l'on ait

I H ( ^ z ) - F O , z ) | < m J ? - z | 3 , sur K,^ , (7.8)

ce qui établit (7.7).

De là on obtient, puisque F vérifie P^i , m^) et î^e^ , M^),
qu'il existe des constantes strictement positives m^ et M^ telles que H
vérifie P^ , m^) et P^e^ , M^).

D'après (7.7), puisque F vérifie la condition ¥ ^ , H la vérifie
également.

Remarque. - On prouve à l'aide de (7.7) et (7.3) que, quitte à
réduire à nouveau e^ et ô^ , il existe une constante m^ telle que, pour
tout (? ,z ) de K^ 5 , on ait,

2 Re HO, z) < p(z) - mj ? - z |2. (7.9)

Dans la suite e^ et 63 seront tels que cette propriété soit vérifiée.
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3eme étape. - On va établir qu'il existe des constantes € 3 , 6 3 , ^ 3 ,
M3 strictement positives et une fonction G vérifiant les propriétés
pl^3\ P2(63 » ^3). P3(€3 . M3) et ̂  et ^lle que, de plus, pour tout
(?, z) de ôD x D, on ait

R e G ( ? , z ) < 0 si ? ^ z (7.10)

R e G ( ? , z ) = 0 si ? = z. (7.11)

Ceci achèvera la démonstration de la proposition 7, car la continuité
R e G ( ? , z )

de ————p- sur {(? , z) E 3D x D ; |? - z | > 63} permettra alors,

puisque Fon a (7.10) et (7.11), de conclure qu'il existe des constantes
m et M, strictement positives, telles que

Re G(? , z) < - m \ ? - z |2 si (? , z) E 3D x D

Re G(? , z) > - M | ? - z |2 si (? , z) E 3D x 3D.

On choisit 63 tel que 0 < 63 < e^ et on pose

3 / ; = i n f { | H ( ? , z ) | ; ( ? , z ) G a D x D , | ? - z | > 63} ,

/; est différent de zéro puisque H vérifie Pg.
Si l'on impose à §3 de vérifier

0 < S 3 < § 2 et 5 3 < Â : ,

on a, d'après (7.9), sur Kç ^ 5

R e H ( ? , z ) <Â: ,
donc,

H ( ? , z ) ^ Â ; .

Ainsi, la fonction G définie sur 3D x Dg par

G(r.^ H^ (7.12)
l - ^ H ( ? , z )

appartient à Q (S D , S^ (Dg )).

On étudie le signe de ReG(? ,z ) selon les valeurs de (?,z).
Si ( ? . z ) G ô D x D et | ? - z | < £3, ? ^ z , on a, puisque H

vérifie P^e, , M^), Re H(? , z) < 0, donc Re G(? , z) < 0.
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Si (?, z) €3D x D et | ^ — z | > 63, alors, par définition de k,
on a | H ( ? , z ) | > 3 ^ et, d'après (7.12), R e G ( ? , z ) < 0 .

Ceci établit (7.10) ; par ailleurs (7.11) se déduit de (7.12)
puisque H vérifie Pg .

On va maintenant imposer à €3 et §3 des contraintes suffisantes
pour que, pour un bon choix de M^ et m^, 96 vérifie P^a, ^3) et
?3(63 , M3). En particulier, on réduira 63 et 63 pour qu'il existe C^
et C^ tels que, sur Kç 5 , on ait

| H ( ? / z ) | < C J ? - z | (7.13)
et

G ( ? , z ) - H ( r , z ) [l + ^ H ( ? , z ) | | < C , | ? - z | 3 . (7.14)
L K J 1

Ceci implique, d'une part,

Re G(? . z ) - Re H(? , z) + ^- [Im H(? , z)]2 > - C^ 1 ? - z |3 (7.15)
/c

et d'autre part,

R e G ( ? , z ) - R e H ( ^ z ) - ^ [ R e H ( ^ z ) ] 2 < C 2 l ? - z | 3 . (7.16)
K

On obtient de là, quitte à réduire à nouveau 63 et §3, qu'il existe
une constante €3 > 0, telle que, pour tout (?, z) de Kç ^ , on ait,
d'après (7.15),

Re G(? , z) - Re H(? , z) > - €3 | ? - z |2,

et, d'après (7.16),

R e G ( ? , z ) - R e H ( ? , z ) < C 3 l ? - z | 3 .

De là, puisque H vérifie P^(e^, m^), Pa^ , M^) et P^, il existe
63, N3 et m^ telles que G vérifie P^ (63, m^\ ^3^3 ̂ 3) et P^.

Ceci achève la démonstration de la proposition 7.

8. On représente par le même symbole z le vecteur de C",
(z^ , z ^ , . . . ,z^), et le vecteur de R2", ( ^ 1 , ^ 1 , . . . , ^ ^ , ^ ) , si
^ :=^ +^. k= l , . . . , n .
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On pose

{ Z , Z ) = ^ Z,Z; (8.1)
)' = 1

( z , z ' ) = i (x;x;+j',^'). (8.2)
r= 1

On a alors

(z , z ' ) = R e ( z , 7 ' )= Re(

En tout point ^ de 9D on note ^ le vecteur unitaire de la nor-
male en ^ orientée vers l'extérieur et T». l'espace tangent réel en ^.

Si on désigne par N^. le sous-espace vectoriel complexe engendré
par v^ et par L^. le sous-espace vectoriel réel engendré par (n^.), on a
la décomposition orthogonale complexe

C" = N^. © P^.

et la décomposition orthogonale réelle

T , - L , ® P , .

On notera n^ la projection orthogonale complexe sur N. et n^ la3 s
projection orthogonale réelle sur L..

9. COROLLAIRE. — 77 existe des constantes A^ et A^, strictement
positives, telles que, pour tout (^, z) rfê 3D x 3D on ait

\ G(? , z) | < AJ ? - z |2 + A^ 1 n^C? - z) 1 .

Preuve. — On a

I G(? , z) | < - Re G(? , z) + | Im G(? , z) | .

On utilise (a) et (c) de la proposition 7 ainsi qu'un développement de
Taylor de Im G(^, z), par rapport à z, au point z = Ç. De là, il existe
K tel que, pour tout (^, z) de 3D x 3D, on ait

1 G(? , z) | < K | ? - z |2 + | (grad, Im G(? , ?), z - ?) | .

La fonction G vérifie P^ et est holomorphe en z ; on a donc
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^-GO.O^p^) . (9.1)
ÔZ ÔZ

De là, on conclut que grad^ Im G(^ , ^) est porté par ivç et vérifie

I grad, Im G (?,?)! = ^ |gradp(?) | .

Ceci, compte-tenu de la régularité de p, établit le corollaire.

10. COROLLAIRE. — I l existe des constantes B^ et B^, strictement
positives, telles que, pour tout ($*, z) de 9D x 3D, on ait

I G(? , z) | > BJ n^O - z) 1 - B, |? - z |2.

Preuve. — D'après (9.1)

<,- G( r , r ) ,z -p=<gradp(?) ,z -p .
ôz

Le vecteur grad p(?) est dans le sous espace vectoriel N^.. Le lemme se
déduit donc du développement de Taylor de G par rapport à z au
point z = ^, puisque G appartient à 6(3 D , 9€(D^)) et que grad p ne
s'annule pas sur 3D.

II

11. On considère sur ÔD la mesure jn induite par la structure
euclidienne de C" et on définit, pour tout ? de 3D et tout r > 0, la
"boule" B (?, r) de "centre" ? et de "rayon" r par

B(? , r ) = { z G 3 D ; Kz - ? , ^ ) | <r , Iz -n 2 ^}. (11.1)

Une telle famille de boules vérifie la propriété suivante. [11]

12. PROPOSITION. — / / existe des constantes strictement positives
K et A, K > 1, telles que

a)
B ( ^ , ^ ) n B ( ^ ^ 2 ) ^ 0 er ^i^ ( l z l)
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implique
B ( ^ , ^ ) C B ( ? , , K ^ )

b)
0 < JLI[BO , K>)] < AJLI[BO , r)}. (12.2)

P/^5 précisément, il existe des constantes C^ et C^ strictement posi-
tives telles que

C^<jLi [B(? , r ) ]<C^. (12.3)

13. On définit de là une pseudo distance sur 3D en posant

p(z , w) = inf-0 ; il existe une boule de rayon r contenant z et w},

On a, en effet, quels que soient z, w et t de 3D,

p(z , w) > 0 ^ z ^ w ,

p(z , w) = pCw, z) ,

p ( z , w ) < K [ p ( z , r ) + p ( r , w ) ] ,
où K est la constante figurant dans (12.1).

On en déduit alors, pour tout (z , w) de ÔD x ÔD,

p(z , w)< IÏ ÏN (z - w) | + |z - w| 2 < 2 K p ( z , w ) . (13.1)

Si E est un sous-ensemble fermé de 3D, on note

p(z , E) = inf p(z , w ) .
w € E

On peut définir une nouvelle famille de boules

B(z , r) = {w G 3D ; p(z , w) < r}.

Les boules B(z , r) et B(z , r) ne coïncident pas ; on a néanmoins,
d'après la proposition 12,

B ( z , r ) C B ( z , r ) C B ( z , K>) . (13.2)

On pourra trouver dans [5] une démonstration des deux lemmes
suivants.

14. LEMME. — // existe une constante k telle que, si E est un
sous-ensemble fermé de 9D et B(?, r(^)) un recouvrement de C E, //
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existe une suite de boules disjointes B(^. , r(^)) telles que la famille
{B(^. , kr(^)} forme un recouvrement de CE.

15. On applique le lemme 14 en posant

^-^P^E) (15.1)

et on note r, = r(^). On en déduit un lemme de recouvrement ana-
logue à celui de Whitney.

16. LEMME. - 77 existe des constantes k, A, B et M strictement
positives telles que, s^E est un sous-ensemble fermé de ôD, il existe
une suite de boules B(^., ^) ayant les propriétés suivantes :

1) les boules B(^., ^) sont disjointes :

2) C E C U B(?,,^.) ;

3) Si z appartient à une boule B(^., kr^) on a

Ar, <p(z , E) <B^..

4) Un point z de CE ne peut appartenir à plus de M boules
distinctes.

17. D'après (13.2), il existe une suite de boules B(^.,^.) qui
vérifie le lemme 16. Plus généralement, si une suite de boules de
centre x, et de rayon c .̂ vérifie le lemme 16, on dira que les boules
dilatées dans le rapport k forment un recouvrement du type Whitney
de C E.

18. LEMME. — Soit E un sous-ensemble fermé de 3D dans C",
n > 1, et B(^. ,^.) une suite de boules dont les dilatées B(^., kr^)
forment un recouvrement du type Whitney de CE, alors la condition

L [pCz/E)]"-1 log p^-E) ̂ (z) < °° (18-0

est équivalente à la condition

JLI(E) = 0 et E ^ l o g — < o o - (182)
i ^
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Preuve. — La condition (18.1) implique jn(E) = 0 et le lemme
est une conséquence immédiate du lemme 16 et de (12.3).

19. Si D est la boule unité de C", n > 1, la pseudo-distance "p
définie par

P ( ? , z ) = 1 1 - < T , z > |

est équivalente à la pseudo-distance p introduite dans le paragraphe 13.
Puisque la fonction G ( ^ , z ) = < ^ , z > — 1 vérifie la proposition 7,

on a alors
|G(?,z) | = p ( ? , z ) .

Cette situation se généralise lorsque D est un domaine strictement
pseudo-convexe de C". C'est ce qu'expriment les lemmes qui suivent.

20. LEMME. — // existe une constante A, > 0, telle que si (^, z)
appartient à 3D x 9D

|G(^z) |<ApO,z) .

Preuve. — Ce lemme est une conséquence immédiate du corol-
laire 9 et de (13.1). On a, en effet,

i n ^ ( ? - z ) i < i n ^ ( r - z ) i .

21. LEMME. — / / existe une constante B, strictement positive,
telle que si (^, z) appartient à 3D x 3D, on ait

| G ( ? , z ) | > B p O , z ) .

Preuve. — D'après la proposition 7 et le corollaire 10, il existe
m, B^ et B^ telles que l'on ait

I G(? , z) | > - Re G(? , z) > m | ? - z |2 (21.1)
et,

| G ( ? , z ) | > B ^ |n^(?-z)| -BJ?-z | 2 . (21.2)

On considère deux cas.
Soit,

[H (S - -z )K^ 2 | ? -z | 2

? BI
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alors, d'après (13.1), on a

p^z^^+l^-zl 2 ,
"l

et, pour conclure dans ce cas, on utilise l'inégalité (21.1).
Soit, au contraire,

9Ri n ^-z^-^-zi2
Bl

alors, d'après (21.2), on a

l G ( ? , z ) i > ^ i n ^ o - z ) l ,
et, d'après (13.1),

^^(Ir^)'"^"^
ceci achève la démonstration du lemme.

22. On note :
A(D) la classe des fonctions analytiques dans D, continues dans D,
Ak(D) [resp. A°°(D)] la classe des fonctions analytiques dans D,

continues ainsi que toutes leurs dérivées jusqu'à l'ordre À: [resp. de
tous ordres] dans D.

Dans tout ce qui suit, E est un sous-ensemble fermé de 3D.
On dit que E est un Z° pour une classe QL, s'il existe une fonction

/ de QL telle que l'on ait

E = { z G D ;/(z) = 0 } = Z°(/).

On dit que E est un Zk pour une classe QL, s'il existe une fonction
/ de QL, telle que E soit l'ensemble des zéros communs à /e t à toutes
ses dérivées jusqu'à l'ordre k. On note alors E = Z^/), (k = 1 , 2 , . . .).

De même, E est un Z°° pour une classe OL, s'il existe une fonction/
de OL, telle que l'on ait :

E = ^ Z\f) = Z°°(/) .
Àr=0
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Dans ce qui suit, à l'exception du théorème 32, on supposera
que la fonction p définissant le domaine D est de classe C2"^, a > 0.

Pour toute fonction / de A(D), /* désigne la restriction d e / à
3D.

23. LEMME. — Soit un domaine borné, strictement pseudo-convexe
de classe C2'"0', a > 0, soit f une fonction de A(D), si /* appartient à
C^ôD), f appartient à A^D).

Pour tout k = !.. . n, on peut associer au champ de vecteurs

— un champ de vecteurs tangent à 3D, T^, de classe C14^, tel que,
^k _
pour toute fonction g holomorphe au voisinage de D et tout ^ de
3D, on ait

^-(r)=T^(?). (23.1)ôz^

On sait (G. Henkin, N. Kerzman, I. Lieb) que toute fonction / de
A(D) est limite uniforme sur D d'une suite de fonctions/ holomorphes
dans un voisinage de D [7].

La suite (/ppcN tend uniformément vers/* sur ÔD, donc, pour
tout k, la suite OV^^ tend vers T\/* dansôD;OD), l'espace des
distributions d'ordre 1 sur 3D.

Soit z un point intérieur à D. Puisque D est de classe C2^, le
noyau de Poisson associé P^(?) est de classe C1^ sur ôD.

On a donc, d'après (23.1),

ô^00'^ ww;(?wn,
et, lorsque p tend vers + oo,

^(2)=^ ^w^^)-
Par hypothèse, T^/*(^) est continue sur ÔD ; son intégrale de Poisson

— ôfest donc continue dans D. Pour tout k = 1 , . . . ,n, — coïncide sur D
ôz^

avec une fonction continue dans D. La fonction / appartient donc à
A^D).
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Le théorème que l'on se propose d'établir maintenant généralise
un résultat obtenu, lorsque D est le disque unité du plan complexe,
par L. Carleson [1] pour Ak(D), par B.A. Taylor et D.L. Williams
[12] et par B.I. Korernbljum [10] pour A°°(D).

24. THEOREME. — Soit E un sous-ensemble fermé de 3D dans C",
n > 1, tel que

^ tpCz/E)]"-'^?-^)^^00'

alors, il existe une fonction F de A°°(D), non identiquement nulle,
nulle seulement sur E, telle que, de plus, E soit l'ensemble des zéros
communs à F et à toutes ses dérivées. On a donc

E = Z^D-Z^F).

Démonstration. - Soit {B(^., r^)} une suite de boules telles que
les boules dilatées B(^.,^.) forment un recouvrement du type
Whitney de CE.

D'après le lemme 18, la série ^ ^ Log—converge ; il existe
i ri

donc une suite de réels positifs \ tendant vers 4- oo telle que l'on ait

H V.Log l/^. <oo (24.1)
i ' ^ ' • ' ! • • '

On pose, pour tout z dans D\E,

. x Y-» ^i'/ Log 1A.
^z) = I ̂  . ; (24.2)

i ^(Sî , 2-) - ̂

où G(^., z) est la fonction vérifiant la proposition 7. On a

I G(^., z) - rj > - Re G(?, , z) + .̂ > m | ^ - z |2 + r, .

Ainsi (^ est analytique donc indéfiniment différentiable dans un voi-
sinage de D privé de E.

On se propose d'établir pour ^ la propriété suivante : il existe
des constantes c et C strictement positives, telles que, si z appartient
à 3D\E, zdans B(^., krj) par exemple, on ait
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Re ^(z) < - c À, Log l/^. , (24.3)

\D3^z)\<Ck+l k——. (24.4)

pour tout entier k, et pour tout multi-indice J tel que | J | = k.
D'après la proposition 7, pour tout entier / et pour tout z de D,

Re G(^., z) est négative.
Ceci implique

Re^(z) < 0, pour tout z de D\E. (24.5)

Soit z un point de C E, z appartient à une des boules dilatées,
soit B(^., kr^).

D'après (24.5), on obtient

À, A, Log l/^.
Re^(z) < Re

GO, , z) - r,
Or, on a

R e G ( ? , , z ) - ^ < - r ,

et, d'après le lemme 20,

| G ( ^ , z ) - ^ | < ( A + l)r,
donc,

À, Log 1 A,
Re (p(z) < - —————-

• (A + l)2

ce qui prouve (24.3).
G appartient à (°OD ,3e(Dg)), donc, d'après les lemmes 2 et 3

et un argument de compacité, il existe une constante M telle que,
pour tout k, et tout (?, z) dans 3D x D, on ait

|D^G(S\z ) | < M f c + l ^ ! . \ l \ = k (24.6)

En utilisant une formule de dérivation de fonction composée de
Fa di Bruno [2] et (24.6) on obtient

" À, r. Log 1 jr,
1 D1 ^(z) | < (2M2)'1 k ! ^ ^ • (24.7)

i=i \ ' i ~ ^ISï » z ) \

Pour établir (24.4), on distingue deux cas.
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Si

p ( r , , z ) > — p ( z , E ) ,
2K.

(avec K la constante intervenant dans l'inégalité de pseudo-distance),
on a d'après le lemme 21,

l ^ - G ( ^ z ) | > | G a , , z ) | > B p ( ^ , z ) ,
donc,

|r, -G0 , , z ) |> — p ( z , E ) . (24.9)
2K.

Si, au contraire,

p ( ? , , z ) < ^ - p ( z , E ) ,

on a alors, d'après l'inégalité de pseudo-distance,

^ p ( z , E ) < p ( z , ^ . ) + p ( r , , E )

donc,

^ p ( z , E ) < p ( ^ . , E )

et d'après (15.1),

— p ( z , E ) < 2 K ^ , .
2K.

De là, puisque Re G est négative sur 3D x D, on obtient,

\r, - G ( ^ , z ) | > ^
donc,

|r, -G(^ . , z ) |> ^^p(z ,E) . (24.10)

Les inégalités (24.9) et (24.10), compte tenu de (24.1), établissent
(24.4).

On pose
F(z) = exp^(z) . (24.11)

F est analytique dans D, de classe C°° dans D\E. On a une majoration
des dérivées d'ordre k de F.
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II existe, en effet/une constante C, > 0, telle que quel que soit
l'entier k, > 0, et quel que soit le multi-indice J, | J | = k, on ait,
pour tout z de 3D\E,

'"'^'^'^p- <24-'2»
De là, d'après (24.3) et le lemme 16, si z appartient à B(^., À^.),

ID^z)!^! C^"^ (24.13)

Lorsqu'un point z de ÔD\E tend vers un point de E il appartient
successivement à des boules B(^. , kr^) dont le rayon tend vers zéro.
On sait, en effet, que si z appartient à une boule B(^., kr.), r. est
équivalent à p(z , E).

De là, d'après (24.13), lorsque z dans 8D\E tend vers un point
de E, r^ tend vers 0, \j tend vers +00, donc, à partir d'un certain
rang, on a

c\j > 2k + 1 ,

et de là, pour tout entier k > 0 et tout multi-indice J tel que | J | = k

lim \ D 3 P ( z ) \ = 0 , z ^ G E , zGôD\E. (24.14)
Z —>ZQ

La fonction F est holomorphe dans un voisinage de D\E. Sa
restriction à 8D\E admet, d'après (24.14), un prolongement continu
à ÔD.

Soit,

F"
( F sur ÔD\E,

( 0 sur E.

Puisque F est holomorphe et bornée dans D et que E est de mesure
nulle sur ÔD, F est l'intégrale de Poisson-Szegô de F* [11]. Or le noyau
de Poisson-Szegô est une approximation de l'identité et F* est continue
sur ÔD, F appartient donc à A(D) et, d'après (24.5), s'annule seulement
sur E.

On a, de plus, si z appartient à 8D\E, z dans B(^., kr^) par
exemple,

i r"/- \ i ^ ' ^i|F(z)| <^. 7 .
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La fonction F* admet donc des dérivées d'ordre 1 nulles en chaque
point de E, ce qui, compte tenu de (24.14), implique que F* est de
classe C1 sur 3D. D'après le lemme 23, F appartient donc à A^D).
On conclut par itération que F appartient à A°°(D) et que F et toutes
ses dérivées s'annulent sur E. On a alors

E = Z°(F) == Z°°(F)

ce qui achève la démonstration du théorème.

25. On a donc deux formes équivalentes (18.1) et (18.2) d'une
condition suffisante pour qu'un sous-ensemble fermé de 3D soit un
Z° et un Z°° pour A°°(D). On va en donner une nouvelle version dont
l'intérêt réside dans son application à l'étude de cas particuliers.

26. On désigne par Nç(E) le nombre minimal de boules B de
rayon e dont la réunion recouvre E.

On note
E, = { z G 3 D ; p ( z , E ) < e } . (26.1)

27. PROPOSITION. — // existe des constantes c^ et c^ strictement
positives telles que

CiN,(E)e"<^(E, )<c ,N, (E)e" . (27.1)

Preuve. — L'inégalité de droite se déduit simplement des défi-
nitions de Eç, Nç(E) et de (12.3). On établit l'inégalité de gauche en
comparant Nç(E) et le nombre maximal de points z^., ; == 1 , 2 , . ..
tels que l'on ait, pour tout ; et 7, ; ^= 7,

pÇz^ , zp > e .

28. PROPOSITION. — La condition

L r . 1 ^ - ! Log ———^ ^(z)< oo (28.1)^D [p(z .E)f p(z . E)

équivaut, lorsque n = 1, à

f N(E)de<oo (28.2)
"o
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et lorsque n > 2, à
F1 1j N^(E) . Log - de < oo . (28.3)

Démonstration. — Soit

B^ = {z E ôD ; 2-^-1 < p(z , E) < 2-^} .

La condition (28.1) est équivalente à

J L X ( E ) = O et ^ ^"-^(B^Xoo.
fc^i

On note
C^ == U B, .
" j > k J

et on obtient, en sommant par parties

1: k2(n-l)k^Ji(B,)= i 2<' î- l )< f c- l )^(2"- l - 1 ) + 1]^)-
^ = 1 A:= l

-N^"-1)14^^,,).

D'après (28.1), N 2("-1)N n(,C^) tend vers 0, lorsque N tend vers +°o.
Ainsi,

t Â;2<"- l ) feJLt(B^)<oo
k= 1

équivaut, lorsque ^ = 1, à

^ ^(C^)<oo , (28.4)
f c = i

et, lorsque n > 2, à

^ ^-^^^(C^Xoo. (28.5)
fc= i

D'après (26.1) et la proposition 27,

C,=E^, et 2"^(C,)<c,N^(E)

1
(28.4) équivaut donc à ^ -^ N ^(E) < oo et (28.5) à

k=i 2 1/2

- ky -, N .(E) <oo .
À ^ 1/2^
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Ceci établit la proposition.
29. L'équivalence, lorsque n = 1 et D = = { z E C ; | z | = 1}, des

conditions (18.2) et (28.2) figure dans [8]. La pseudo-distance p(z , w)
coïncide alors avec la distance euclidienne sur 3D.

Voici un énoncé simple qui est une conséquence facile du théo-
rème 24 et de la proposition 28.

30. PROPOSITION. — Si F est un arc sur ÔD de classe Cl+a,
0 < a < 1, dont la tangente en chaque point ^ est dans P»., le sous-
espace complexe de dimension (n — 1) de V espace tangent à D en Ç,
il existe une fonction F, non identiquement nulle, de A°°(D) telle que
l'on ait

r = Z°(F) = Z°°(F).

Démonstration. — On peut supposer ici n > 1. Soit 7 l'application
de [û, b] dans C" définissant F. Il existe une constante M telle que,
pour tout couple ( t , t ^ ) de points de [ a , b], on ait

l70)-70i)-(^- ^i)7^i)l <M|r - rj^

17(0-7(^)1 <M|^ - rj

De là, en notant

on obtient
z = 7(r) , z^ = 7(^1)

in^ (z - Z i ) | < M | r - rj1"'" (30.1)
2!

|z - Zi |2 <M 2 | r- /i |2. (30.2)

Soit P(e) le nombre minimal d'intervalles de longueur e1714^ dont la

réunion recouvre [a, b] ; P(e) est de l'ordre de ^^ •

Soient .̂ les centres de ces intervalles et 7(^-) leurs images.
D'après (30.1) et (30.2), on a

donc

et

EC U B ( 7 ( r , ) , e ) ,

N,(E)<P(e) ,

f 'N^Log ]- de<v r\ c c 00 ,
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III

Un sous-ensemble E de 3D est pic pour A(D) s'il existe une
fonction / de A(D) telle que

/(z) = 1 si z appartient à E et,

I /(z) | < 1 ailleurs,

ou, ce qui est équivalent, s'il existe une fonction de A(D), nulle seu-
lement sur E, dont la partie réelle soit positive dans D.

31. PROPOSITION. — / / n'existe pas d'ensembles infinis qui soient
pics pour A^CD), m > 1.

Ce résultat est établi dans [13] lorsque D est le disque unité du
plan complexe. Il s'étend lorsque D est un domaine borné strictement
pseudo-convexe de C1, n > 1, à frontière de classe C2. En effet, s'il
existe un ensemble infini pic pour A^D), il existe un point z^ de
3D et une fonction / de A^D) telle que

Re/(z) > 0, pour tout z dans D,
et,

/(^o) = /^o) = 0 . -o^ J ^o

Alors, en se restreignant à un disque convenable passant par z^ et
contenu dans D, on obtient une contradiction.

32. Dans [6], A.M. Davie et B.K. 0ksendal ont donné une condi-
tion suffisante pour qu'un sous-ensemble E de 3D soit un ensemble
pic pour A(D). D'après la proposition 31, leur construction ne s'étend
pas aux classes A'"(D), m > 1.

En revanche, on peut donner des conditions sur E telles que,
avec les idées développées dans la démonstration du théorème 24, on
sache construire des fonctions, nulles seulement sur E, appartenant,
soit à A(D) (les résultats obtenus sont alors contenus dans ceux de
A.M. Davie et B.K. 0ksendal [6]), soit à des classes plus régulières
que A°°(D), à des classes de Gevrey par exemple.

33. THEOREME. - Soit E un sous-ensemble fermé de 3D dans C",
n > 1, de mesure nulle, vérifiant
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4 Î .E)!--'""^ <"•"
û/or5, ;7 ^.x^e im^ fonction F ûf^ A(D) ^//^ ^K<? Von ait

E = Z°(F).

Démonstration. — Si TÎ > 2, la condition (33.1) est équivalente à

/1 N , (E) r fe<oo , (33.2)
ou à

JLI(E) = 0 et S ^ < ° ° ' (33.3)

si .̂ désigne le rayon des boules d'un recouvrement du type Whitney
de C E. On note .̂ leur centre.

Si n = 1, on a encore 2 r^ < °o.
On montre alors en reprenant les idées et les notations de la dé-

monstration du théorème 24 que la fonction
00 À r .

F(z) = exp ^ ' \——
;"\ G(z, , z) - ̂

appartient à A(D) et s'annule seulement sur E.

34. Soit (M^)^Q, une suite de réels positifs, logarithmiquement
convexe, on désigne par {M^}"1' la classe des fonctions /, analytiques
dans D, continues ainsi que leurs dérivées de tous ordres dans D, qui
vérifient la propriété suivante : il existe une constante Ay telle que,
pour tout z dans D, tout entier k positif ou nul et tout multi-indice J
tel que | J | = k, on ait

ID' /^KA^M^.
On pose

rk

T(r) = sup —- •
k M^

Le théorème suivant généralise un résultat [3] précédemment
établi, lorsque D est le disque unité du plan complexe.
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35. THEOREME. — Soit E un sous-ensemble fermé de ÔD dans
C", n > 1, vérifiant

1 r , 1 ^ - ! LogT(————Wz)<oo (35.1)^D [p(z,E)f V p ( z , E ) /

a/o^ ;7 existe une fonction F rf^ {M^}'1' ^//e ^e l'on ait

E = Z°(F) = Z°°(F).

Démonstration. — La condition (35.1) est équivalente, quelque
soit n, à

/' N^LogT^A^oo (35.2)

ou à,
JLI(E) = 0 et S r, LogT(l/^.) < oo (35.3)

i

si .̂ désigne ici encore le rayon des boules d'un recouvrement du
type Whitney de C E.

On pose

^'ï^-
En adaptant, à l'aide des méthodes détaillées dans [3], la démons-
tration du théorème 24 dont on reprend les notations, on montre
que la fonction

_ r,LogT*(l/^)
F(z) = exp s G0,z)-,.

appartient à {M^T, qu'elle s'annule seulement sur E et que, de plus,
E est l'ensemble des zéros communs à F et à toutes ses dérivées.

36. PROPOSITION. -Soit D = { z G C" ; |zJ2 4- • • • + |zJ2 < 1},
la non-quasi-analyticité d'une classe {M^}^, c'est-à-dire l'existence
dans la classe d'une fonction non identiquement nulle s'annulant en
un point ainsi que toutes ses dérivées, équivaut à la condition

f L o g T ( l / e ) û f e < o o .*/o
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Démonstration. - Ce résultat, si n = 1, est établi dans [9]. On
ramène le cas général à l'étude d'une fonction d'une variable sur un
disque en coupant D par une droite complexe.

37. PROPOSITION. — Soit D un sous-ensemble borné strictement
pseudo-convexe de C", n > 2, la condition

/*i
/ LogT(l /e)ûfe <00

implique l'existence dans la classe {M^}'1' d'une fonction non identi-
quement nulle qui s'annule ainsi que toutes ses dérivées sur un sous-
ensemble parfait de 3D.

Démonstration. — II existe une fonction ^ strictement croissante,
tendant vers + oo quand e telle que

»1

f1 ^ (e )LogT( l /6 )ûf6<
^0^0

Soit F un arc de classe C2 sur 3D, défini par 7(f), t dans [0 , 1]
par exemple, tel que la tangente à F en chaque point ^ soitsitué dans
P»., le sous-espace complexe de dimension n — 1 de l'espace tangent
à D en ?.

On construit sur [0 , 11 un ensemble parfait F tel que le nombre
minimal d'intervalles de longueur ^/e~dont la réunion recouvre E soit
majoré par C <^(e) où C désigne une constante ne dépendant que de E.
On prend, par exemple,

a.
F = x ; x = S ————-———.a, = 0 , 1

[^(1/27)] + 1 f

^ désigne ici la fonction réciproque de ^ et [^(Q], la partie entière
de \^(t).

Soit E, l'image par 7 de F, E est parfait et l'on a, d'après (30.1)
et (30.2),

N , (E)<C^(e ) .
On en déduit donc

f N , (E)LogT( l / e ) r f e<oo .*^o e

E vérifie donc la condition (35.1) et l'on a
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E = Z°(F) = Z^F),

avec F appartenant à {M^V.
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