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1. Introduction.

Réceàntnetit, R. Sàkaïnôto [10] a démontré, sous une hypo-
thèse dite de Lopatinski uniforme, l'existence et l'unicité de
la solution du problème mixte hyperbolique dans des espaces
de Sobolev convenables; mais cette hypothèse de Lopatinski
uniforme exclut par exemple le cas de l'équation des ondes
avec condition de dérivée oblique sur le bord< Dans ce travail,
on se propose, en se restreignant au cas d'opérateurs homo-
gènes à coefficients constants, d'étendre les résultats de [10]
sous utie hypothèse de Lopatinski non nécessairement uni-
forme et de caractériser les problëtnes mixtes hyperboliques
bien posés. Pour cela, on se ramène à un problème équivalent
sur le bord en adaptant au cas hyperbolique la technique du
projecteur de Calderôn.

Cet article est divisé en deux parties : résolution d^ns les
espaces de fonctions C°°, puis résolution dans les espaces
de Sobolev, où on établit une inégalité de l'énergie dans laquelle
la non uniformité de la condition de Lopatinski se traduit
par une perte de régularité que l'on précise.

2. Énoncé des principaux résultats.

Précisons tout d'abord quelques notations. Le point géné-
rique de R"4"1 est noté (a;, y, t) avec x e R, y e R"-1, ( e R ;
la variable duale de (rc, y, t) est (Ç, r^y r); on pose aussi
z = (y, t)^ = (^ T). Soit R^ = {(rr, y, t) 6 R^x > 0};
si M e C^R"4-1) et k e N, oïl pose y^ == (D^u)[^o (avec
D., = -~ -^-Y C^(Ry-1) (resp, : (^(R")) désigne l'espace

If OSC /

des fonctions u = u(x, y, t) de (^(Ry"1) (resp. : des fonc-
tions ^ == ^(y, t) de C^R")) qui sont nulles pour ( < 0;
enfin, les espaces de fonctions à support compact sont indi-
qués par un zéro en indice (exemples : Co°(R"), Co°(Ry"1)).

Soit P(D^, Dy, D() un opérateur différentiel à boefficients
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constants homogène de degré m. On fait l'hypothèse

P est hyperbolique dans la direction du « temps »
(A) No==(0, 0, 1) et Phyperplan {x = 0} n'est pas

caractéristique pour P.

On se donne (JL' opérateurs différentiels homogènes à
coefficients constants B/D^, Dy, D() (/ == 0, ;.., (A' — 1;
degré Bj == bj) d'ordre au plus m -— 1 par rapport à Dy.
On considère le problème mixte (*) :

P(D^, Dy, Dt)u=f(x, y, t} pour (x, y, t) e R^1

M B/D^, D^, D()u|^o == g/y, t) pour (y, () e R71;
7 = 0 , ..., (x'-l,

où on traduira éventuellement la nullité des données de Cauchy
en imposant u == 0 pour ( < 0.

Nous poserons

B/D,, D,, H) = S'B^^D^D^ (/ =0, ..., (x' - 1)
fc==0

et noiis considérerons la matrice

B(D,)=(B^(D,))^o..,,^
fc==O.. . . .OT——l

II sera souvent commode d'exprimer les conditions aux
limites dans (*) sous la forme condensée B(D^)y^ == g, avec
Y U = = ( Y O U , ...,^-iu), g==(go , • • . , g(i-i).

Afin de caractériser les opéra.teurs-frontière Bj pour lesquels
le problème (*) est bien posé dans des sens convenables, il est
utile d'introduire ce que nous appellerons la « matrice de
Lopatinski ». Pour cela, désignons par T la composante
connexe de No dans l'ensemble des N e R"^ tels que
P(N) 7e 0; 'on sait (voir [4]) que F est un cône convexe
ouvert et que P est hyperbolique par rapport à tout N e F.
Posons Pô == F n {Ç = 0}. Pour Ç e R" — iFo, désignons
par Ç^(Ç) (/ == 0, . .., [L — 1) les zéros en Ç, distincts ou non,
du polynôme P(Ç, Ç) tels que Im Ç > 0; il est facile devoir
que le nombre total (A de ces zéros est indépendant de
î e R" -— tTç; suivant Agmon [2], on fait l'hypothèse

(B) Le nombre p/ d'opérateurs-frontière intervenant
dans (*) est précisément (JL.
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pour ÇeR^iTo, posons P+(Ç, Ç)=]Ï(^-^W).
p—l ./=o

et désignons par By(Ç, Ç) == ^ RA^)^ le reste de là division
fc=0

euclidienne, entre polynômes en $, de By(Ç, Ç) par P^Ç, Ç)
(y ===0, ..., (JL — 1) ; nous appellerons matrice de Lopatinski
(pour le problème (*)) la matrice carrée

B'(!:)=(B;,,(î:)),,^o.....^i

Notons que son déterminant R(^) est précisément le déter-
minant de Lopatinski associé au système de polynômes en
Ç (P+; Bj (/ == 0, . . . , (A — 1)) (voir [6]); enfin, lorsque la
condition de Lopatinski R(^) 7e 0 est vérifiée, désignons par
A,(^) == (^j,k(^))j,k==o,...,[i.-i ^ matrice inverse de la matrice
de Lopatinski B'(^).

Pour étudier le problème (#) dans les espaces de fonctions
C00, introduisons la condition

II existe un cône ouvert convexe Fo, avec

No e fo <= Fo,

tel que pour tout cône fermé épointé K c: Fç
(±J) il existe c > 0 et 6 ^ 0 satisfaisant.

pour
|R(^)| ^ c j lmq 6

!: e R 7 1 — iK et jÇ| == 1.

Signalons que cette condition est réalisée dès que R(z) 7^ 0
pour Ç e I ^ — i F o (voir [3'], [8']).

Le but de la première partie de cet article est essentielle-
ment d'introduire les opérateurs qui serviront à discuter le
problème (*) dans les espaces de Sobolev; toutefois, notons
qu'on établira le

THÉORÈME 1. — On se place sous les hypothèses (A) et (B).
Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour toutes fe C^QR^1), g e (^(R", C^), le problème (*)
admet une solution unique u e C^(Rî4"1).

(ii) La condition (L) est satisfaite.
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Un théorème analogue, paais relatif aux systèmes du 1er ordre
a été indiqué par R. Herisch [5^] et précisé par K. Kasaharam. • - • v ^ _ :

Avant d'énoncer les résultats de la seconde partie, précisons
les espaces que nous utfl'iserori's' (voir [4])'.'f Pour s, r 6 'R1 et
Y •> 0, "désignons par H, ..̂ (If14-1) l'espace des ue 3/(R»+1)
telles que e-^u e H,,,(R»+1); la norme dans 1H^(R'•+1)
est définie par

II^IIÏ^y-.L^C^^I^2)^!2^^^.^ o)|2 ̂  d^da
• ' • '4 • • • - • i/ K.~ • • :• . - -• . . . . . ' ^ • , • • . >

OU ù ^=^,,o—lT),:)|^=|7î|2+a2dhï2, hP——S ̂  et

ou ^""^u est la, transformée de Fourier de e~^u.
On définit de même H^^R"), avec

(^T-^l^l^^^,^^^^

Enfin, H^r;JRy1) est ? espace des restrictions à R^1

des distributions appartenant à H^^R"^1); il est muni
de la norme-quotient correspondante, que l'on note [uj^r ;^ .
Lorsque r === 0, on posera H, r;^ == H,;^ et lu |^r ,Y ==== l ^ l x î y
Nous emploierons les notations H^^;^ == | | H,;-+-=o;T '^ | 1 ^^ îy Ot

sefL
H_;,=UH.;,..;T — \—/ ^^î ï -

sev.
Pour étudier le problème (*) dans ces espaces de Sobolev,

nous renforcerons l'hypothèse (A) en la remplaçant par

P est strictement hyperbolique datis la direction No,
(A') et rhyperplan {x == 0} n'est pas caractéristique

pour P, '

et nous ùtiliserojis la condition suivante, où 6 est un réel
^ 0 . ;

II existe C > 0 tel que la matrice A(^) vérifie
.., •. • •. . Q . , , '. . . , . , ; ^

(Le) I^WW ^ -T ,, P01^ ^=^^;,c ~ W J .> °»
, , (^ o) eR^jq -A; /, fe^O, . - . . , ̂ - 1 . ' :

Signalons que si R(^) ^ 0 pour y ^'Ô, alors 'il existe 6
tel que (Le) soit vérifiée(voir [3"], [8']).
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On démontre le

THÉORÈME 2. — On se place sous les hypothèses (A') et
(B). Soit Q un réel ^ 0. Alors les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) Pour tout y > 0, pour toutes fe Ho j;JR^"1),

g, e H^^ô^R') (/ - 0, .. ., ^ - 1),

^ problème (*) admet une solution unique u e H^_i;.JR^4"1),
yui vérifie

Y|u|?,,_^+ S <Ï̂ -I-;;T ^ ^(--l/1S.Ô;ïj==o y \ y ^-i \
+ S (g^-i-^+ô^r

J=0 /

où C e^ une constante indépendante de /, g, y- ^ p^u^, 5^
/*, g 5ont nulles pour t < 0, afor5 M e5( nu%<° pour ^ < 0$
enfin, si fe H-^^(R^1), geH^-ocî^R", C^), afcr^

ueH+.;^(R^1).

(ii) La condition (Le) ^t satisfaite.
Notons que dans le cas particulier 6 == 0, la condition

(Lo) est précisément la condition de Lopatinski uniforme
[2], [10]), et l'implication (ii) ===^ (i) est alors démontrée dans
[10]. Dans certains cas non uniformes (6 > 0), des résultats
moins explicites ont été donnés par Agemi et Shirota dans [l],
Dans le cas uniforme, il y a également des résultats pour les
systèmes du 1er ordre: H. 0. Kreiss [8"] et J. Rauch [9'].

On termine ce travail par l'exemple de l'équation des ondes
avec condition de dérivée oblique au bord.

Une partie des résultats de cet article a été annoncée dans
une note aux C.R. Acad. Sci., t. 272, p. 868-871 (1971).
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PREMIÈRE PARTIE

Étude du problème mixte dans les espaces de fonctions C".

Nous supposerons, pour cette première partie, que P B
vérifient les hypothèses (A) et (B).

3. Réduction à un problème sur le bord.

Soit E la solution élémentaire dé P(D,, D., D.) définie
par

(3.1) <E,,>=(2^^^^^ (.)

(y 6 ̂ (R^), y > 0 arbitraire).
On sait (voir [4]) que le support de E est contenu dans le

cône r * = = { V e R » + i | V . N ^ O pour tout Nef} , cône
dual du cône F. Si fe C^(R»^), en considérant un prolon-
gement /•eC4!(R»+1) de f, et remplaçant u par

u- (E */)!,>„
on voit qu'on ne change pas la condition (i) du Théorème 1
quand on se restreint au cas / == 0. Dans cette première partie,

(1) Dans tout ce travail, le» transformées de Pourier-Laplace seront le plus sou-
vent signalées seulement par la présence des variables duales £ -n T = = f f — t v
Ç - (l), T) des variables a;, y, (, z = (y, (); ainsi, les notations ç(E, Ç) et

$(Ç, 0 = Jutî -^ <)'(•», 2) <to <fa

seront synonyme»; de même, la transformée de Fourier-Laplace partielle

fv^^' ^ds

sera notée <y(x, Q.
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nous allons donc considérer le problème mixte

œ(D,, D,)u=0 pour x > 0
^•z) ;B(D,)YU=g

et étudier la condition

/o ^, Pour toute! ^'ë C^R^C^),' îl 'existe M e C^R^1)
unique vérifiant (3.2).

:'j • .". .-i ^ • / . : .,:;;^-;;q^j ^-J cUT;-^ û^m^ ;••• .u y ••'J<'1 *...»• ï ^ u'h .̂b:!^
Pour cela, nous allons transformer (3.2) en un problème

équivalent sur le bord {x = 0} en adaptant au cas hyper-
bolique la ^méthode des ̂ potentiels telle qu'elle'est développée
dans [5], [9]. Rappelons tout d'abord la îorinulle de&1. satits :
à toute fonction ueC^(RÏ'1) associons la fonction u°
égale à u pour x ^ 0 et nulle pour x < 0; alors, si Pu = 0
pour x > 0, on" a^ - • • it'--' ; 1 '^ ' • • 1 . ^ • ' - - ^ — ^ - - < '

/(3.3) . - ^ . - . , . , P(u°)^PCY.u). . ,,,, .- ,

où, pour v = (Po, . . ., ^m-i) e C^(R", C^), on a posé }

(3.4) 1̂  = A "S1 ̂  P,+r+i(D.)(m(a;) ®^^))
t J==0 l==Q

' . ••• " ' \ ''• - ^

(8 désignant la mesure de Dirac en 0 dans R) avec
'• '. : ^ î ' 1 . ' • ' • ' - • y/t

. , , , . -'P(D,,D,)= 2 P^D,)DS. : .
. ; , • &==0 • < . I-' :, ' ; . t . • i : , • '

Si u e C^(RÏ1"1), vérifie Pu =f= 0 pour x > 0, il résulte
de (3.3) que l'on a: ^

(3.5)- ' - ; - u-JE^Pdu))^ ; i" nl:"'
^ ^ï-: . •.;- -• ' : i^, ^ < » ^ : ^ri-^ ? ..^ \ . ^ - • • • : . ' . . • • ^ • - . ; - ' • • • : . - ^ ^ /

et on est donc conduit à l'étude d'un tel potentiel de multi-
coucïï^. . ;, • • • ..,.•.- • -, • - ;•- ; • • : , . . . . . . - • - . . ' :

^ : ^ '. .3 ; • • • . ; ' ' . • • • - • - " - , • • • ' ' • • • • • • ' ' • - ' • ' ' . ' ; ' • • • • . • ' " ' '' '
PROPOSITION 3.1. -— Soifttfi entier j' ^0; alorsTapplication

^ t) '^— ? = '(E'* (D^H é^y)l.>o
appliqua O^ÇR")\ àatis C^(W^): Pour tout entier i 1ï ^ G
on a Y/,(p == E^ j * ^, ou E^j est û^ie distribution {indépen-
dante de 4') homogène de degré —^n -{-m — j — k — 1,; .^
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su^ort dans le cône 1^, et qui, afimetia transformée d^ Laplace

-(316)- E^f^^sr--:-^^^'^ ' , . . .\ / h,j\^/ 1 p,^ y \ c ^ \S tr XV tl^ > , • ,
^C-W ̂ î î) ̂  - ,h,r- ' . r f^ : ,.- •,

où Ç^ ) est un coMour de {ïm: Ç ^ 0} entourant les zéros
W) ( /-O, ...,^1) ^,P(S,.Î:). :

La démonstratioA dç cette proposîtiôri est 'une àdàptàtiolï
de la preuve du théiorème 2.1.4'de [S] ; on ôomiûfence ^âr éta-
blir le . . • : ", i î ; • t ' : ; ' - • ' - ''.'.-, ; - ̂ :-

LEMMÉ 3.1. — Avec les notations de la proposition 3;1.5
èh a^ pour ^ ëCo'fR^ Vnxp'ression suivante du potentiel

,;(^7)'' (E * (tys:;®^))^ ^)' ^ ^' ^ ; ! . ".; -^
; ; ^ ; - > - r - (2^^ F .̂ (Ç) ̂  ̂  Ç -^ ̂
• • - - ^ • - • ' ; - - . , . • • • - i - . ^ - i :x/R». ..^ Jc^y^($,^)^^,,

(^ > ^^e-Ïv^Ç =^^ iy)). ' / ^ 1 ; • • • ' ; t •

Démortstratibn. — Si peCo° (R) avec Sùpp p c: ]— oo^ 9^
l'égalité (3.1) montre, grâce à une déformation de contour,
qu'on a : ~

^(3.8) ( E * ( p ® ^ ) } ( ^ z) • , ,

- (27r)—i' f .-%) ̂  rfo f Ï̂J) ̂
> n- î '.• Piy11" • ^,.. ,, ï^q^O^^ ('),

(^ > 0 , ^eR", î =(yî , o^^- iy)), ;

Puisque P est homogène, on peut choisir C^Ç) de la
foriri^ C^) ̂  f^b^- OÙ" (î+, èbhtour bonié de {Im Ç ^ 0},
entoure {^(^/-'O, ï ' . . , ^—T; |!:1 -1, T ^O} (on
notera que cet ensemble est borné puisque {x = 0} n'est
pas caractéristîqùe pour P), j Supposons maintenant que

^ ^ x ) d x ^ 1, pour s f> 0, posons, p^),^ D -̂1- p (-^-)\

dfe sorte ^ùè pg->iy8 ; dans ^'(R)5 lorsque e-> 0. Mon-
trons que le second membre de (3.8) (avec p == pg) converge
dans ^'(Rî4-1) quand £ - > Ç ; .on a

^ lim r :ei^p(g^^ r--^-^ ^ : .
' uïn 1 L p/î: y\ d^ — f , p/g y\ ̂

:\^•. -.-\
e-^oe^o Jc^ P(Ç, Ç) Jc^) P(^ Ç) " • "



204 JACQUES CHAZARAIN ET ALAIN PIRIOU

^ec | f ^w ̂  < C î  ^ > 0, C consfante)
|J|Ç|c^ P(^ (») Y

cette majoration résultant de la construction de C4' et de la
minoration immédiate

(3.9) |P(Ç, î:)|> |P(0, ImÇ)| ( Ç e R , Ç e R"--iFo)

du polynôme hyperbolique homogène P.
L'égalité (3.7) s'obtient donc en faisant tendre e vers 0

dans l'égalité (3.8) correspondant à p = pg.
Revenons à la démonstration de la proposition (3.1);

par dérivation sous le signe somme, on vérifie que le second
membre de (3.7) est dans ^(R^1), et ^par conséquent
<p e C°°(Ry'1) lorsque ^ est à support compact; ce résultat
subsiste si on ne suppose plus ^ à support compact, car la
restriction de 9 à un ouvert relativement compact ne dépend
que des valeurs de D-^8 ® ^ dans le cône rétrograde issu de
cet ouvert, qui ne dépendent elles-mêmes que de la restriction
de ^ à un ouvert relativement compact. En supposant de
nouveau ^ à support compact, il découle de (3.7) que:

^{z) = (2^)-re^^E,./^:)<K!;) ^73 da,
où

(3.10) E,,ro=J"̂ p^^ ((=(,,.-. T)> T>0).

Or, le second membre de (3.10) garde un sens pour
ÇeR^-iFo,

et définit alors E^/Ç) comme fonction holomorphe de Çy
homogène de degré — m + j' + k + 1, avec

m./'+fc+i
'^^'^Iptollm^l (cconstante)-

Pour achever la démonstration de la proposition 3.1, il
suffit donc d'appliquer la proposition suivante, dont la preuve
figure en appendice :

PROPOSITION 3.2. — Soit I\ un cône ouvert convexe non
vide de R"; considérons son cône dual Fî == {z e R"[js.Ç ^ 0
pour tout ^ e I\}. Pour qu'une fonction F soit la transformée
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de Laplace d^une distribution homogène de degré d, à support
dans FÎ, il faut et il suffit que F soit holomorphe dans R^ — il\,
homogène de degré — n — d, et telle que pour tout cône fermé
épointé K c: I\, il existe 6 e R et C > 0 satisfaisant
^(^KClImî:!0 pour Ç e ^ - i K , |Ç|=1.

Remarque 3.1. — Le fait que Supp E^ j soit contenu dans
r^ résulte directement de la propriété supp E <= F*; nous
avons préféré l'établir en utilisant la transformation de Laplace,
car une technique analogue sera indispensable plus loin.

Introduisons maintenant le projecteur de Calderon. Si
k e N, la proposition 3.1 et (3.4) montrent que pour toute
v e (^(R", C1»), on a :

(3.11) Y .KE^P^I^OJ- ÏQM*^
l==0

où Qfc i, distribution à support dans F^, admet la transfor-
mée de Laplace,

(3.12) Q.,.ro=^p ĵ>ww^
(ÇeR^iro)

homogène de degré A* — f, avec
j^[m+fc+^

(3.13) !QM(Î)I < C |P(0,Imî:)|

DÉFINITION 3.1. — On appelle projecteur de Calderon V opé-
rateur de conwlution associé à la matrice carrée de distributions

(3.14) Q^(Qfc.^.^o......-i
De (3.5), (3.11), (3.14) et de la proposition 3.1, on déduit la

PROPOSITION 3.3. — Pour que u vérifie
di <= r00^"?»-4-^^u e L.^.^xv-^ ;
(Pu==0 pour x > 0

il faut et il suffit que v == yu vérifie

(^eC^R^C'")
( Q * v == y

et on a alors u == (E * P^)|.c>o
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4. Im^gç dn projecteur dç Calderon. .

Tout d'abord, l'application de la proposition,,précédente à
la fonction u = (E * P^>o avec !̂  e C^(R^ C^) arbi-
traire, montre^ que Q ^ Q * p = Q^, et dôlic que

..^i.,.'. . (y(^).=Q^^^^^ •—
ce qui ju&tifie le noixidç projecteur donné à Q.

On se propose maintenant de cnractérisôr le sous-espace de
C^ image du projecteur Q(^) (Ç e R" — iFo).

LEMME 4.1. — Soit w = (wo? • • ? ^m-i) e ^m? on a

Q(Ç)w == w ^ et seulement si la solution U(o?) du problème
de Cauchy ordinaire

(P(D,, S)U(^)=:0 (a^c YU-(U(0), . . . ,Dm- l(0))
^-L/ ,^U=w :' : :

est bornée pour x > 0. ; ^ ' , .

Démonstration. — Si w == Q{^)w, posons
. .' - 1 '- - !

(4.2) \]{x} =, f . — — - - $ ,P^,(^^^ ^. •
k ' -' J JC^(0 ^(S? S) j+l+\^m ^li

II est clair que V{x) est bornée pour x ^ 0, et que
P(D^, Ç)U(.r) == 0; d'autre part, (3.12) montre que

• ' ' '• ïU-Q(^, s:

donc yU == w. Réciproquement, si la solution U de (4.1)
est bornée pour x ^ 0, il est immédint, à l'aide de formules
analogues à (3.3), .(3.4), (3.5), qu'on a Fégalité (4.2) pour
x ^ 0, et par conséquent w = yU = Q(^)w.

Donnons une deuxième caractérisation de l'image de Q(^);
par définition de P^Ç, ^) (voir le § 2), les solutions bornées
pour x ^ 0 de P(D.p, Ç)U(n;) == 0 sont exactement les
solutions de P+(D^ Ç)U(o î )==0$ elles se représentent, en
fonction des données initiales arbitraires D^^) ̂  w^
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(A* == 0, U . ? i ^— ? ! ) au^moyen de la formule analogue à (4.2) :

(4.3) U(a0=f -p47|-^ S ,^.i(^^^
VC+(Ç) ^ ' (S î^^ j+ f+K^ ï . - ' ^7î

où on a posé l̂̂ , Ç) == f'p}(% : :';^
^=0 - ^ . - -;•

En calculant les t races de tT à Taide dé (4.3), on obtient le

LEMME 4.2. — Soit w ==== (wo? • • • ? wm-ï) 6 C!"1; on a
W^w = w si et seulement si w" ^Q^^w', ' ou on a pos4
w = (w', w"), w' = ̂ Wo, . . ., w^i),-^" ^= (w^, - . . , ̂ -.i) ^
Q+W=(Qt^))^,..,.-1, ^c ^

. ' f==o,.....^--i ^ • , •; '^•- ' " . •"/' ' • ; . '
/» \ V—TL-I j ï

(4.4) <î;.(ï)'̂ (t)p^ 2. ̂ Win
., (Çe^- i ro) .

Notons que Q^(Ç) est holomorphe en î^ e R" — iFo,
homogène de degré A* — Z, et bornée pour [ Ç| == 1 comme le
montre Texpression du sedond membre de (4.4) à l'aide de
résidus à rinfini;'où a dori^

(4.5) |QtCT ^ W~1 (^ e Rn- ^o, C constante),

et Q^((Ç) est par conséquent, d'après la proposition 3.2,
la transformée de LaplUôé d'une distribution Q/^ i à support
dans F^; si o'n considère la matrice de distribution

Q+=(Qt,)t=^.....-l,
f=0,...,^-l

le lemme 4.2 implique, avec des notations évidentes, là

PROPOSITION 4d. r-- ^oi^ hp;pbi(^\..^ è ̂ (R^^G^); : ator^,
Za condition Q * y = ̂  équivaut à la condition

..'- "..I . -. i i î i
(4.6) ^ = Q+* P' ? ^ • : •

Revenons maintpnmxt au plyblçme miçte .(3.2) $ ^ npus allons
transformer la condition aux limites B(D^)y^ == g en tenant
compte de la relation Q ^ yà == y^-5 i ^ i
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Pour cela/considérons ^êC.^(R", C") telle que Q * ^ = = p ;
on a alors

(4.7) B(D> == T * ̂  avec T = B(D,)Q.

D'après (3.12) la transformée de Laplace

T(î;)=(T,,.(Ç))^,....,^
f==0»...,w—l

de T est donnée par

T/,.W == f MJÎ1 T' P-W^ ̂ ï (^ R» - ir,).
c/C-^0 r^? s^ r==o ZIA1

Mais B/^, Ç) est égal à B;(S,^) modulo P+(Ç, Ç), ce qui
permet de remplacer B/Ç, Ç) par B}(Ç, Ç) dans Fintégrale
précédente, et d'écrire:

(4.8) T^(î:) == ÏBI^^Q.^Ç) (/ === 0, ..., ^ ~ 1 ;
î=0 , . . . , 7 n — 1).

Remarquons que By ̂ (^) est holomorphe en Ç e R" — iFo,
homogène de degré bj — k et bornée pour ) Ç| === 1 ; on a
donc

(4.9) |B;,,(Î:)| < Ciq^-" ( ^ ; 6 R B - ^ ^ o )

et B» k(Ç) est la transformée de Laplace d'une distribution
By k à support dans r^, ce qui permet d'écrire (4.8) sous la
forme

T=B '*Q '

où B' est la matrice carrée de distributions {îï'j,k)j,k=9.....v—i
et Q'= (Qk,i)k=o,....(t-r

(=0. . . . .m—l
En revenant à (4.7), on obtient finalement

B(D>==B'*^,
d'où le

LEMMÈ 4.3. — 5i v e C^°(R", C") vérifie Q * v == P, alors

(4.10) B(D,)p==B'*V.
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En combinant les propositions 3.3, 4.1 et le lemme 4.3, il
vient la

PROPOSITION 4.2. — Soit, ^eC^RVC^); pour que u
vérifie _

T» c. r00/?11-4"1^ .u e t,4.^K+ ; '
(pu = 0 pour x > 0
iB(ïu)=g

lî /au( et il suffit que v = yu çwi/ie
p=(ç/,^)

| 91 e Cî(R% C^)
| B ' * v ' = = g
^ = Q+»(/

^ on a alors u = (E * P^)ja.>o.

5. Résolution du problème sur le bord.

La proposition 4.2 montre que la condition (3.2)' équivaut
à la condition suivante :

Pour toute g e C^R", C^), il existe ^ e G^R",
C^) unique vérifiant B' * v ' = g.(5.1)

Par conséquent, la démonstration du théorème 1 est ramenée
à celle de la

PROPOSITION 5.1. — Les conditions (5.1) et (L) sont équi-
valentes.

Commençons par montrer que (L) implique (5.1). D'après
la proposition 3.2, l'hypothèse (L) signifie précisément que
la matrice A(î;) inverse de B'(î:) (Ç e R" — iFo) est la trans-
formée de Laplace d'une matrice de distributions

A == (^.fc)y.k=o.....(Jt-i
à support dans F;. On a alors

(5.2) A * B / = = B / * A = 8 ® I
ce qui prouve que la condition (5.1) est satisfaite, avec

(5.3) ( / =A*g .
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^ Montrons maintenarit ^ùè (5.1) implique (L) $ l'hypothèse
(5.1) signifie que l'opérateur B': y c—>.B'*<p est;:uniso-
morphisme de C^RVC^), puisque tous les opérateurs consi-
dérée eomîïiiiterit âvec^ies translations, l'isamôrphisme inverse
Jlo de B' est nécessairement de la forme Jfcy = À. * 9
(y e C^R")) où (A = \A./^^^_^ est une matrice
de distributions. '•

En remarquant que <À, <p> = ( A * < p ) (0) == (Aç^O) pour
<p e C^, on obtient

' •> '• • ' • • ' '" ') ' • , . > , .:.
(5.4) SuppA c: {( ^ 0 }

d'où

(5.5) A ^B' = 8 (x) 1

D'autre part, pour tout ^ e R, la distribution A se
prolonge en une forme linéaire continue y (—^ (J(&<p) (0) sur
l'espace des 9 e C00 nulles pour t > t^ ce qui implique :

(5.6) L'intersection du support de A avec tout demi-
espace {( < t^} est compacte.

Les propriétés (5.5), (5.6) permettent d'égaler les déter-
minants (au sens de^la convolutiori) dans l'égalité (5.5), d'où

(5.7) (detA) * (detB')^ 8.

De cette égalité et de l'homogénéité de detB', 0^1 va
déduire que detA est homogène; en effet, si y e Co^R"),
on peut écrire <p = (detB') * ̂ ; avec ^ eC00, nulle pour t
assez grand (^ = (detA) * 9); pour À > 0, posons

/ 'j* \ " : '
<p^) = = ± < p / — J ; si d 'est le-degré'd'homogénéité de detB',

on obtient alors :

<det A, (p^> = <det A, ((det B') * .̂ >
= Â-^det A, {det B')^ <1/^>
= X-^detA^detB',^) = À-^-^O) "J

= ^-"-^detA, 9> < < - / '-

ce qui montre que ^et'Â est homogène de degré — 2n — d.
L'homogénéité de det A. et les propriétés (5.4), (5.6) du
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support d|B A impliquent que ^'enveloppe convçxia du support
de detA. i6st,un cône de la formç •>rî , oii ri est .un cône
convexe ouvert contenant No. En notant det A(C)
(Ç € R" — il\) la transformée de Laplaçe de det A, on
déduit de (5.7) que det A(X) det R'(Ç) = 1 pour

^eR-- i(ro n I\); i

puisque det B'(Ç) == R(^)? la validité de la condition (L)
découle alors de l'applicationde^ la'proposition 3.2 à la fonction
det A(î^) dans le cône Fo n Fi. La proposition 5.1 est donc
coiï!^plètement démontrée. î î

Potii4 la résolution du problème mixte dans l'es espaces C00,
notons qu'on obtient, en combinant la proposition 4.2 et
(5.3), la

PROPOSITION^5.2 .— Quand la condition (L) est satisfaite^
V unique solution u e Cî(R^4"1) du problème mixte (3.2),
uwc geCîdl», C^), est donnée par

(5.8) \ u = (E * ï^>o - où ^=; «P'),, .
^ ^ ^ A ^ g , ^^Q+*<

^ où A a pour transformée de Laplaçe la'mairice'inverse A(Ç)
de la matrice de Lopatinski B'(^)»

Terminons ce paragraphe par deux remarques.

Remarque 5.1. — Sur le cas des ̂ ^^ées dç Cauchy non nulles.
Lorsque les hypothèses (A), (B), (L) sont vérifiées, on peut

déduire du théorème 1 un résultat d'existeàace et d'unicité
pour le problème mixte dans le quadrant {x ^ 0, y^R""1,
( > 0} avec données de Cauchy pour ( = 0, sous réserve que
les données vérifient des conditions naturelles de compati-
bilité pour 12^^== 0.

Remarque 5.2. — Sur la vitesse de propagation.
Dans le cas du problème de Catichy pour P, la vitesse de

propagation est définie par la donnée de l'enveloppe convexe
F* du support de la solution élémentaire E. Dans le cas du
problème mixte, et sous l'hypothèse (L), les formules (5.8)
montrent qu'on obtient encore une vitesse de propagation
finie, puisque Supp Q~^ ^ F^, Stipp A ^ r^, où on a désigné
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par î\ le plus grand cône Fç pour lequel la condition (L)
soit réalisée. La vitesse de propagation pour le problème mixte
peut être supérieure à la vitesse de propagation pour le pro-
blème de Cauchy$ ce fait a déjà été précisé dans [7], [12],
et le cas de l'équation des ondes avec condition de dérivée
oblique au bord sera détaillé au § 13.

6. Cas des espaces H^^y.

En vue de la seconde partie, nous reprenons rapidement
certains des points précédents dans les espaces de Sobolev
H^.Y (voir le § 2); dans tout ce paragraphe, on pose

Ç === (TÎ, <y — iy),

avec "y] € R""1, a e R, y > O? et on continue à se placer
sous les hypothèses (A), (B).

D'après les majorations (3.9), (3.13), (4.5), (4.9), les opéra-
teurs de convolution par E, Q, Q4", B' se prolongent en opé-
rateurs continus des espaces H^^ correspondants; de plus,
lorsque la condition (Lo) est satisfaite, A(î^) est la transfor-
mée de Laplace d'une matrice de distributions

A == {A-j,k)j,k=0,...,y.-l

à support dans {t ^ 0}, qui vérifie
(6.1) A * B ' = B ' » A = = 8 ® 1

et l'opérateur dé convolution par A se prolonge aussi en
opérateur continu de H^^î^")-

PROPOSITION 6.1. — Pour v e HL^^R"), les conditions
Q « v = v et v" == Q"^ * v* sont équivalentes. Si elles sont
vérifiées^ on a B(D^ == B'* ^'.

Démonstration. — II suffit de reprendre, à partir du lemme
4.2, les preuves de la proposition 4.1 et du lemme 4.3.

De la proposition précédente et de (6.1), on déduit le

COROLLAIRE 6.1. — On suppose (Le) satisfaite^ alors pour
toute ge H^^R", C^), il existe VG H^^R", C^) unique
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vérifiant
^ Œ(D>=g
(6-2) ( Q ^ = ^ .

^ on a

(6.3) 9 = (^', ^), Y == A * g, 9" == Q+ *»'

PROPOSITION 6.2. — Soit u e H^^i^(Ry-1) vérifiant
Pu = 0 pour a? > 0. Alors u = (E * P(yu))|.c>o et

yu == Q * yu.

Démonstration. — On vérifie, par continuité, que la formule
des sauts P(u°) == P(y^) reste valable sous les hypothèses
de la proposition 6.2$ on en déduit u == (E * P(Y^))|.c>o? puis
^u = Q * ̂ u.

COROLLAIRE 6.2. — On suppose la condition (Le) satisfaite.
Si ueH^i.^RÏ-1) vérifie

(Pu === 0 pour x > 0
•fB(ïu)=0

alors M == 0.

Démonstration. — Posons yu == ^; d'après la proposition
6.2, v vérifie (6.2) avec g = = 0 ; le corollaire 6.1 montre
-alors que ^ = = 0 , et donc u = (E * Pv)\x>e = 0.

PROPOSITION 6:3. — L'opérateur v \—>• (E * Pv)\^Q est
continu de H+^^^R", C"1) dans H+^^^R"^1).

Démonstration. — Soit / e N ; si ^^^(R"), posons
<p == (E • (iy8(o;) ® ^))|.,>o- Soient s', r e R et y > 0;
d'après (3.9), on a :

H,,,̂  ^ JE * (m ® )̂||,,,̂  ^ 4- ll̂  ® ̂ r;T
Or il est facile de voir que

1
||I>'8 ® ^ l l ^ . r î T < C^<+>^+^+i^ Si S' + / < - y,

d'où
(6.4) H,,^ < ̂ r W^rww si .' + / < - -1-.
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D'autre part, puisque P<p = 0 pour x > 0, et pû^qàe
{x == 0} n'est pas caràctérisriqw pour P, on obtiçnt,
en adaptant la démonstration du lélïime 2.1.1 de [5], (

(6.5) |<p|^ < C^\^s-r,r'^ (s, r réels arbitraires).

Soit maintenant s e R arbitraire ; choisissons r tel que
^u^^ j ^ ———î il t-esûlte alors de (6.6) et dé f6:4) (^ec

. \\ •• ' ̂  '. , j '.. ^ • . . .\ ; i . . . . . . • . , , . . . > . . . ; •5 == ^ — y.) que

(6.6) lyl^ï^C^+Xwi^;^
ce quï établit la proposition 6.âJ

Hemarque 6.t. — On vérifici sajis difficulté qw l'égalité (3.7)
reste valable lorsque ^ e H.^^R71), de sortç que

,,,^ _ ^ ^=(E*(iys^®^)j^ ^ ^
admet alors la transformée de Pourier-Laplace pànieUe -

^^^^y - r î !̂ .̂ .
v ? / n ' J c ^ P ^ ^ ^

Notons en particulier que P-^D^ ̂ (x, Ç) == 0 (rr ^ 0).

., .Remarque 6^.;— On, verra dans la seconde partie comment
on peut améliorer les estimations ^ du type (6.6) lorsqu'on
suppose P strictement hyperbolique l

Les prôposiitions _6J, .6.2,,.^ entraînent la,
, - - ^ . ^ ^ - ^ • . 1 - / ; ; ^ - r • ,.7. .

PROPOSITION 6.4. — 5o^ geH^^R", C(1). Pour que i,+oo;^iv , ^^. ^our çue u
vérifie ..,' '^ ; •.^ •., • : ^ . . . ^ ^ r î-,^,-

; . .. . »< /= T-f . /R»-H\- ' ' ' - •; '• • ^ ^ ^ ^ IJ.-4-oo,;̂ .̂tîL.4, ^ : , .

Pu == 0 pour x ..>; Q
^B(yu) == g , ,

i7 /au< et il suffit que p === ^u vérifie

^ = = ( ^ ^ ) t ' >

^ '6 H^î^R71^^)
B' * p' = g
(/' === Q+ ^ y

et on a alors u = (E * Pp)^>o.
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COROLLAIRE 6.3. — Quand la condition (Le) est vérifiée,
Punique solution u e H^oo;^!^1) du problème ( * ), avec
/•€ H^;^(RÏ-1), ge H^o^R", CV-) ^ donnée par

(6.7) ÏU=(E*/)(.>O+(E*ÏM|^O,
où f e H-+.oo;Y(Rn+l) e5( un prolongement de /, et ou

ç.==(^ ^eH^^^R", G-)

^5^ définie par
^ = = A * ( g - B T ( E * / ) )

1 ; j ^ = Q + * p '

Démonstration. — En remplaçant u par u — (E * f)\a>o
et g par g — B y ( E * /), on se ramène au cas j f = = = 0 ; il
suffit alors d'appliquer la proposition 6.4 et (6.3).
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DEUXIÈME PARTIE

RÉSOLUTION DU PROBLÈME MIXTE
DANS LES ESPACES DE SOBOLEV

Cette partie est consacrée pour l'essentiel à la démonstra-
tion du théorème 2. La démonstration de la suffisance de la
condition (Le) constitue la partie délicate de ce travail
et occupe les § 7-8-9-10, tandis que la nécessité de cette condi-
tion est établie au § 11. Dans § 12, on propose une autre méthode
de démonstration de la suffisance de (LQ). Enfin, au § 13,
on applique le théorème 2 à un problème mixte relatif à l'équa-
tion des ondes.

On supposera dans cette deuxième partie, sauf mention du
contraire, que les hypothèses (A') et (B) sont satisfaites.

7. Suffisance de la condition (Le) : réduction du problème.

On suppose (Le) vérifiée; il s'agit de démontrer l'asser-
tion (i) du théorème 2. L'unicité de u a déjà été démontrée :
c'est le corollaire 6.2. Pour établir l'existence de u et l'iné-
galité d'énergie, on va se ramener au théorème suivant.

THÉORÈME 7.1. — On se place sans les hypothèses (A'),
(B),(Le); alors il existe C telle que pour y > 0, fe (^(R^1),
g f= H+^R^O) la solution unique u e H+^(Ry'1) du
problème mixte (*) vérifie V inégalité £'énergie :

(7.1) ïl^ll-^T+Ï^u)^^,
y=o

^^[^l^e;^^-^1^^-!-^;^ï L T y=o j J
Admettons provisoirement ce théorème et montrons com-

ment il implique les résultats cherchés.
En effet, étant données fe Ho,9.y(R^1), gj e H^i^.ô^R"),
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on considère des suites f^ e (^(R^1), gj^eC^{Rn)
( /=0 , .... (A — 1) telles que f^-^f et ^-^g, dans
les espaces correspondants.

D'après le corollaire; ̂ .3$ on^a^ .que sic problème (*) admet
une solution unique Uy e H.^^R^1) pour les données
{/y? ê).v}^^iQegaiite^(7^) ,npnta^ qu^^y (resp. y^) est
une suite âe^wby4an^^;^(R^ (^g. à^w H^i^î^R»)),
donc u^ converge vers une limite u dans H^_i;^ et y^v a
une limite dans H^_i_y;^; d'autre part, le théorème des traces
(^.[^]) montres ^ue,,Y}H,<->:Y^ dans H^^^^ et:par
<îoitôéqnç,nt ï^-^Y^;dans H^i_^;^ .ce qui pyou^je a ik
(limite que u, Y^,^, g,. vé^fient (*) •et .Finégalité (7.1).. .
• E n f i n , d'après le onrollaire 6*3, oïl s&it ^ussi que si f^ et
gj^, sont, nplles pour ( < 0 ators ^ : l'ieBt aussi et; ̂  la limite
il eiçi est de Hlême 4e u. , r

lî ne reste donc.qu'à démontrer le theorèwe 7,1; pour cela,
on commence par exprimer yu, u en fonction de f et r^.

8. Expressions de yie et u en fonction des données.

Sous 1̂ 3 hypothèses du theprème'?4» l'^istçnce et"^'unicité
de u e H.̂  ̂ (R"^1) découlent du corollaire 6.3, il suffit
.donc de démontnçr lîinégalité d'énergie (7.1)» On a déjà obtenu
l'expression suivante 4e u ,'

u0 == E ^ f + E * Pp

avec ^eH.^^R71, G"1), de sorte que (voir remarque 6 î)
là transformée Fçitrier-Laplaeç partielle u(.c, Ç) 4^ 'u(^ z)
vénfie . ^

(8.1) P+(D, ̂ . ̂ •f '̂ -J0'̂ - (^> 0) l : ' -
• • • • ^•J'ît.-'r- [fi, (,j Ait . - , , . ' , - . » "

où on a pose P(Ç, Ç) = P+(Ç, Ç)P-(^, Ç).
Par définition des polynômes B}(., ^), on a :
(8.2), B/D,, Ç) == S/D., î;)P+(D,, Ç) + B;(D,, î)

où Sy est un polynôme en Ç que l'on note

S/(^^)-'Ï;S/,^)Ç\, - • • • . • . : • ! -
h^û
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;POT défohnation de oontom* dans (8.1), et cbnxpte tenu de
(8.2), il vient

^^^•r^-g^1'^^ r ^f^.^
\;k=« ;, ; ' h=o ./C-(0 ï (^, <»} ATC

où C~(Ç) désigne un contour de demi-plan {Im Ç < 0}
entourant les zéros Ç7(î:) (/ = 0, .. ., m — (A) du polynôme
P(Ç, Ç) tels que ImÇ < 0, c'est-à-dire Tes zéros de P-(Ç, Ç).

L'inversibilité de la matrice de Lopatinski, permet d'écrire

(8.3) Y^t^—l'A^^^g/!;)

- 2A,^)S,^)J1-^ ̂  (f ^4)^
^•^ JQ \JG-^V (^? S) ^li/

(A'-.O,^.^,^^!.),^ , ,, . ^ _^ . ,^, . ^
Notons pour la suite que l'hypothèse (L^) et l'homogénéité

des polynômes B^ et P permettent i d'obtenir facilement les
majorations suivantes, avec une .constante C indépendante
de y >;0 :

. „, , |A^)| ^-^-.j^-^6

(î8T4); - ' l&/..(àl ^ c|;q^^iPrwi ^ ciq^.
D'autre part, en écrivant P^ sous la forme

P+(D,, ̂  = DS + 'S1 PKÇ) D^ t

• • • ' . . • • ; ;- • • - . - . ' . . • . . 1 ; ; . . ; ' • ^ /==0;. . . - - . - . - •
on obtient, compteî tenu de l'expressioti (8.4), les égalités
suivantes qui perniettent d^éxprimér n'importe quelle trace
de u en fonction des [L premières. '
..i. - , . . • • • . yf-fs. • • • îv^i

S :
J=0

,(8,?)' ï.+i.u(ï)=- S Pr(ï)TH.,u(Ç) ,

^r'te^r RS-̂ )̂»-hoo

7(^
'o • \Jc-^^~^, <,J ^TC^

1 j

Jo ,\Jc-(0 ^ (^, (;) JTC/
pour A e N.

Donnons maintenant une expression de u qui sera utile
au §12. „ - ••;:(,.,|; , ,„„ ,,„
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La formule des sauts, pour l'opérateur différentiel P^ÇD^y Ç),
s'écrit :

P+(D,, W(x, Ç))=(P+(D,, Wx, î:))0

+1- S P^i(^8®Y^(Ç)^ j+i+i^v-
ce qui amène à poser

(8.6) u\x, ̂ =^x, ̂ +^ Ç)

où 9 et w ont pour transformées de Fourier en x

^8.7) ^ \) = p^j^ ^(P+(D,, Wx, Ç))°

(8.8) ^ ,^=^ 1 . S P^^iWï^^;ir^^, ç} y^^i^pi

et de façon analogue à la proposition 3.1, on a la représentation
1 /» p+^E

(8.9) D ,̂ ^ = -^ f ————
-ûlTC Jc+(Ç)-l'(S9 ^)

s pr^i^ï^)^^^ o)-
J-1-Z+1^(A

Nous allons maintenant démontrer l'inégalité d'énergie (7.1)
dans un cas particulier, celui où l'on a les conditions de Diri-
chlet au bord et f = 0.

9. Cas des conditions au bord de Dirichlet.

Dans ce cas, on peut établir l'inégalité d'énergie au moyen
d'une technique du type inégalité de Gàrding. On commence
par une proposition, d'abord démontrée par Sakamoto [10],
et que l'on reprend ici.

PROPOSITION 9.1. — Soit P(D.p, Dy, D() un opérateur de
degré m satisfaisant à V hypothèse (A'). Alors il existe C
telle que pour tout y > 0, on ait

ïH^ < c f^iPui^ + "s1 <ï^>^^
\ ^ ^=0 /

pour tout u e H^;^(Ry~1).
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Par densité, il suffit de la démontrer pour u e ̂ (Rî^1).
En adaptant une technique maintenant classique intro-

duite par Leray, on pose

QO;, ̂ ) = 1^ (ç,^ T)
et l'on va démontrer le

LE M ME 9.1. — II existe des constantes C et c > 0 telles que

(9.2) -îmf^f^e^Pu.Qudxdz

_ ^ <"rH ̂  - c s <T^>^_/; y
pour u e Co-^Ry"1) e( y > 0.

Ce lemme implique immédiatement la proposition précé-
dente, puisque

~ ̂ f^f^Pu.Qudxdz < |Pu|,̂ |Qu|,̂
< C|Pu|o;y|u|̂ .i;^

^^l"!^;^^!?^;,
pour tout e > 0.

Démonstration du Lemme 9.1. — Posons

P(^ !:) = S P/W Q(S, î:) = S Q,(Ç)^
y=o y==o

(avec P,=l, Q^=0, Q^_i(Ç) réel, ^ = {^ a - ly)).
On peut écrire

(9.3) - Im F" Ç e-2T' PM Qu dx dz
,«/0 «/R"

- F f S a;./Ç)D (̂a;, Ç)Diu(a;, ^dxd-^da
JQ u i,y=o

en posant

2^W) = ~ P^)W) + WW).
de sorte que a;/Ç) est un polynôme homogène en (T], o, y)
de degré 2m — 1 — i — j et tel que

1 WÇW = ^ ̂  (p^ !;)Q(ç7ç)) (ç e R)
i* y=®
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Si'on résigne pa,r T^(Ç, ^î) {k =r=i 1, . . .fy m) les racines en T
de P(Ç, T^ r) ==0 on obtient r

im (P(S, î:)Q(ç7^y - T s (nh-^,^12)- ^==1 Y / Ç A / . /
et comme le S du deuxième memubre est upe expression

m—l
symétrique des racines T^, on peut l'écrire ^ a^^)^1^

' • ' " ' • ' • ^ ' - - • • • • . - '^t ' • " " • • ' i.y=o ' : •
où ay(^) est un polynôme homogène en (Y], CT, y) de degré
2m — 2 — i — / ; par conséquent, il vienï

(9.4) - S W^= y ? ay(î:)Ç^.
i.^=» , ^.l=» ,

Par intégrations par parties en x, on déduit de (9.4)

(9.5) f f S â^q'DiuDtu dx dr^ da
Jo J i.y^o

=Y f+ f S «../̂ D^uDiu da; rfii do + R(M),
^o l/ i» y=0

où R(u) désigne les intégrales sur le bord x = 0, de sorte
que

(9.6) |R(u)| ^ C^^Ï^^-I-^T
J=0

L'homogénéité des Oy permet d'écrire

(9.7) r f ̂  ay(Ç)D^uDlu d.r d^ da = f F(u) ̂  ̂ (T
Jo J i,j=o Jn'1

avec

F(^) == "S1 m2'-2-1-^ (—) f00 D (̂̂  ?:)D ,̂ Ç) .̂
i,j=o M^l / Jo

Pour établir l'inégalité (ÏÏ.2), il est commode de démontrer
d'abord l'existence de constantes C et c > 0 telles que
l'on ait(9-8) ? ̂  (—} rDixv^ ̂ ^^

i,j^ ; \i-4/ */0 '

> ^Ï f li^u^)!2 ̂ - c^^Tyvw
y=o Jo y=o

pour tout ÙeCo^R^) et y > 0.



CABACTÉBISATION DES PROBLÈMES. MIXTES HYPEBBOLIÇUES 223

Pour cela on définit : i • • ? i ; < n ?

/q ̂  ^ •== ̂  ̂  Fs2 u(^ ̂  9N ' pour x ^ 0
^•^ - - . \j=o /• /

V.(o;) === 0 pour . r ^ O ' ' ' ; . 1 ^

où <p eGo°(R) égale à 1 au voieina.ge db 0.
On a par construction V e C^-^R) et par Parseval

(9.10) "S1 ̂  (—) f'0 ̂ ^(^^^(^^'.ial'[w) j. "•"w"'^1'
OT—l

„ /=o \ | '.l / Jo

. ='ï^(—)f^wf-
i,j=Q \|^| / JR ZTC

On utilise maintenant le fait que les racines T^($^ T}) sont
réelles et distinctes deux à deux pour (Ç, Y]) e R\— {0},
ce qui implique que l'on a avec c > 0

(9.11) 4mSl a,/î:)!W ^ ^(Ç2 + ̂ 2)^i. . , .
ï» 7=0

pour (Ç, T), o- — iy) è R" X C ^et y > ^

et par conséquent il découle de (9.10)

(9.12) Y ay (-^ f^ D^^D^ï) dx
i,j=Q \|^| / Jo ;;;,^==o \|S| / <yo

^ c S f j^V^)!2^
i==0 ^0

d'où Fon déduit l'inégalité (9.8) en remplaçant V par son
expression (9.9) dans (9.12).

'inégalité (9.8) à \](x) '=.u ( x

TO—1 /-»oo

^ C ^ JD-V^
i==0 ^0

On applique alors l'inégalité (9.8) à ^{x)=u(^!\;
il vient VKI /

F(u) > cÏI^-i-/) r\Diu{x, ̂ dx ^; '
^=0 ^o - c y içi^-^-wiD^o, ç^

y=o . ; r •••
et compte tenu de (9.7) on en déduit après intégration en
(TQ, or) , _ " ' '

(9.13) F f Y a^D^x, Wu{x, Ç) dx d^ da . , ,
J 0 ^ ï, 7=0 • ^

> <• Î -I;T -.C l2 <YyM>^_,_^^.
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Enfin, en utilisant (9.6) et en remarquant que

Y<ï^>^-i-j-i/2;T < <Y^>^i-yîT

rinégalité (9.2) découle de (9.3), (9.5) et (9.13).
En appliquant ce qui précède au problème mixte avec les

conditions au bord de Dirichlet et f = 0, on va démontrer la

PROPOSITION 9.2. — Pour tout g e H^^R", C^) l'unique
solution u e H^^;^(Rî4"1) de

Pu = 0, x > 0
ï^= 8^ i = °? • • • ? ^ — 1

vérifie V inégalité

(9.14) ïHi-i;T< ^il<gj>^^
y==o

avec une constante C indépendante de g et y > 0-

Démonstration. — Comme Pu = 0, il découle dej|(8.4)
et (8.5)

(JL-l

ï<Yp.+bu>^-l-p-hîT < C S <Ï^>^-I-J;Y
./==()

et l'on conclut en utilisant (9.1).

10. Majorations de yu et u dans le cas général.

Le point essentiel de la démonstration de l'inégalité d'éner-
gie (7.1) réside dans la

PROPOSITION 10.1. — Soit un opérateur P^vérifiant KA'),
alors il existe C telle que :

^-+-00 r* pteÇ TÇh 2 P

(10-1) f f p^-n^ dx^-^\^-^Jo Jc+(Ç) y ' { ^ s) Y
pour y > 0,

/»+oo .0 .,—i.cÇ î?/t |2 P

(10-2) f f ^^^f^^——l^^^^Jo Jc-(Ç)^ (Ç , ç ) ] Y
pour y > 0 {h = 0, . . . , m — 1).
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Démorvstrûtwn. A^ppMî ns la'^yw&tîôn^Q^} <èfa prenfent

go = • • • = g^2 = 0, g^ =^E:H^ ̂ (R")
. ' : . , . r:.-,^-!--1'.'.-^ __ ^ . - ;.. '*• y '

on trouve
f -u, " h- .v \ • ' | ^ •YN î ̂ ^ 'G <g>l̂ î< ! I •YN^r^

' ' ' ' • , • •'" - \ »— 0"^ '

soit explicitement
• / ^ ! - i1 , > 0 — • \ i • ./•V . \ . ' • • • \ > " ; :^, '' ' ' - . . ' ' ' " \ ' ' \ \

(io.3) f06 f iq^^-^iDSu^, ^i^^air'^' ' l l /
i/O »/R»

^ :c- r'I^-^Ïgtof^ ̂  ̂  ̂ = 0, • t l, m - •l1).
^ Y i/R" ? - .

- ; ^ i:^ 1 " ' . . - : . . , ;- ' . V , •/ ', l $ ;• ... .„ . ~ .,; .

Comme P+(E^ î)u(^^!:),^A,-il vient d'après (8.0)

(10.4^ ^^^^W^^^^^^^^^^ > :

AÎ+(Ô P^S,-^ •2^ ;- •:^- ^
d'où en posant ^

(io.5) '' ̂ ) i nr-wy; ' " ' : •'' ' i!

et "1 • • • : - ——'•• " . . - • - , J- | ,
/»00 /» o^ H^ "" " 2 '

Ik(ç) = f f ÀTn ̂  dx'Jo Jc+(Ç) ^^(Ç, (;),i; s . ! ; " . . " , . . i ,

et en reportant, dans (10.3), . • •

_ (10.6) F l^ç)2!!;;!2^-^ !,(!:) d-^ da < -c- f 'I/OT ̂  rf<r.
^ - î ^ VR".' - • A T ' - . ^ • • ; ^ ' : -• • - •^ .; ; ; î 'T.;^^., '!.. . -•- ;^-.

} / . • / • ; E • f • , . 1 - / • '• . . . " " ' ? • ' ' - '. ,

On remarque alors que pour g e ^^(R^), A(T), a — ly) dçérit,
en tant que fonction de (^ ,0 ) , une partie dense de L2^^;
le théorème su? ihps Alultipliea-tieiïrs de L2^^) ooug montre
que 4 ' ; i11'-" . ' " '; , - . . . • - .
: „ ^ . ^ • j^2(^-i)^ç) ^ CL

w qw prouve l'inégalité ̂ (10 .̂ Qua^Ài('l[0.0i) elle »e déduit
d^ (W.l) (m ï-eropla^^ P(g,i ̂  p|ar U^^ïij6n^ P(- ^ Ç)
qui vérifie aussi les hypothèses (A').

Démontrons jnÀint^nant la majoration (7,1) pour yu
en se plaçant sous les hypothèses du théôrônie 7.1.

il
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^ De la forAule. (8:3) et des inégalité (8.4),. on Aire. . ^

• • • "1 . . IJQ »—l . ^ ^ . . • : .
<YkU>^i^^ <-^ 5 <&>l-i-^e;T

ï ^=0
' . • . ' . .: ' • : ; '. ». •

+4^ flïl^^^^ff4"00)^^ î)12 <to)
ï h=0 ^ Vo ^ /

a-K» /^ p-teÇ î?k 2 \ "' ! ' •

f T^F^ ^)d^<T(/c=0,.. ,^l)Jc-(0.r (S, c;) / ^ ,
•k-4-ao

'0

d'où, d'après (10.2), il vient pour k === 0, ..., (A — 1

(10.7) <ï.u> ;̂, ̂ ^(s^^^^i^e.ï+^l^lg.^
- • • • • • " : ; • ' • . T \ f^ • • •• / ' - „ 3 • ' • ' T - ' '•' ) /

Pour les m—(A dernières traces, on utilise (8.5) et on
majore encore grâce à (10.2)

pL-l

(10.8) <Y^U>^_,,^ < C 5 <T^u>^^^;^
: . • j==o . •• -.. •

+-ç-^+°o r |/'(a;,g2^^^ (A=0, ...,m-(ij
Y Jo «/«'•

et en remarquant que

(10.9) F f |/^,î;)|2^^)^ < ^elMe;,
»7<0 JR" ï

on en déduit que (10.7) reste vraie pour 7c = 0, . . . , m — 1.
Pour majorer u on conibine (10.7) et la proposition 9.1,

Id'ç^T- ' . ' ;^/;'.al. " • / r : . .; ;: - ';',ï.".".;';" : l : : ; i '"

(10.10) T|u|^;,<c(Ai:^^

1 \: p i + ̂ s <gy>^-i-&j+6;T^

et d'autre paît FhypÀthèâë que rc^O n'est pas caracté-
ristique poû^^ P ^Mmet d'obtenir (vœr le ^eto 2.1.1 de [5])

Ylul^.^.^^^iy^+lul^^'^;^
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soit̂  en reportant-dans (10,10) ; i ;

ïl<-^ < C ( î/lë;, + ̂  lflS,,;,+ ̂  <^_^)

ce qui achève, compte tenu de (10.8) et '(10.9), la démonstra-
tion de l'inégalité d'énergie (7.1).

11. Nécessité de la, condition (Le).

Supposons maintenant que rassertion (i) soit satisfaite
pour un certain 6 > 0 et démontrons qu'alors (La) est
vérifiée.

En prenant /•== ô, l'assertion (î) 'implique en particulier,
grâce a la propQS»|tion 6.4, que pour toute g e H. JR»> CV-)
a existe p' == Ç^, ..., ̂  e H+.̂ (R», C^) unique telle que

îy^'^g,
l'inégalité d'énergie s'écrit

i (11.1) r<^>^^T<^^<g/>^-^e;,, ,
et de plus on sait que si g est nulle pour ( < 0 alors v '
l'est aussi. L'application g - ^ o ' définit donc un opérateur
linéaire continu de ^"(R», CV-) dans C^R", C^) qui com-
mute avec les translations, il est donc de la forme

v' == A * g

ou A = (A^)o^fc^_i est une matrice distribution telle
que ' • <

(11.2) SuppA^ c {( ^ o^ ' !
On a par construction

(11.3)' A ̂ =8®!,
on déduit, en procédant comme au § 5, .que les A, „ sont

'des^ distributions homogènes eï donc tempérées, dont on
désigne la transformée de Laplace en z par ; '

A(Ç) =é-ï»A(î», C T ) ( , . , pour • ' Y > O . ;
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D'autre part, l'inégalité (11.l̂  iAbntwii(ui8ulîapyticatïow

. . \/ i C^^^I^^^A,^)!? ^. .,̂
t " ^ - ; • ..- ..... l-.. ' t 'i ̂  î '•;. . • ' ï - • • • • ' "; ' •

est un multiplicateur de L^R"), de norme L00 majorée
yâ^'C/^ é^st-^-Àiré ; ; ' '1^., • i l ; ; ' ; • " t ; ' • ; > i ^ ; l i : ; • . " ' ; i ' • : \ ; ' p ' : ' '

(11.4) sup.ess|A,,,(î:)| ^-^|Î:K-^0. " >

(iri, <r)eR11 Y

D'après (11.3) ^a ̂ ^^aietïîAtt -î ^ ^ ^
,^^,,4^)Ç'($) ̂  I pow ,pres<iw toup J^8 ^, a)^ ̂ n-
• - • ..: ,,. ^ \ • ' ^.n..--- ^^ L : - - ^ --• • • -'- - • 1 -en païticuher
^ ^^ ^^,detA(p.R(p^-lp^ ,,,^^^ ^,• /

éP d'amres (Î1A> otfâpour'presiqTieÏMte1!^^^^ ^
• .^ ; ) -î .' • . , ; ; • • : h "'.. / ' f . .,-.^ • . - . < ' - - ' ' • ••i^-- n(ii.5) |R(Ç)| ^ ̂  i^ (? - ̂ ^^Y-^ - ̂  ̂  + ̂ y
mais les deux membres de (11.5) sont C^ en ( ^ , 0 ) , donc
l'inégalité (11.5) est vraie p^rtout^ ce qui prpuve.que R(^) ^ 0
pour Y > 0 et par conséquent on a, d'api^s (11.4),

, . , ••.. ^ 'r^ , • . ^ , :
.-• • '' .. • - '' •' r ' ' ' •'• " <|î ks ' t/y\ | ''.^ ^m ^ i ! ? ! » - • ' • • • ; • • ' ; ' . • " >.,„,,,, ^ . ,,. ,,A l̂ ^ ^-.i•^:s.-::-. ;.,-.. , . . . - i

pour m f=^ A et y > ftv la cpn^ition (Le) est donc satis-
faite et ceci termine la démonstration du théorème 2.

Remcurqw 11.1. — Pour 6 réel > 0, introduisons la condi-• J l . . , ,^- : : 3 . : '. - • ; j ' ) . • ; ; 1 . . — i • ( : • ; •• : • • , . '-tion

(Ïe) II existe C ^>j0 .tel que . ^
|R(!;)| > CY 9 ^^ , ^ . . ^

pour Ç == (TÎ, <s — ly), 1^ = 1 et y > 0-

II est évident qw (Ïe) implique (M; mais, récipr<qque-
metLt,(Le) implique seulement .^9). Ce^i prouve néanmoins
que dans le CjS^ 8 = 0 (condition de, Ljopatinski runiforroe)
ou dans le cas [L = 1, la condition (Ïe) est équivalente
à (Le) et donc à la conditionr (i) du théorème 2.
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12. Autre méthode de démonstration de la suffisance de (île).

On se propose d'étudier les noyaux qui permettent d'eXpriS-
mer la solution u de (*) en fonction des données (voir (8.6)"
(8.7), (8.9)) quand ^CoW^) ^ f^^. ' ^ - - ^

Posons

(12.1) ^, Ç) = P+(D,, '?:)(E * f)(x, Ç) ' "

on sait que (voir (8.1)),

^ Ç)^B+(D,, Ç ,̂ ç))o : - :

çt.pâ? définition de ^ on ^PÇut écrire

.Y^ • - 'r,^i^)-p4^^ , . :

Définisse^ ? ' 3 : r ; ^
^ !;).=^ î)-^(^ î:)

de sorte que
" n ' ^^•Ç)^^, ̂ -^, Ç) ./ ' -
avec ut

(12.2) ,̂':)-^ ••«t1 ..(Î,Î)=H^-

Explicitons le noyau qui perniet d'exprimer (^ en fonction
de /'
v r ' ^ " %Vn- T^l^-O-^. . . ^,,ç)^j^,^.^,^^-^

et par une déformation de contour facile à Justifier

^^)= f ^^Sl^ pour ^>Q,
JC+(0 P^Ç, Ç) 27T r f

puis en remplaçant ^- par son expression (12.1)

^^L.̂ O:̂  ': "!:'• a^êH :̂
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et en remarquant que f (x^ Ç) == 0 pour x < 0 permet
d'écrire

X^^-L,^^-- "<0
d'où finalement l'expression suivante de pg

(12.3) ^(a;, Ç) = p" G(.r, a;', ̂ f{x', ̂  dx' x > 0
•/ v ,

avec le noyau G défini par :

(12.4) G{x, x\ ç) = — F ————
-"TC ^c-^O1 ^» ^/

(X-(0 (S - ̂ )P-(^ ^ ̂ ')^
En utilisant les inégalités vérifiées par la solution u de (*),

on va en déduire les propriétés du noyau G. On a:

u == w + ̂  + PSS

or l'inégalité (10.1) permet de majorer w d'japrès son expres-
sion (8.9)

(12.5) l^l^-lîT^-^.'S^ï^^l^T, ...
Y y=o \

on majore ensuite Pi en utilisant Iç

LEMME 12.1 — Soit un opérateur P de degré m vérifiant
(A'), alors il existe une constante' c > 0 teMe que :

(12.6) |P(Ç, î)i2 > Cr^l2 + ÇWI~2 pour Ç e R
Ç == (TÎ, (T — ly)? Ï > 0-

Démonstration. — La mjinoration

(12.7) , , iP(Ç, Ç)|2 ^ Cy^+iÇIT-1

est classique pour un opérateur strictement hyperbolique dans
la direction (. Les deux membres d;e (12.6) sont homogènes
de degré 2m, il suffit donc d'établir (12.6) pour Ç2 4- |î:|2 = 1.

Comme {x = 0} rfest pas caractéristique, il existe c > 0
et e > 0 tels que les conditions |Ç|2 ^ e Ç2 + |^|2 == 1
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impliquent \P{^, ̂ ^ C et a fortiori '.

lp(çï ^l2 ^ ^l^' , • ' -

lorsque |q > e et Ç2 + |Ç|2 = ^ on ^ d'après (12.7)

, , „ , ^ |P(Ç, Ç)|2 ^^ ^ çe2——

ce que démontre lelémme.
On en déduit la majoration suivante de (^

(12.8) ?,-1,, < JPl|j^,-l;y<^l/"|g., ;

: - : . ; . , : . . . . . . . ' ' , , . , . ' • , î

On est maintenant en mesure d'étudier le noyau G.

PROPOSITION 12.1 — Soit P vérifiant {A/) et G défini
par (12.4) alors il existe C telle que

(12.9) F r^W^x^^dxdx' <^m2(^+.+i) ,
Jo Jo ï2

^=0, ..., m — i.

Démonstration. — Elle est analogue à celle de la proposition
10.1. Considérons la solution u e H .̂.. du* problème (*)
avec les conditions de Diriçhlet

cp^^ f
ku=0 f==0, ..., ,-l avec f^^R-1)

Dans le, cas de Dmçhlet, on a R(^== 1 pour y > 0,
donc la condition Lo est satisfaite et par conséquent l'iné-
galité (7.1) donne ;

K-l;T^^-l^ll;î , ,

et comme ici u == ^-rt- ̂  on déduit de (12.8)

< N ;̂, < -^-i/fg;,, c
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c'est dire en explicitant .dç premier lïièrobce ! r ;

(12.10)

S r " r \^(m~l~k) f^ IWrc, x', î:) /•(^, ̂  Ox'9 dx ̂  da
A==o «^JÛ , »/R'1 »/0

. \ î l j • • - ;.^ - - ? . ' . ! . r ; :" • • • :';' • t" :.. ' . ... p . . . ^
^1^=T

et comme on a cette inégalité pour toute feCo^Rî4'1) le
théorème sur les multiplicateurs de ..^(IR"!) wipliqw q-u^ G
satisfait bien ^i (13.9)^ ? ! 1 n

Remarque 12.1—)La démonstration des propositions 10.1
et 12.1 est basée sur les propositions 9.1 ̂ ét 9.2 qui sont une des
formes particulières de l'inégalité d'énergie dans le cas des
conditions au bord de Diiriehiet. D'autre part,; tes majoratioÀs
(12.5) et (12.8) montrent qu'une démonstration directe des pro-
positions 10.1 et 12,^y,p^i*mettrart d'obtenir immédiatement
l'inégalité d'énergie (7.1) sanç avoir a traiter au préalable le
cas particulier de Dirichlet. Ainsi, en explicitant par le théo-
rème des résiçlus les intégrales Jp±.vy^ qui inStervieTOent
dans ces deux propositions, on pourrait espérer en déduire les
majorations fondamentales (10.1), (10.2) et (12,9); malheu-
reusement, nous n'y sommes complètement parvenus que dans
deçx^aspartiicuïiers, p^r exemple si P vérifie la condition
âuppléap^ntaire d'Agmon : :

Pour T) e R""1, <r e R les zéros réels Ç d«
P(Ç, Y], cr) == 0 sont de multiplicités au plus double.

13. Exemple : équation des ondes
avec éonditiôtt de dérivée oblique au bord.

On considère l'opérateur des ondes ..

P(D., D., D,) = ̂  - 2;^ - ̂  (ici ,=1)

et la condition de dérivée obliqué définie par l'opérateur i '

B(D,, D,, D») ̂  - + .i1 ̂  — (P/ e R)ox j^ oyj
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1/es côûâditioBs «jA^ e*) ^B^^scmt satisfaites, par coaaséqueiit
on pourra appliquer les théorèmes 1 et 2 si oiîu montre la

Pî ^psi.TiOiN 13^1. —; Le problème mixte (*) relatif aux
opérateurs P, B vérifie la condition (L) avec FQ = {(•/], r) e R";
^. . , . . . • - - • . • • ^ • . M ';•).. ^ ; '<.; ^ ^ j - 1 • . . . , ï" , - • • . . , • • " — , . ; ' »
l'y)) < —=====} et la condition Le a^ec 9 === 1,i vTTm ——^— e . „, . - - <

Pour Ç ==; (^ r) E Cf? ; posons qi^)^ T2 ï— S ̂  on a

par définition de IV •/=1

ro== { Ç e R " ; ̂  >, 0 et T > 0}

et pour ^ e R"— i r ^ le déterîninajit de Lapatinski es^
donné par ; ; ^ ^

(13.1) R( î : )==v^+P.^

où V désigne la racine carrée de partie imaginaire > 0 et
P-^l, . . . , Pn-l). ^ ^ ' • • ) - ' • - - ; i

•Comniçnçonç par ét^bilir le

LEMME 13.1. — Pour Ç e R " — i F o on a

Im\/ç(Ç) ^Vç(ÏmÇ).

Démonstration. ~ Remarquons d'abord que l'on a Finéga-
lité

(13.2)î Im \/{^^ib)2 — e ^ ̂  ^pour c ^ 0, a, &è R

qui se prouve par uh calent ëlémeAtaire.
Si on désigne encore par q la forme biliiie^ire symétrique

associée à la forme quadratique g, il vient

^) ̂  ,ç(Re ̂  - q{ïm Ç ) + 2 ^ ( R ^ ^ l H x S ) , . -.

-''•T-.'^^Nt^^^^'-^
où 14ïpsaiipôsé .'' ï , i":: - .,;- , ' , : . . ' . --, - ' .

d^ ^^(Re Ç, Im^) ĵ̂  q(î^ ï)ç(.Im !:).
) ijè1 iettàTOé] IXf dléoouls de l'applÀcation de (13.2^ A cette
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expression de < ç, ce qui est licite si on vérifie que rf(î) ^ 0,
Or, en explicitant , r

(13.3) rf(î;) == (Re ï)2) Im yï|2 - 2(Re T . Im r)(Re 73 . Im 73)
' ^ " •' , ^^•(ReTî.Im.^.+l^^

Le deuxième membre de (13.3) est un trinôme du second
degré en Re T, dont le discriminant

ç(Imt)((Re'T}.Im 73) - |Re ^[ïm ̂ ) t - ^
' ' ^ ~ - - . • , • . • •-• : • • :. • • 1 •

est une quantité < 0 pour Im Ç e Fç et par conséquent
d(^) ^ 0

ôe qui tertïliné la démonstration du lemme 13.1.
Démontrons maintenant la proposition 13.1.
On a:

|R(Ç)| ^ ImR(î:) = Im\ /ç(Ç)-(3 . Im7î

et grâce au lemme 13.1, il vient

(13.4) |R(Ç)| ^ Vî( imÇ) - |p| . llm^l pdur^ e R^ - iro.

Définissons le cône ; ;
ro={ î :=( -») ,T; )ero; v^)-|p[|^| > o }

(13.5) =Sî:.; t^ll < , T j
"• : / : - î ' "' N/l+fPl2;

Alors si K est un cône fermé épointé de fo, (13,4) montre
qu'il existe c > 0 telle que [R(Ç)| > c|ImÇ| pour

ÇeR"-^ Kl^l, ;

ce1 qui démontre la proposition
*' s i • • 1 • . ' • . ' " • ' - ' . • • ' . ; •

Remarque 13.1. — L'application du théorème 2 avec 6 = 1
à ce problème mixte complète les résultats de [â],^?]", [8]
dans le cas particulier du problème mixte dans un demi-
espace pour des opérateurs à coefficients constants.

Remarque 13.2. — Le cône dual de Fo est défini <par

Fo ̂  {(y, <) e R»; 1-t/l < Vi^W.t},
®n en déduif, compte tenu de la remarque 5.2, que la vitesse
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de propagation sui^ le bord a? = 0 est majorée par \/i + [p|2.
Mais par ailleurs on peut montrer que cette vitesse <est effec-
tivement atteinte [7], [12]; on a donc, si |jî| ^ 0, l'exemple
d'un problème mixte pour lequel la vitesse de propagation
est strictement supérieure à celle du problème de Cauchy
qui ici vaut 1.

APPENDICE.

Démonstration de la proposition 3.2.

On utilise les notations de cette proposition.
La condition est nécessaire. Soit T une distribution (de la

variable z e R") homogène de degré d à support dans 1^$
elle est donc tempérée et vérifie

e^Te^R") pour - Im î: e I\,

et donc (voir par exemple [11]) la transformée de Laplace F
de T

(A.l) F(^) = e^ T(Re Ç) = <T, <r<•2>
est holomorphe dans R" — il\ et vérifie la propriété sui-
vante :

(A.2) pour tout compact £ de I\ il existe C et
p e R tels que

1F(Î;)| ^ 0(1+1^ s Pour î: e R" - iK.

De (A, 1) et de l'homogénéité de T on déduit que pour À > 0

F(XÎ:) == <T, ér1^) = X^-^T, e-^ =^^-^(À)

ce qui montre que F est homogène de degré d' = — d — n.
Si maintenant K est uïl cône fermé épôinté de Fi, on

obtient
JT7/rM IT Y\d' U l ^e ^ l • Im^ \||F(Ç)|=|Im!:| F^^^^+^j^^^

^c^Imq-(l+^)p

< C|Imî:|d'-P(^I^lt|+|!;|)P
<C'|ImÇ|d'-P pour Ç e R » — i K et 1!;| = 1.
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Montrons maintenHnt que ta condition e^t^uffî^ante. Swt F
une fonction hôlomorphe flans» j ,&" —, ̂ F^, ^loïû/ïgene de degïé
d^ et tdîje que: ; . j

pour tout cône ferrtié épointé. K c: r^ il existe
C ^ 0 et 0 e R tels que

|F(Î:)| < C|Imqe pour Ç e R"

|et iq==i. î "
Si K est un compact de I\, on a :

iK

^w^ww -J « ciîi"
t^R71- ̂
^1 < C'tÇjf~9 .

ce qui montre que la propriété (A.2) est satisfaite et par consé-
quent (voir [11]) F est la transformée de Laplace d'une dis-
tribution T teîk que e^^ etf'ÇR^) pour — Im Ç e F^
On vérifie que T est homogène de degré d = — d^ — n
par un calcul analogue à celui fait pour F.

Montrons enfin que Supp T <= r^, soit (3 e I\ et

9 e^R")

telle que supp^p <= {(3.z < 0}, on a :

(A.3) <T, <p> == J^ F(a — iX^)^(a - lÂ^) ia

(avec À > 0 aAitràife et ^Ç)=(2w)^r,^(p(zy<i^

or, par hypothèse

: , (F (a - lÀp)| < C^X 4- |a^

et par Paley-Wiener, on a pour tout A* e N

C.
lît" - ̂ ll < (i+x+|.|)>

ce qui montre que le second membre de (A.3) tend vers 0
(piand X-> H-oo d'où <T, ç> = 0,
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