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RELATIONS ENTRE LA CONVEXITÉ
DANS LE COMPLEXE

ET LE PROLONGEMENT DES PROPRIÉTÉS
DANS LE RÉEL

par S. MANDELBROJT

Les deux premiers chapitres de ce travail, tout en portant
sur des sujets qui peuvent paraître, à première vue, très
distincts, sont étroitement liés, surtout par leurs applica-
tions.

Si, en effet, le chapitre 1 met en évidence le fait que le
logarithme du module d'une classe très large de fonctions
entières (de type 7c) peut être borné sur chaque rayon issu de
l'origine par la somme de n\y\ (z == x + iy) ^t d'une fonction
concave de log|z| qui est (à des constantes près) la même
qui limite les logarithmes des modules des valeurs prises aux
points entiers, une application (il est vrai, très particulière)
de ce résultat conduit aux énoncés moins forts, mais semblables
à quelques-uns des faits établis au Chapitre II. Dans ce dernier
chapitre on démontre que, sous certaines conditions portant
sur les coefficients de Fourier, quelques propriétés importantes
de la fonction correspondante, valables a priori sur un seg-
ment partiel (arbitrairement petit), ont nécessairement lieu
sur le segment [— TT, 71] tout entier.

Le chapitre III indique la profonde parenté entre les méthodes
utilisées dans notre théorie des séries adhérentes et celles
employées dans nos travaux plus anciens concernant notre
forme spécifique de la quasianalyticité. Ce sont, par exemple,
les mêmes opérateurs qu'on utilise dans les deux cas.
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14 S. MANDELBROJT

Remarquons, d'ailleurs, qu'un résultat du Chapitre I,
précisément une application du théorème II, porte le même
caractère que quelques-unes des généralisations, fournies par
plusieurs auteurs, de notre ancien théorème sur les fonctions
« petites » au voisinage d'un point, et dont la série de Fourier
est lacunaire (pour la bibliographie concernant de tels théo-
rèmes, voir [3]).



CHAPITRE 1

THÉORÈME I. — Soient (ù(f), a((), C(() (( > 0) des fonctions
ayant les propriétés suivantes :

C(() est une fonction convexe de lôg (, u(t) ne décroît pas,
w(t)jt ne croît pas.

(1) lim^^ oo
log t^(2) limsuP^<l

(3) a(t)=o(()
t r \ v C(()(4) ^ioi-^00'
5oi( F(z) (z == a; + iy = re^) une fonction entière satis-

faisant aux conditions suivantes:

(5) |F(z) < ^l^+^)-^^

et pour tout entier n:

(6) lôg|F(n)| < -C(|^|).

Conclusion.— Aux fonctions c»>, a, C e( à tout couple de
nombres a, &, a^c 0 < a < i, 0 < b < 1, correspond un
K === K((ù, a, C; a, 6) tel que pour tout z:

(7) |F(z)| < K^l^^w;

et, si Von suppose, en plus, que C{t)lt ne croît pas, à œ, a, C
et à tout a awe 0 < a < 1 correspond un Ki » Ki(ûï, oc,
C; a) tel que

(8) |F(4 ^ K^i-^
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Démonstration. — Posons

JSîL - A s ̂ ffl») ̂  Q(,).
sm TCZ TC -oo z — n x /

Quel que soit e > 0 donné, désignons par Dg l'ensemble
complémentaire de la réunion des disques

\z•—n\ < e(i^ oo < n < oo).

La série dans (9) converge uniformément dans Dg, car,
d'après (4) et (6) :

2|F(n)| < oo.
Posons <.(,) = Asm TCZ

et désignons par Dg^(0 < 8 < TC/2) la partie de Dg où
|argz ± 7c/2| ^ 8.

On a sur Dg^ :
(11) |$(z)| ^ A^)-^08^^

où A est une constante ; car, d'une part, dans Dg :
|sin7i;z[~1 < /cér-^l

(k constante), et, d'autre part, de û)(^op, o>(()/4 résulte que

(cos 8)o)(r) ^ <o(cos 8. r).

Il résulte alors de (2) que la fonction 0 est bornée dans
De,8î si 8 est suffisamment petit.

Les termes dont la différence, dans (9), définit Q(js) ont
les mêmes singularités, qui sont des pôles simples de mêmes• ' • - : • :.. ^ • 1 . • . , - — • . • , • ^ • ' • • .• .
résidus.-Du fait que sur tout arc de rayon r == n + ~TÇ {n ^ ^))

L • ;
compris dans l'angle arg z ± -^- ^ 8, on a, d'après (5)

; , . «^ , '

log|<I>(z)| < a(r) + L = o(r) (L constante),

une telle relation ayant aussi lieu pour la somme intervenant
dans (9), on voit que sur les mêmes arcs on a, quel que soit
n > 0 :

log|Q(z)| ^ a(r) + const. = o(r).
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Mais si, 8 est choisi suffisamment petit, Q(z) tend, d'après
(2) et (11) vers zéro lorsque z tend vers l'infini sur les droites
jargz ± 7T/2) == 8. On en conclut, d'après le principe de
Phragmèn-Lindelôf, en utilisant (3), que Q(z) est une fonc-
tion bornée aussi dans l'angle [argz ± 7T/2J ^ 8.

Les considérations qu'on vient de développer conduisent
à la constatation : Q = 0.

On a donc :
F(^) ^ 1 ^ (- imn)

sin nz n z — n

II résulte d'ailleurs de (4) que, quel que soit le polynôme
P, on a encore

S|F(n)P(n)| < oo.

Et, en utilisant (1), on voit aussi que

(H) F(z)P(z) ̂  1 ^ (- imn)P(n)
sin nz TT z — n

(pour le démontrer, il suffit de remplacer dans les raisonne-
ments précédents F(js) par F(z)P(z), et a(r) par

a(r) + rnlogr,

m étant le degré de P).
Posons aC^) === Ci(^). On a ^(x)fx -> oo, Ci{x) étant

une fonction convexe de x\ posons alors :

(12) B(() = sup {xt - Ci(o;)).
x

De la convexité de Ci résulte que

(13) C^x) = sup {xt - B(()),
t

et (4) conduit aussi à l'égalité (voir [3])

(14) 1™^== oo
<->oo (

(B(() est, d'après la terminologie que j'ai introduite, la
fonction connexe associée de C^x)).

Ci(a?) peut alors aussi être écrit sous la forme :

(15) Ci(^) = max (xt — B{t)) = xt^ ~ B(^),
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avec Hifi ^=00 . La fonction B(t) est évidemment non
SC-> oa

décroissante. •
Posons, pour n > 0:

^=6-^.

Il résulte de (13) que
^2n ^ ^(logr) ̂  ^C(r) ^ ^ 0, F > 0).

Si 2p est le plus petit entier pair positif supérieur à ty^
(ou supérieur à la plus petite valeur ^ vérifiant l'égalité (15)),
on voit, à partir de (13), que pour r assez grand :

^aC(r) ̂  ^(logr) ^ C^^P.

Il résulte aussi de (14) que :

limc^ ==0.
La série

(16) ç^Sfe2^
n^lL

représente donc une fonction entière paire, quelle que soit
la constante 6. Si 0 < b < 1, cette fonction satisfait, pour
r assez grand, à l'inégalité

(17) {br}-^^ < S VW = <PM == max|<p(z)|
îî l M=r

^ rmax^r2")-! S b271 ^ b—— e^.
L »>i J » î 1 — b~

Posons, pour m entier quelconque :

w = s yw\
t<ra<»»

En appliquant (11), avec P(z) = S^e-1^), où 0 < 6 < 2n,
on obtient :

(18) F(.)S^) = smnz ̂ (-^(^(F^
7C Z — 71

l Et comme S^e"1 )̂ tend uniformément sur tout compact
vers ^[e^z), et qu'il existe une constante P indépendante
de m et de r^ telle que :

(19) [¥{n)S^e^n}\ < Pe-^D+^O^,
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on en conclut que pour tout 6 (0 ^ 6 < 27:):

F(z)<p(rt) = sm^ S (- î F^)^-1^)
TC z — n

II résulte aussi de (18) et (19j) que pour tout z:

IF.̂ ^^ )̂! < Se l̂ (S constante)

(car, pour tout entier n et tout z : |sin7rz/TC(z—n)\ ^ e"^').
On obtient (avec z = re^)

|F(z)1<p(r) <Se^',

et (17) nous permet d^écrire, pour r sufBsaminent grand,
PI étant une constante,

(20) .|F(z)| < P^br]^^^

ce qui prouve (7).
Comme C{t) est une fonction convexe de log t, la relation

(4) montre qu'elle croît pour t suffisamment grand, et si Pon
suppose, en plus, que C(t)]t ne croît pas, (8) résulte immédia-
tement de (7).

La démonstration du théorème 1 est ainsi achevée.

THÉORÈME II. — Supposons que les fonctions œ(<), a((),
C{t) {t ^ 0) satisfassent aux conditions suivantes:

œ(() ne décroît pas, o>(()/( ne croît pas, C(̂ ) est une fonction
connexe de log (, les relations (1), (3) et (4) sont satisfaites;

(21) l i m s u p ° ^ < 1

<o\t) A
et, en posant

^W = •SUP a(ï),
t—l^T.^f+l

a* (f\(22) l imsup—^t=<î < 1.
^W

Soit F(z) une fonction entière satisfaisant aux conditions sui"
wwbes:

pour y ^ 0 :

(23) |F(z)| < ^-<(<^a(r),
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pour y < 0 :

(24) |F(^)| < e-^^\

pour n entier quelconque:

(25) log|F(n)| < -C(H).

Conclusion. — Aux fonctions co, a, C et à tout couple a, b,
avec 0 < a < l — cî, 0 < 6 < 1, correspond un Ko = K. (co,

C L \ Î • " \ ?a, ; a, o) (̂  çu^

(26) |F(z)F(-^)| ^ Ka^^l-0^).

£'< si Von suppose, en outre, que C{t)ft ne croît pas; à co, a, C et
à a, avec 0 < a < 1 — d, correspond un K^ = K^O), a, C;
a) tel que

(27) | F(z)F(- z)\ ' ^ Ka^l^l-^).

Démonstration. — Considérons la fonction
(28) ,F,{z) = F(z)F(- z).

La fonction Fi(z) satisfait à l'inégalité

(29) |Fi(^)| < ô2îtlyl-(o<lyD+2a(p).
On a

(30) F,(.) = F'(z)F(- z) - F'(- .)F(z) ;
on peut aussi écrire

(31) |F'(n) < max|F(z)|.
|2—n|s=l

Quel que soit d' avec d' > d, (22), (23) et (31) permettent
d'écrire pour |ra| assez grand

(32) jF^n)) < e'c-"(o>+a'<l»i> < ^-^w+d'cQn^

et, d'après (25) et (31), si l'on choisit d < d' < 1 :
(33) |Fi(n)| < Ae-^-^d't»;

et les inégalités (4) et (33) permettent d'affirmer que les séries

(34) v W , yFM
' ^{z-n^ iz-n
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convergent uniformément sur tout Compact ne contenant
aucun entier.

Considérons alors la fonction

(35) Q(z) = ^ F^) - A. f s (FM + FxW M
^ 7 (sm 7rz)2 ^ [À \z ~ n + (^ ̂  n)2^J

Q(z) est encore une fonction entière, car le premier terme du
second membre de cette égalité n'a pas d'autres singularités
que des pôles du second ordre dont les parties principales sont
les mêmes que celles des pôles (d'affixes n) du second terme.
On continue alors à utiliser le même raisonnement que celui
qu'on a employé dans la démonstration du théorème I, pour
démontrer que Q(z) s 0.

Il suffit maintenant de construire la fonction 9 intervenant
dans la démonstration du théorème 1 (voir (16)), en utilisant
une constante a telle que a < 1 — à', de remplacer dans
(35), F\(z) par F^S^z) et de passer à la limite pour
obtenir une inégalité, qui, comme dans la démonstration du
théorème I, conduit au résultat voulu.

Démontrons maintenant les lemmes suivants.

LEMME I. — Soit { r i j } une suite d'entiers positifs croissants,
mesurable, de densité D, c'est-à-dire

(36) lim^^D.
n!

A(z) étant le produit canonique correspondant à {n^}, c'est-
à-dire

(37) A(z)=nA-4\
\ "y/

il existe une fonction a(r) avec

(38) a(r) = o(r),

telle que

(39) log|A(z)| < 7tD|y|+a(r).

Désignons par E = E(A) l'ensemble de toutes les fonctions
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a(j») aen< négatives satisfaisant à (39)j et seihy potur r > ft:

(40) e(z) == borne infa(r),..
vev

La foELCtioal e{r) saera /appelée l^aK;4<fent (de la mesure)
de la suite (mesurable) {zty:}. On a évidemment e{r) = o(r).

Dém^wtrotiwf. d^ lemme L — C^fct^ déiBonstrateMi est
layges&eiaA, basée siînrie théorènaer s^avant de V. Becn&tein ({1^
page m):

(c St {^n} e^ {^n} sont deux suites ïhesilrabîès de densité
TY > 0^ et si fôn prose ^ ;

^= n (1 - •à)-, ..K(^)1° "^ -ï)";.".:
alors^ jqueLque so?(t e ^> 0, on peut lui iaire corpespoadre ui^
Re tel. .qu'on ait: r
...,..'.'.''.:;. ,,i:...K^ ^^,, . ,,, . ... ,.,.

.. •^ : . . ——• i . • .——
pour tout |zf ^ Rg,rc ^ 0, qui n'appartient pas à un ensemble
Q === Q(ç; {^^}) ». Il résulte, d'ailleurSy de quelques remarques
de V. Bernstein que sî ^n+i— ^n ^ ^ :i> Qf72' > !)„ l'epsem^le
Q peut être choisi de la manière suivante (voir [1] pp. 256,
259, 271) : autour de chaque X^ on construit le carré défini
par

. . i h\^—\\ < S < -a
"•J •• •• . • • • ' • • ' ; ' . . • r • ' • • . ••, • û • •• •• • • • • • • • • • • . • /

\y\ < q ' ï •
Q est la réunion de ces carrés., ;

II résulte de ce théorème que, si

_ n - ' • " " • : t ( • • ' ' • • • "
^

c'est-à-dire, si C(z) === sinTcDz/TtDz, et si {^} est de densité
D, on a, à Fextérieur de Q :

-J< ^'isAil 7Î;D
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avec a(r) == o(r). Et comme

|$iAd ivi ; ;

^ é^l

un en tire
|K(^| < ^1-w-^

Si on remplace dans la dernière inégalité K(z) par A(z)
({p'n} P811 {n/})? on obtient le résultat voulu pour D > 0.

La démonstration du lemme pour D = 0 résulte immédia-
tement du fait que le type de la fonction entière A(z) est
au plus égal à wD; si donc, D == 0, on obtient, quel que soit
e > 0, pour r > rg :

|A(r)| ^6r.

Le lemme est ainsi démojitré dans tous les cas.

LEMME II. — 5i {nj} est une suite Sentiers positifs crois-
sants, et si N(() = S 1^, 9n €b pour r > 0:

n.«

,,,. , . , . ^ ^ r00 Wrt) dt
(41) logA^=2i^^^^

On sait en efltet que [5]:

iogA(fr)=iogn(i+^.)»2^-^^.

Un cbangemeiait de variable T == rt donne le résultat voulu.

Remarque. — II résulte de ce lemme que si {rij} est mesu-
rable, de densité D === 0, Vexcédent e(r) de cette suite satisfait
à Végalité

f \ o r^^WdtP(r) === J | —v /.—
w- Jo t{Ï^ff)

THÉORÈME III. — Soit fel^—x, 7r], et supposons que

(42) f(x) ^ S (^ cos nx + ^n sin nx).
n^l

Soient {nj} et {m^} deux suites complémentaires de la
suite d'entiers positifs, Induite ^O^} i «eftaàte mesurable Àe demité
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D < 1, c^est-à-dire :
(43) lim-^^D < 1,^

la suite {m^} e(an( ^Me qu^il existe une fonction T(<), non
négative, convexe de log ( pour laquelle

logl^J ;
-(44)i ., : < -ïM.

logl^l . . .
Supposons que ,f{x)= 0 dans les intervalles

] — T C , — TC + 7lD[, ] T C - — T C D , 7 T [ , -

e( posons pour wD < A < 27r — icD :
. • ' • • • .' • ' /•»-TC-p1 • ' ' ' ' ' ' : ' '

(45) I(A) = - log f \f{x)\ dx.
J—K . • . ,

Soit 3{h) une fonction (prenant des valeurs finies) qui croît
vers Vin fini lorsque h décroît vers wD et telle que

(46) ^W^ IW,

et désignons par û>(r) îa fonction définie, pour r assez grande
par

(47' . '^-(A) • •
5i, e(() e(û7i( l^ excédent de {nj}, les relations suivantes

sont satisfaites, en posant e*{t) == çup e(ï) :
(-l^T;$t+l

e*(t} •-(48) lim sup -A-/ == p < 1
ï^)

(49) Umsup^<-|-;

et si

(BO) ""K?,-».
(51) j"ï^dt-o,,

la fonction f est nulle presque partout.
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Démonstration. — Posons

(52) <i>(z)= r f^dt.
• ; • • . - • • */—7C . -

Lorsque h e jwD, 2-n: —7cD[ on peut écrire pour y •> 0

(53) i<I^)i < rifW\e-^dt
• V —7C • •' : • • • •

^e-W+^i-D)y^. r \fÇt)\dt.e^y
J_5t-l-/i

1 ^ " ; < ce^l^(e^^^- e^- ,̂

où ç est une constante. Si y > 0 est assez grand on peut
choisir h déporte que

m ' 4y^h-^ , ,
ce qui permet d'écrire pour y; ^ 0 : ?
: (54) ' 10 (z)| ^^ ̂ ^^(1W, .

où A est une constante. ,
II est évident, d'autre part, que pour y < 0 :

(55) ' |<D(z)| < Ae~^+^" ; ' ï : '

(nous avons choisi la même constante A dans (54) et (55)).
Avec e{t)1 éiànt l'excédent de {^yL on a, en posant

- '(56) • A (z )==n{ t -4 -Y
\ n} /

l'inégalité

(57) l og lA^f^T tDîy l+^ r ) ,

où

(58) .(r)=o(r).

Considérons alors la fonction
(59) F(z) == 0(z)A(z).

On a, d'après (54), pour y ^ 0 :

(60) |F(z)|< A^-^w^
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et pour y < 0 :
(61) ,|F^)| <A^^^
On a, d'autre part, d'après (52), (57), (59), (42), (44), (48)

quel quç soit Kjp' avecï p < p1 < 1, pour 7c suffisamment
grand :

(62) log|F(m,)| ==log|0(m,)|+loè|A(7r^|
== log [a^ + i6J + log| A(mfc)| + log n
< — Y(^c) 4- e{m^ + log TC + log 2
< — Y(Wk) -h ^(^k) + log w + log 2
< — (1 — p')ï(mfc) + log TC + log 2.

Comme F(n/) == 0, il existe une constante j A == A(p')
telle que pour tout entier m :

(63) log |F(m)r .̂A - (1 ~ p')ï(|m|).

Il suffit maintenant d'appliquer le théorème H (avec C(()
remplacé par (1 — p')ï(r)) po,ur voir que la fonction F(z)
définie par (59) vérifie l'inégalité

(64) | F(z)F(- z)\ < Le^^^^^W^,

quelles que soient les quantités a et & telles que
Q < a < 1 — p', 0 < b < 1, L = L(œ, e, y; a, 6).

Comme ç(r)=^o(r), on voit, d'après (|50) et (61), que
F(z)F(-— z) est une fonction entière de type exponentiel;
en tenant alors compte de (64) pour z === x, réel, et en appli-
quant la relation (51), on voit, d'après la solution classique
du problème de Watson, que F(z)F(— z) = 0; en définitive,
0(z) est identiquement null^ donc /(a;)= 0 p.p., et le
théorème est démontré.

THÉORÈME IV. — Soit fe [--TV, 7c], et posons (42). {^} et
{m/J étant deux suites complémentaires d'entiers positifs^ sup-
posons qu'il existe un o, avec 0 < o < 1 ^ t e l que

(65) .S ̂ ^00,

et, y(() eîanî une fonction non négative^ convexe de log t,
supposons que (44) 0< (51) aient ISieu. r I(A) étant dé fini pûur
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0 < h < 2w pa?» (45), définiswns î(h) eomme dans le théo-
rème III (dans V énoncé actuel on a évidemment I> sss ô),
et désignons pur ^(r) (pffur r ussez grand) la fonction définie
par ' • '•-" ' ^ • • • :""' -• , ^ • , -,^' . ' \ - • . ' • : .

(66) ^-"(Ï)

Supposons que (50) ait lieu et que pour un CTI > a on ait
pour t suffisamment grand:

(67) ' ï(t) >1^
(68) <^t)> ̂  - ,

Dans ces conditions f {x} = 0 presque partout.

Démonstration. — On voit facilement que ce théorème
est un cas particulier du théorème 1 II, car, avec les notations
du lentïxte II, on a pour tout q^ avec ç < Œg < 1:

N(() < t^,

pôW tsuffisamment grand, et ce même leinme, permet donc
d'affirmer que (ici D == 0) e{t) < Rt^ {t > 1), où R çst
une constante. La suite de la démonstration (simple application
du Théorème III) est évidente.

( Remarque. — II suffit de supposer (66), (6?) et (44), y (t)
étant non négati^é^ covi^èxê' de log (, ^satisfaisant à (51), et de
supposer que

/af\\ T • c lûg, I(ÀV (7(69) lim mf ? > , ^ / > .———/i^o — tog&^ 1 — a

pour conclure qpe fi^}. 3 Q.(p.p.).
ïîn effet, on voit facilement que ces conditions impliquent

celles du théorème IV/1» côltAition (69) ezitrainaa^t une M^éga-
lité de la forme (68).

La démonstration duthéorème suivant est une synthèse
facile des démonstrations deâ" théorèmes 1 et îtî.

THÉORÈME V. — Soit F(z) une fonction entière satisfaisant
à V inégalité

(70) |F(z)| < e^^W^y^

où 0 ^ D < 1, <û(t) êtci^ une fe^ctiÀn non décroissante satis'
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faisant à (1), <ù(t)/( étant une fonction noncroissante^ a(()
satisfaisant à (3).

v Les suites {nft et {m^} étant complémentaires de la suite
rentiers positifs, avec {nj} mesurable de densité D et (Kexcé-
dent e{t), supposons que

(71) lim sup a (<)+e( t ) < 1.

C(() (t > 0) étant une fonction convexe de log (, supposons que

(72) lim^-oov ' log t
(73) l imsup^==<r< 1

"W
(74) log|F(± m»)| < -C(m,).

Soit, enfin, A{x) le produit canonique de {nj} (défini par
(56)).

Aux fonctions ûï, a, C, à la suite {nj} et aux quantités a
et b quelconques, avec 0 < a < 1 — d, 0 < b < 1, correspond
un K, teî gué

(75) |F(z)A(z)| < Ke^l-^.

En revenant au produit canonique A • de {n/} (défini
par (56)), on voit à partir du lemme I, que si {nj} est mesu-
rable, de densité D, à tout e > 0 correspond un r, tel que

sin (TC/D)Z ^ ,̂(76) A(z) 1

pour r > F(, z variant dans le domaine R, ( 0 < q < -^- ]

qui est le complémentaire à la réunion des carrés \x ± ra/| < g,
\y\ < ?>

(B,= {z|2^(|a; ± n/| <î,N <?)}).

Posons

(77) |A(z)| > eWD î-K-) (zeR,)

et soit pour chaque r > 0:
.. . • • . d,(r)^ W(r)
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le Inf étant pris par rapport à tous les p satisfaisant à (77).
La fonction dq[r) sera appelée fonction de défaut de la suite

mesurable {^}, dans R<y. On a évidemment d^(r) = o(r),
(^(r) = 0 lorsque dy\r) < 0 et d^r) == dy{r) si d,(r) > 0).

En se rapportant alors au théorème V, on démontre faci-
lement le théorème suivant :

THÉORÈME VI. — Si les conditions (70), (71), (72), (73),
(74) du théorème, V sont satisfaites, oh peut affirmer qu'il existe
une constante T = T y telle que, lorsque z 6 R^ (voir la démons-
tration du théorème V pour la définition de Ry), on a

(78) | F(z)| $ Te^-^^^+W,
• > . : • • , , ' . . ' '
où dy(r) est la fonction de défaut de {nj} dans Ry, a et b
étant définis comme dans renoncé du théorème V.
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Des théorèmes, concernant les fonctions réelles appartenant
à L^-r- TC, TîJ de nature sem'blatle a celle du.théorème fil,
mais bien généraux,, peuvent être établis pn partant d'un tout
autre point dé Vue. En réalité, tout ce qui précède a été entre-
pris à partir des nouveBes démoùstratioïïs qu'on a cherché
à donner aux faits établis par Fauteur concerjiant particu-
lièrement îà nouvelle notion cte quasiànalyticitë, portant sur
les séries de Fourier, que nous avons introduite avec tin tÏiéÔ-
rème dont la Remarque sur la page 29 donne une certaine
idée.

Notre but, en définitive, est de traiter le problème général
suivant. (A) désignant une certaine propriété, qui peut être
par exemple, la dérivabilité finie ou indéfinie, le fait que les
dérivées successives vérifient certaines inégalités dont —
l'analyticité ou la quasianalyticité peut être un cas particulier
— indiquer des conditions portant sur les coefficients de Fourier
d'une fonction f appartenant à L[— TT, 7r] pour que du fait
que f possède la propriété (A) sur une partie 1 de [ — T C , n]
résulte que cette fonction possède la même propriété (ou une
propriété semblable) sur l'intervalle [— TC, TC] tout entier.
Autrement dit, nous cherchons des propriétés des coefficients
de Fourier d'une fonction appartenant à L[— TC, 7c] per-
mettant d'affirmer que la propriété (A) puisse être « prolongée »
de I e [— TC? 7T] à l'intervalle [— TC, w] tout entier (1).

Commençons par un lemme qui nous servira, souvent dans
la suite.

LEMME III. — 5i la suite Sentiers positifs {rij} est telle que

2 —— < oo,
Ttj

B J'ai posé ce problème pour la première fois et donné quelques réponses dans un
émoire déjà ancien [9]«
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et si A(z) est le produit canonique de' {nj}

(79) A(.) = n A ~ -^Y-'S (- 1)̂ ,

on a CQ === 1, c^ > 0 (n ^ 1) ,—log^ e^wiefonction éowexe
de n et ^

^(ï)^-
Démonstration. — On peut écrire pour m > 1 :

( î \2

cm == 2 rT»———;T ) (/fc ^ ̂  P01111 k ^ P)-
^ ^ n/^- • •^m/ ; , . ;, -

On peut donc dire que dama chaque somme définissant
ĉ .̂1 interviennent les mêmes facteurs que dans c^, en ajou-
tant à chacun un n^^ distinctç de tous les termes n^
(p === 1^ 2, .. ., m) intervenant dans c^. Aussi bien dans
c^c^.^ que dsms ;ciS»-n interviennent, dans leç sommes
qui les forment, des produits de 2m + 2 termes, chacun étant
de la forme n^5 mais, tandis que tous les produits de la
forme n^n^. . . n^^ri2-^. . . nj^^ où interviennent m + 1 couples
n^ n2 avec p == q (chacun intervenant, bien entendu, au
plus une fois) peuvent se présenter dans c^i, chaque produit
qui intervient dans c^c^+a contient au plus m couples
n^ n?j aveci p == ç. Autrement dit, la somme définissant c^+i
contient tous les termes que contient c^c^î et d'autres
termes positifs.

Donc ï

cln^•\ ^ cmcm^
•'•'.\ ' ' • \'

ce qui prouve que — 2 log c^^ < — (log c^^-h l°g ^+2)? et ̂
convexité de — log c^ est établie.

Nous avons démontré, d'autre part dans [41, qu'en posant

Q — cilt^ /»2("-+-/i)
: /Pn —•'• ^"P ^B+ft î

^ h^O
on a

W ^n^'100-;

La convexité ide -— <log ̂  ensemble ̂ avec ^80), permet alors»
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d'affirmer (voir [5]) que
i_(si) - s^y < oo,

et le. lemme est ainsi démontré. . ,.

COROLLAIRE. — I I résulte du lemme III que^ si les conditions
et les notations de celui-ci sont conservées, il existe une suite
positive {Yn} {n ^ 0) avec lim T^" = 0, telle qu'on ait encore

^ . . : ., -
< oo,.(82) sf^^V

Vjn+l ^ /

En désignant, en effet, par {Np} une suite d'entiers positifs
strictement croissants telâ que .

s (^ <^^tl^^ L^
^NA Cn;/">Nj»\ ^

où Lp tend vers zéro en dééroissant, il suffit de poser pour
N , < n < N ^ " ( p > 1) ' : - - -

,̂  ; • • ..".^L, ••.,, . ' , , ; ;. • : :
in _

et de choisir convenablement To, T i ^ ï a ? ^-•rT^ pour aboutir
au résultat. ' ; >

Une telle suite {Yn} ^Yn > 0, lim y^ ̂  0, (82) satisfait)
sera appelée suite liée à la suite {nj} (elle n'existe que si
Sny1 < oo ; nous verrons d'ailleurs (voir page 39) que? la série
(81), elle-même, diverge lorsque Sny1 = oo). La fonction

(83) ^(0 == Sïn^
sera appelée fonction (qui correspond à {ïn}) ^^ à la suite
{^}. „ , ^ ., . .,;;'<'";'' , ' . • „ . ; ; ' ;;„'.:

Le produit (qui converge)

l^-4\=Nr1(84) n/i^-5-)-
^J \ ^j /

fournit la suite {N^} appelée 5ui(e associée à la suite .{n^}
(toute suite {XyJ avec lim sup n/X^ == D^ < oo admet,
comme on le voit dans [5] une suite {An} associée).
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Nous sommes maintenant çn mesure d'énoncer le théorème
suivant

THÉORÈME III. — Soit fe L[— TC, TE;], et supposons que
(85) f{x} ^ S(o/cosn^;+ bj sin njx)

awc
(86) ï-1- < oo.

^
Soit 1 ==== [<Xo — Tca, ao + îca] <= [— TC, w], ^ supposons

que f est p fois dériyable sur ï a^ec

(87) Mw\p\x)\ = Mp.
aeeï • '

^ Quelle que soit la fonction ^ , liée à la suite {nj}y il existe
d^ax constantes \ > 0, A > 0, ne dépendant que de ^ telles
que

(88) ^( |a , l+ |^ | )^A^^^)N,( ,^l)
\ /

{Ny} étant la suite associée à la suite {^y}.
Il suffit de démontrer le théorème pour le cas ao == 0.

En suivant un raisonnement décrit dans [5] (page 102) (ou
dans [6], page 86), on voit, d'après (82) qu'en posant

(89) M,, = -ïra-, M,^ = f^^Y (^ ^ l), Mo - 1,
^n V^n-H ^n /

où les Yn sont définis par (83), et, en posant

<90» ^rï-
on peut construire une fonction <p(a?) satisfaisant aux condi-
tions suivantes: y {x} est une fonction paire, indéfiniment

[ 3 31dérivable, de support —-7-» -7-|» 0 <$ 9(a;) < 1$ y (a;) =% 1
pour |a;| < -.-;

(91) 19^)1 < û>»M, (n > 0)

(92) ^ ^(--y) = ̂ (-1) - 0 (n ^ 0). .
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Soit pi = p 4- 3, et etï choisissant ^ > 0 (/-=== 1, 2, ..., pi)
tels que

P* -1vi ^ - •L : *..,., ...... • . . . .. • ; . s ^ < - 8 » , . .,. ..-^
posons

\ /^< /•5»
(93) SQr)^ 1 ) ^ f (fo,-

^'"ôlôg. . .Op,J_8,l J-8.

••^6i ' l<p(.r+(^+••• +<J^..
,. ')1

On peut évidemment écrire pour g > 0, et r ^ 0:

^94) ^\x) = . i ,
-û- Ol<>2 • • • ^p,

[ f8•^f^X•••f^ l î^-^(l+•••+^)4Ï•
fJ-S. J-S, «/-Sp, J

D'autre part, si q == 1, on peut aussi écrire :

(95) ^>(.) = ̂ ^^ ^

•; . f8' dt, . . . f8"1 1 W» + 81 + <2 + • • • + <p.)
J-î, J-8p, -0

- ^^(a; - 81 + t, + • • • + ̂ )j ̂ . ;
en opérant par induction, à partir de (95), on a, pour

0 < q < pi :
, rH^

t96' l51 '̂ < y^-T;,
Ainsi, 8(rc) est une fonction paire, indéfiniment dérivable,

/ r 7 71\ .de support contenu dans \x\ < 1 ( sur | — -o-» o- \ )» égale
' t 1 iT ' - ^ \ •• t t o o \1

a i sur T — —> ^-1 et satisfaisant aux inégalités (96) pouï
l ° ° J ,

fout r> 1 et tout ^ 'avec 0 < q ^ ^i.
Posons maintenant:

(97) S^ ^{x) = S^^Vôos ̂ ^= V^ ces ma;. i-
VTCa/ . ( •

La fonction S^^{x) est encore paire, indéfiniment dérivable,
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et s<aa «apport est eoiïkenu dass ]—w^ w<i[. Sur eetinter-

valle &a.k(^)cosyi^ ^ 0, et S^^x}=cosnj,x pour |r4 < Tta
On a aussi g

A '.y^-TC • ' /• y» îca/8 1 '
(98) (fô^^— 1 ^^x)cosnkXdx> — i cos'tn,,xdx

TC J-^ ' ^ J-na/8

^-1- .pT oos^^=J-te^^fa--x^
"Wk ̂ -tan^ y " wnfc [ 8 J ^ \ 8 • »„ /

([a]) désigne la partie entière, 4e a). •
.Posons:

'•w A,(Z) =nfi - ̂ )=2(~l i)"^^^fc \ ^ /
^ désignons par. A^( f ) ropéçateur

(190) - ' A^)^^^)4-

(si; f est' ïiïdéïimïïfeïït déHrable, et si la^ somn^e cô|iverge).
Considérons aler^s l'expressiqin '

(101) ^(S.M) —F^)= Sc^^).
Remarqifliona qu'on! s a ,

..(1,02) . • ;. ^ - . - KmM^^oo.,,

car, da?ns 1̂  cas eo&traire, la çlasçe e{M^} serait. (Miasiana-
lytique et les deux relations (91) et (92) donneraient 9 = 0 ,

e\ ''•,': - • ' » ; j ' ' . . • • ' • : • ^ - . ? . ' ' ' . . ' ; . . . . - . ' A

contrairement a raffirirration qpe yC^^l sur' \x\ ^ —•

On peut donc remplacer dans (91) (voir [5],. page 227) M^
par 21VR, où log MS est la régiilafisé® ejon^exe de logM^$
comme on a aussi lim M S ^ O O , la convexité Ae tog Ma
permet d'affirmer que MS tend vers l'infini en croissant à
partir de n ^ nç.

D'après la définition (97) de 8^, on a

(103) Wa0=^^(^)^^

-CL^^(^).n^

+ • • • + (- 1)W f^-^ cos »»a?.
A1"1/
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II existe donc une constante A, ne dépendant que de ^,
telle que (il est évident que a < 1) :

/(io4) m(x)\ ^ A^^y^^.
Comme c^ < c^(n > 1) (c^ == CQ === l), on voit, d'après

(89), la définition de la fonction <p? fonction liée à {yz/},
(et (83)) que (101) a un sens (la série converge absolument et
uniformément sur R) et que

(105) lF,Cr)l = )A;(8^)| ^ A $ ̂  (^Y == A+ (^\
n \ a / \ a /

(Nous avons posé ici X = 2c»>).
En utilisant (96) on voit, d9 ailleurs, que F^(a?) est p fois

dérivable. Le support de F^) est celui de Sa.fc^)? c'est-

à-dire | —-Q-? -Q-I et on a, en particulier, d'après (93):
l ° 0 J

(106) 1Fl^ ^ op /̂ s ^ (À?)^^01. . . ôp4_3 \ a /

En tenant compte de (99) et (97), on peut écrire

(107) Ffc(rc) = S ^ cos mx == S ̂  5 (— IW^v2" cos vrc

=== 2 ̂ ^ ^ Sm(~ l)"^2^ c0^ ^x = s ^a'fc)Ak(v) cos v^;
v \ n /

tout en rappelant que, d'après (99), Afc(n,) === 0 lorsque / ^ /c,
et que, par contre, A^(n^) == NjT1, {N^} étant la suite associée
à la suite {n^}'

Rappelons maintenant le théorème de Young: si fi et f^
appartiennent à L[—TC, w], avec

f^{x) ^ -a!L + S (^ cos nx + ^n sm na;)
L n l̂

/2t(^) ~ -̂ - + S (^n cos nx + ^n sin nx^2t • . :»*>i . • • • ; - ' .. ; :' • •

où la série écrite au second membre de cette égalité converge
uniformément, ators

- (Wf ^ F f^X) f, {X) dx = aA + 2 (^A + &ngn).
7C J_^ ^ n>l
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La fonction f^ étant la fonction f. de l'énoncé et la fonction
jfa étant la fonction F^,.où l=p si p est pair, et l == p 4- 1
si p est impair, on a, en vertu du théorème de Young (le
support de Ffc étant sur [— TTOO, Troc]),

(109) -1 ? f {xW{x)dx - -1- r" f{xW{x) dx
•" J —T. 7T J —-^,y.

=Sa,,A,(^)(-l)ï.n^^

/La série ^ ^k^^d^ étant absolument convergente
du fait que, W[x} est au moins l + 2 fois dérivable).

Or, d'après (99), A^(n,) == 0 pour / ^ k, et A^(^) = N^1.
En intégrant alors par parties p fois le second membre de
(109) on obtient :

\ /»îta
(110) — ( fW{x)F^{x) dx == a^^{- iyi^nW'^.

71 J—7:0.

Dans cette égalité l = p si p est pair, et l = p 4- 1
si p est impair.

En utilisant alors (105), ou (106), selon la parité de p,
d'une part, et (98), d'autre part, on obtient l'inégalité (88)
(lorsque ao == 0), et le théorème est ainsi démontré.

On écrira fe HL, si fe L[— TT, TT], et si

(111) f{x) ^ S(ay cos njX + bj sin n^x),

la suite {^.} étant telle qu'il existe un A > 1 pour lequel

(112) ! to^A (/>'!) .
^

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le théorème
suivant.

THÉORÈME VIIL — Soit / 'eHL, avec (111) et (112) satis-
faits ; supposons que, sur

1 = [ao — ^a, ao + Troc] <= [— TC, 7c], fe C{MJ.

£'yi posant

(113) T(<)=sup-,
n^i M^
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supposons que l'une des conditions suivantes soit satisfaite:
io T^) == oo pour r suffisamment grande

2° II existe deux constantes y > 0, 8 > 0^ ^Mes que pour
r suffisamment grand

(114) logT(8r)~logT(r) > rï.

(9n p&Mf -alors affirmer ^ue f G. C{M^+i} sur [— TC, Te].

Démonstration. — Remarquions que de (112) résaolte que la
suite {N^}, associée à la suite {nj}, satisfait à l'inégalité :

(115) Ni-1 > (A2 - l)^1 '̂̂ 1.

On a, en effet,

^A^l < p < / c ) , ? < — — ( P > ^ ) .
7c'p /Ip L\

Donc

iogN,=iog(n@-i).n(i-^
\P-Ct V71? / J>>k \ "P,P«k V^ / J»k \ n^

,> (?C - 1) log (A2 - 1)

-l^-^-^og^-l)-^^

On voit, d'autre part, que si les c^ sont définis par (79),
quel que soit œ > 2, la suite Y^ = Ti^c^n > 1) est une
suite liée à la suite {n^} (pour la définition, voir page 20),
la fonction

(116) <Kz) = ̂ n^V

étant alors une fonction liée à {nj}. Il résulte, en effet, de
n^ ^ ^k~~ln^ {k ^ 1) que, quel que soit o- > 0, la série
Sn^ converge; la fonction A(z) (définie par (79)) est donc
une fonction entière d'ordre zéro, et, quel que soit §1 > Ô,
on a pour n suffisamment grand : 0 < c^ < n^^. La
suite {y»}? qu'on vient de définir, satisfait donc, quel que soit
l > 0, pour n suffisamment grand, à l'inégalité :

(117) Y , < n -—In
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Donic, la fonction ^, définie par (116) est une fonction
entière d'ordre zéro. On a aussi

(118) S^Y^--\ W
Mais log (—"-) = ûmiogn est une fonction convexe

\ °n /
de n, on peut donc tirer dte ( 118) (voir [5]) la conclusion
que

(119) sf^-^V2 < oo ,
\ Cn ïn+1/

La suite {y»} et la fonction ^ qu^on vient de définir
sont donc bien respectivement une suite et la fonction corres-
pondante, liées à {n/}.

D'après le théorème VII^ il existe alors deux constantes
A et X, dépendant uniquement de ^y tellëÈ que pour deux
entiers / > 0 et p > 0 quelconques, on a, en supposant que
sur 1 : \f^\x)[ < k^ (n^ 1) :

(120) n?(|o,[ + f&, | ) ^A^M^f^N,.
- \ a /

Comme ^ est une fonction entière d'ordre zéro, on a, quel
que soit p > 0, pour x assez grand, x > XQ :

(121) |̂ | ^ ^P.

Ainsi, d'après (115), (120) et (121), il existe une constante B
tels que

(122) (I^I+^/XB^Ç^-I)^^ ( / > 0 , p > 0 )

(B étant indépendante de / et de p).
En posant log (A2 — 1) === — L, on peut écrire

(123) ^1+^| ̂ - K ^ ^ (y^i).

^'S'I. \k/

Mais lim -/— = 0, il suffit donc de choisir p < y pour

voir, à partir de (123), que si l'hypothèse 2^ de l'énancé du
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théorème est satisfaite, il existe une constante C, indépen-
dante de /, telle que

Wyr
fpW r

(124) |a,| + 1^1 < L——— < ———— (/ > 1).
T "1} Tf-^' { k s ) 'W

Si, par contre, l'hypothèse 1° de l'énoncé est satisfaite, la
conclusion du théorème résulte immédiatement de (123),
car f est alors un polynôme trigonométrique.
Il résulte de (124) que pour / ^ 1, p > 0 :

M
(125) ^(|a^| +|^|) < CkS{kS)P -tonj

La série SyijT1 étant convergente, on voit que sur [— TT, îi] :

IWI < S n5(H + 1 ^ 1 ) < Cx(/cS)PM^ (p ^ 0),

où Ci est une constante.
Le théorème est ainsi complètement démontré.
Rappelons qu'une classe C{M^} est dite dérivable sur R

si la relation f e C{M^} sur R, implique / ' ' e C { M ^ } sur R.

COROLLAIRE DU THÉORÈME VIII. — Si C{M^} est dérivable
sur R, la conclusion du théorème peut être remplacée par

/ •eC{MJ
SUr [—TC, 7t].

Si lim M^" = oo, log M^ étant la régularisée convexe
de log M/», chacune des conditions équivalentes suivantes

"(12G) (M4l) l/n==0(M^),
(127) logM^==0(M 2 )

est nécessaire et suffisante pour que C{M^} soit dérivable
sur R.

Si liminfM^" < oo, la classe est évidemment aussi
dérivable.

Ce corollaire peut donc aussi être énoncé de la façon sui-
vante :

Si on ajoute aux hypothèses du théorème VIII, la condition
lu de Vénoncé VIII a lieu, ou lim M^ = oo avec (126), (ou
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son équivalent (127)) a lieu, on peut affirmer que f e CiM)
SUr [— 7t, 7t].

Remarque. — II est important de noter qu'avec les hypo-
thèses du théorème VII on peut remplacer dans l'inégalité
(88), qui constitue la conclusion du théorème, la quantité
>̂p (== max \f<P\x)\ sur I)par Mp == f\p\x)\ dx.

Les dernières lignes de la démonstration du théorème justi-
fient facilement cette remarque.

Nous pouvons alors démontrer le théorème suivant:

THÉORÈME IX. - Soit feL[—n, 7t], avec les conditions
(85), (86) satisfaites. Soit {!„} une suite d'intervalles contenus
dans [— •7l, 7t], la longueur a,, de !„ tendant vers zéro.

Si, quelle que soit la constante c > 0, on a pour une fonction
^ liée à {n^} :

(128) lun + (-^) F | f [x)\ dx = 0,
: n °° \ n / t/ In

la fonction f est identiquement nulle (p.p.).
La démonstration de ce théorème est immédiate en partant

de (110), avec l = p == 0 et (105).

COROLLAIRE DU THÉORÈME IX. — Soit f G [— TC, n],
Supposons (85) avec

(129) s-l. < oo-.
^

pour un a tel que 0 ^ a < 1,
Définissons ï(h) par (45), et supposons que

(130) p ^ lim sup ̂ g/W > -CT-.
/i^o — log h 1 — <T

Dans ces conditions f est identiquement nulle (p.p.).
Cet énoncé constitue mon ancien énoncé dont j'ai parlé

plus haut, et qui a été repris par plusieurs auteurs, pour être
généralisé. Il est intéressant — et important—de lé comparer,
par exemple, à la remarque de la page 15, où dans la formule
(69) intervient lim inf, tandis que dans l'inégalité semblable
(130), qui intervient dans le corollaire qu'on vient d'énoncer
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intervient lim supy ce qui constitue, étant donné le sens de
l'inégalité, une condition bien moins restrictive.

Pour démontrer le Corollaire du théorème IX, il suffit de
faire lés remarques suivailtés : A(2) désignant Ite produit
cariôilique de {nj} côtrespondant, avec

^(^^^(-l)^^

on a, quel que soit T^ > 0 : ^
/ A \^(t^1) -

(131) . |<U <^{-) < (">!)

où Ai est une constante, dépendant de y]i. Si l'on ciloisit
les constantes 7)i, 7)2, 7)3 de sorte que 7)i > 0, T^g > 0,
^ > 0, TJi + 732 -p 7]3 ^=j < (f — cr)/cr — p-^, on voit, qu'en
posant Yn == ^(^^^"î o11 a, d'après (131)

(132) .^A^-2"^-^.
Il en résulte immédiatement que {yn} est une suite liée

à {^}, que la fonction ^(z) === Sy,^2" ^st) ainsi, une fonction
liée h {n^}^ et^ que, pour 7c donné:

(133) ^ ̂ \ ^ A^71^1-^
\ a / . j

Ag et Ag étant des constantes indépendantes de a.
En choisissant maintenaint une suite {h^} tendant vers

zéro en décroissant pour laquelle

(134) lim I(Any =f,
n>» — lôg ̂

et en posant In === [— TC, -— TC 4- hn\r on voit» d'après (l33)
et (134), que, pour tout k fixe :

n,lim^-^vrin^i^-o,
^00 V^n/Jl»

ce qui suffit, d'après le théorème IX, de démontrer le corollaire
énoncé.

I Aîtant de teripinèr ce chapitre, ïious allons^ indiquer quelques
cas .simples dû théorème Y HL
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Lorsque Mn == r((3n) (p > 0), on a log T(r) ^ r^P fpour
la définition de T(r) voir (113)).

Ainsi, pour une classe de Gevray quelconque C{r((î7z)},
(3 > 0, la condition 2° du théorème VIII est satisfaite; ceci
a donc, en particulier, lieu pour la classe des fonctions ana-
lytiques sur un intervalle (p = 1).

Ainsi, d'après le théorème VIII, si f e HL, et si f appar-
tient à C{r(pn)} sur un intervalle partiel de [— TC, îc],
f appartient à cette classe sur l'intervalle [— n, n] tout
entier; et, en particulier, si f est analytique sur I<= [— TC, w],
cette fonction est analytique sur [— TT, TCJ. Ce dernier fait
— l'analyticité de f sur un intervalle partiel 1 entraînant
son analyticité sur [— TT, n] —peut évidemment être consi-
déré comme une version du célèbre théorème d'Hadamard
sur les séries lacunaires (a la Hadamard) admettant le cercle
de convergence comme coupure.

Faisons une dernière remarqué concernant les séries de
Fôuriér de la forme (8$) satisfaisant à la condition (86). Cette
condition est fondamentale, du moins pour pouvoir appliquer
la partie essentielle de notre méthode.

En effet, si (86) n'est pas satisfait, les quantités c^, définies
par (79), et qui sont par conséquent données par

c.=^——v^n^^rijj

(les jjc intervenant dans le même terme étant tous distincts
entfe eux) satisfont à l'inégalité

1 J_
cm >(^^...^2 > <

Autrement dit, si la condition (86) n'est pas satisfaite, on a
^c^^ oo,

et comme — loge, est une fonction convexe de n, cette
relation est équivalente à

S^^oo.-
Cn

II n'existe donc, dans ces conditions, aucune suite {Yn}
liée à {rij}, les fonctions possédant les propriétés (91) et (92)
n'existent, évidemment pas, non plus.



CHAPITRE III

Ce chapitre porte un caractère plutôt heuristique. Nous dési-
rons comparer deux méthodes de démonstration, utilisées dans
mes différentes publications— dont celle-ci — portant sur des
branches d'analyse essentiellement différentes, mais qui, en
réalisé, relèvent, comme on s'en rend compte, après une étude
approfondie, du même principe.

Dans la théorie des séries adhérentes, ou tout simplement
dans celle des séries de Dirichlet admettait une abscisse de
convergence absolue, on opère d'une faççn qu'on peut résumer
ainsi : une suite de nombres positifs strictement croissant
vers l'infini {\J, admettant une densité supérieure finie

l imsup——== D* <t oo,
^n

et la série de Dirichlet
(135) f{s) = ïd^ (s = a + it)

admettant une abscisse de convergence absolue Oa» étant
données, on considère un domaine de la forme

BK = LJ C(<T,7CR),
ff^Œo

(la réunion de disques fermés) avec R > D*, où la fonction
f(s) peut être prolongée analytiquement. On peut évaluer
|dy {k ^ 1) à partir du maximum de \f{s}\ sur C(o-o, wR).
Pour le faire on utilise l'opérateur défini par (99), cet opé-
rateur étant défini, cette fois-ci, par

(136) A,(.) = n (i - ̂ A = s (- iwz2-,
j^k \ A j /

et on rapplique, lorsque s e C(croï ^R)> sur le prolongement



RELATIONS ENTRE LA CONVEXITÉ DANS LE COMPLEXE 45

analytique f de la série (135). Autrement dit, on considère
la fonction

(137) F^^A^^S^l^

Cette série converge uniformément et absolument sur tout
compact contenu dans

(138) B,=UC(O,^), : \
O-><TO

où <r < r < R — D*. En raisonnant d'une manière tout à fait
analogue à celle utilisée dans: la démonstration du théorème
VIII, on trouve que si a — TtR > o,, on peut écrire, lorsque
s e C(o', Tir) : . •

(139) F,(s) = Ç^ (-i)"^y(2^) ,.
= 2 (— 1W S ̂ e-^
= 2 ̂ 2 (^ l)Wr = ̂  ^A,(^-^= ^A,(X,).-V

Cette égalité est aussi valable dans Bp et, en particulier :
(140) PM= d,A^,)e-^.

{A„} étant la suite associée à {A»}, on peut aussi écrire
(141) d^e-^o = A.F^CTo) = Afc ^ (- l)"^^2"^^)

n- ̂  s (-1)"^ w! r f^^
» 27tl J|,-^H(Z- "o)2^1

=^J' S^^^-w^^-^);^Ai7cl' «/|^-(ro|=-jrR ( 7l Ô(Tg " \Z -- (SQ^

Cette égalité est semblable, et joue exactement le même rôle
que l'égalité (110) (avec p = l == 0). F, de (110) est remplacé
ici par

(142) 2(-lW^f-J-V
0(7^ \Z — CTo/

la fonction analytique simple, ———— remplissant ici le rôle
z — (TQ

de la fonction (appartenant à une classe non quasianalytique)
^.^——) du chapitre II.\ Troc / r

4
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Pour obtenir Finégalité chercHéè pour | d^( il:suffit de remai^
quer que (142) n'est autre chose que L(z — a^)l(z—a^
où L(^) est la transformée de Laplace de 2(— l)^^2".
Remarquons, d'ailleurs, que les opérations précédentes sont
valables, car S(— l^cî^" est, dans les conditions» envi-
sagées, une fonction entière de type au pibs égal à wB* (voir
[5]), la série (142) converge donc uniformément et absolument
pour \z — CTOJ > TcD*.
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