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SUR LES OBSTRUCTIONS A LTNTÉGRABILITÉ
DES G-STRUCTURES

par Daniel LEHMANN

1. Introduction.

Depuis que D. Bernard ([!]) a défini le tenseur de structure
d'une G-structure d'ordre 1 comme obstruction à l'intégrabilité d'ordre
2, différents auteurs ont tenté de généraliser cette situation à l'ordre
supérieur en définissant une obstruction à l'intégrabilité d'ordre k + 1
d'une G-structure P C H^V) d'ordre k (i.e. d'un G-sous-fibré principal
P du L^-fibre principal H^V) des repères d'ordre k de V) : cf., par
exemple, [2], [3], [4], [5], [6], [7].

En particulier, cette obstruction prend ses valeurs dans la S-
cohomologie de Spencer H2*^"'1^) de l'algèbre de Lie ^ du groupe
structural G, dans le cas où P est le (k — l)^"1® prolongement d'une
structure d'ordre 1 intégrable à l'ordre k (voir par exemple : Guillemin
[2], Guillemin-Sternberg [3], Singer-Stemberg [6].

Par ailleurs, P. Libermann ([4]) a eu l'idée d'interpréter l'intégra-
bilité à l'ordre k + 1 conrne signifiant que l'intersection de 2 sous-
fibres d'un même fibre se projette sur toute la base.

Nous nous proposons essentiellement de donner une nouvelle
construction de cette obstruction, plus naturelle, et valable plus généra-
lement chaque fois que P est inclus dans le prolongement J1 P' H H^V)
de la structure P' d'ordre k — 1 obtenue par projection de P sur
H^-^V). No^-ç construction est basée sur un formalisme très simple
exprimant l'obstruction à ce que l'intersection Q' H Q" de deux sous-
fibres principaux Q' et Q" d'un même fibre principal Q -> Z se
projette sur toute la base.

Plusieurs conversations avec Madame Buttin et Mademoiselle
Libermann m'ont beaucoup aidé dans la préparation de ce travail. Je
les en remercie vivement.
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2. Quelques rappels.

Soit P C H^CV) une G-structure d'ordre k sur V et J7? la variété
des /-jets de sections C°° de P -> V (/ > 1).

Posons n = dim V. Pour toute variété W et tout point w G W,
notons J^(W,G) le groupe de Lie des 1-jets de W dans G, de source
w et de but l'élément neutre e de G, la structure de groupe étant
héritée de celle de G.

PROPOSITION 1. - Pour Kk, la variété J^P, fibrée au-dessus de
P par l'application but, possède une structure naturelle de fibre prin-
cipal différentiable de groupe structural }[ ^(R" , G).

En effet, V x € V, Vz E P^ , le groupe l[ ^(V, G) opère à droite
de façon simplement transitive sur la fibre (J7?)^ de J^P -» P.
Mais, pour / < fc, la donnée d'un fc-repère z de V en x définit par
projection p : H*(V) -> H^V) un /-repère p(z) de V en x, lequel
définit par conséquent un isomorphisme de groupes de Lie

p(?) : J^.O^, G) âJL,e(V,G)

ce qui permet de faire opérer J^^" ' G) à droite sur (J'P)^ , de
façon simplement transitive.

(Le fait que ce fibre principal ensembliste soit C°° est fastidieux
mais facile à démontrer).

Notations. - On notera J^H^ la restriction à P du J^ ^(R" , L^)-
fibré principal J'H^V) -> H^V) (pour / < k\ et H^ la restriction
à P du L^ fibre principal Lk+lÇV) ^ H^V)

(oùL^ = Kera^ -> ï^) est difféomorphe à ,® S^.df)* ̂  R").

PROPOSITION 2.

i) L^ s'identifie de façon naturelle à un sous-groupe de Lie
^J^(R<L^).

iï) H^1 -^ P s'identifie de façon naturelle à un sous-fibre prin-
cipal de J^H^ -> P. (pour l < k\
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Soit V/ un germe de difféomorphisme (R" , 0) ^ (R" , 0) de
source et but 0, tel que /^ =/^(Id)^ . Soit ^ : (R" , 0) -^ L^ le
germe en 0 de fonction C°° de R" dans L^ défini par :

^(û) =/^0"-a • ^ - T . 1 ) Va voisin de 0 dans R" ,

(où T^ désigne la translation de vecteur a dans R"). Il est clair que
^(0) =7^(1^) et que /^ ne dépend que de j^1^. On vérifie
aisément que l'application T : ̂ +l ^ -> f^ ainsi définie identifie
L^ à un sous-groupe de Lie de J^ ^(R" , L^).

Soit (^ un germe de difféomorphisme (R71 ,0) ^ (V , x) de source
0 et but x, et soit (^ la section locale de H^(V) -^ V au voisinage dex
définie par :

^00 =/^(^- T -i ) V^ voisin de x dans V .fp y

On vérifie aisément que f^!p ne dépend que de y^^. Soit

î '- f^1^ -> 7^ rappUcation H^'^^V) -» ^^(V)

ainsi définie. On vérifie, pour / < k, que 0', / ) identifie

H^+/(V) ->- ^(V)

à un sous-fibre principal de J^H^V) -» H^(V), d'où la proposition.
Soit P une G-structure d'ordre k, et P^"^/ > 1) sa projection sur

H^CV) : P^"7 est une structure d'ordre k - /. Il est/ûMx,en général,
que P soit inclus dans 3lPk~l : on peut s'en convaincre en prenant
V = R " , ^ = 2 , / = 1 , P = {2-repères de R" se projetant sur le 1-repère
canonique de R"} .

Cas particulier PC J'P^Qk > /).

Nous allons définir un sous-fibre principal ̂  P -> P de J^P -> P.
Pour /; = /, oh posera ^P = J^P. Supposons désormais fc > / + 1.

L'identification ̂  : H^(V)c^ J^^-^V) consiste à associer à
/^ <^ (où (^ : (R" ,0) ^ (V , ,?c) est un germe de difféomorphisme) le
jet /^ où (p est la section locale de H^CV) définie au voisinage dejc
par (p(y) ̂ "^o r _i ). L'hypothèse faite sur P (P C J7 P^)
permet d'affirmer que si /^GP, /^ appartient non seulement à
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J'H^CV), mais même à J1^-1. Soit (^ P\ la sous-variété de (J^
formée des /^ a G (J1 P)^ tels que

( a(x) = z

( la projection de j[a sur J^P^ induite par la projection
de P sur P^"7 est égale à ^_/(z).

Notant 3^P = ̂  (J^P)^ , ̂ P -» P possède une structure naturelle

de sous-fibre principal de J^P -» P, de groupe structural J^ ^(R" , G^),
où G^ = Ker(L^ -> L^-1) 0 G. L'intérêt de ce sous-fibre principal
provient essentiellement de la

PROPOSITION 3. - g^P H H^ = J^P HH^^.

Nous admettrons cette proposition, dont la démonstration ne présente
pas de difficulté.

Intégrabilité des G-structures. — Soit P une G-structure d'ordre k sur
V. On identifiera désormais J^P, H^ (et g^P si PCJ 'P^- 7) à des
sous-fibres C00 de J^H^ .

DEFINITIONS.

i) On dira que P est intégrable à l'ordre k -h / en un point x de
V si :

vzep^ , (J^ncH^), = ^ 0 .
ii) O^î Arû que P ̂  intégrable à l'ordre k -\- l siV est intégrable

à l'ordre k + / en tout point x de V.
On vérifie aisément que ces définitions sont équivalentes aux dé-

finitions classiques (rappelées par exemple dans Guillemin [2], avec la
terminologie "/-plat en x" et "uniformément /-plat").

Remarques.

1) Si P est intégrable à l'ordre k + /, on peut montrer que
J^P H H^ -^ V est un sous-fibre principal différentiable de H^^V) :
c'est donc une structure d'ordre k + /, qu'on appellera ^^-prolon-
gement de P, et qu'on notera Pk+l -> V. La démonstration consiste
à adapter un raisonnement de P. Libermann ([4] p. 13).



OBSTRUCTIONS A L'INTEGRABILITE DES G-STRUCTURES 87

2) Posons, plus généralement, P^7 = J^P H H^. Si P est inté-
grable à l'ordre k 4- /, on a la formule suivante {transitivité des pro-
longements) :

(pfc+Y+^+r ^ p fc+ /+ r v r > 0 .

3) Si P est le (k - q)1^6 -prolongement d'une structure d'ordre q
intégrable à l'ordre k, la condition P C ] l P k ~ l est vérifiée V / < k - q.
Il en est en particulier ainsi pour ^ = l , / = l e t Â : > 2 : c'est le cas
étudié par Guillemin dans [2].

3. Intersection de sous-fibres principaux.

La définition ci-dessus suggère de définir l'obstruction à l'inté-
grabilité d'ordre k -h / comme obstruction à ce que l'intersection de
deux sous-fibres principaux différentiables d'un fibre principal se pro-
jette sur toute la base.

Soient donc Q -» Z un fibre principal différentiable et Q', Q"
deux sous-fibres principaux différentiables de groupes structuraux res-
pectifs r, r\ F".

LEMME \. - II existe une application (0 : Q -> F/F" et une seule
vérifiant :

i) (Q(q ' 7) = 7~1 • (0(q) (F opère à gauche sur F/F").
ii) <S(q) = UQ \/qeQ" (u^ = classe d'équivalence de Vêlement

neutre de F).
Soit q E Q^ et soit 7 G F tel que q • 7 G Q^ : la classe 7 F" de

7 dans F/F" ne dépend que de q, et l'application û& : q -> 7 F" ainsi
définie vérifie i) et ii). Par ailleurs, si d) est une autre fonction vérifiant
i) et ii), 6D et <3) coïncident sur Q" d'après ii), donc sur Q tout entier
d'après i).

LEMME 2. - Soit q ç Q^ (z G Z). La classe d'équivalence de
(D(q1) dans F'\r/F" ne dépend que de z : on la notera S(z).

Notons n : F/F" -^ F'\r/F" la projection canonique :

W(q . 7') = n(7^-1 .û&(^)) = II((î)(^)) .
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DEFINITIONS.

i) La fonction 0) : Q -» F/F" ^û appelée torsion de Q" rfû^
Q.

iï) Sa restriction ( S / Q ' : Q1 -> F/F" sera appelée torsion de
(Q', Q") dans Q.

iii) La fonction S : Z -» F'V/F" sera appelée tenseur de struc-
ture de (Q', Q") dans Q.

PROPOSITION 4. - Soit z E Z. Notons VQ le point de base de
r\r/r".

Les propositions suivantes sont équivalentes :
i) Q. n Q'; ̂  0 .

ii) ©IQ, pwîrf 5^ valeurs dans F7F' H F".

iii) S(z) = i/o .
La démonstration ne présente aucune difficulté.
L'équivalence entre i) et iii) permet d'interpréter S(z) comme

obstruction à ce que Q'̂  H Q'^ soit non vide.

4. Tenseurs de structure.

Soit P une G-structure d'ordre k sur V.
Si k > 2, nous supposerons en outre qu'elle vérifie :

PCJ1^! (où f = P^1) .

Soit K\ = ̂  S^.CR")* ® R" l'algèbre de Lie de L^ , et notons §, la

composante homogène dans S,(R")* «> R" de la sous-algèbre de Lie
§ de ^ . La condition P C J1?' implique évidemment que

^C(R")*^_,

On appelle cohomologîe de Spencer de § en dimension (2 , k - 1)
l'espace vectoriel.
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2 k-l _ ^[^(R")* ® §k-l ^ ^(R")* ® S^^R")* ® R"]
H ' (g) — —————————————————3——————————————

Im[(R")* ®^ ^ A(R")* »^_i]

où ô désigne l'antisymétrisation du complexe de Koszul

9^ ^(R")* « S,(R")* » R"

des formes extérieures sur R" à coefficients polynomiaux et à valeurs
dans R".

Nous allons appliquer l'étude du § 3 au cas où Z = P, Q = ̂  H^,
Q' =g l P et Q" =H^1 .

On a alors F = (R")* ® S^(R")* ® R" ,
F' = (R")* ® ̂  ,
F" = Sfc+i(R")* ® R" .

(structures de groupes abéliens sous-jacentes aux structures vectorielles,
de sorte que Vg est le 0 de l'espace vectoriel r'\r/r"). Posons

M = Sfc_i(R")* ® R" .

PROPOSITION 5.

i) r/r" = Ker[Â(R")* ® M -^ À(R")* ® S^_^(R")* ® R"] et

Ker^R")'18 ® ̂ _i -^ Â(R")* ® S^.^CR")* ® R"]

en est un sous-espace vectoriel.

^ „ ^ Ker[Â(R")* « M ^ À(R")* » S^_,(R")* » R"]

Iw[(R")* » ̂  -^ Â(R")* ® ^ f c _ i ]

e^ R2'k~l(^.) en est un sous-espace vectoriel.

Puisque F est inclus dans (R")* ® (R")* » M et que

(S^CR")* » M ) n r = r" ,
r/r" est un sous-espace vectoriel de

(R-)- « (RT » M , ^ ,
S,(R")* » M
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le passage aux quotients (R")* ® (R")* <8» M -^ A(R")* «> M n'étant
autre que rantisymétrisation.

Il revient au même de dire qu'une 2-forme a E A(R")* ® M est
l'antisymétrisée d'un élément de (R")* «> S^(R")* s» R", ou que 6 a = 0
dans ACR")* ® S^_2(R")* (acyclicité du complexe de Koszul) : on
en déduit la partie i). On en déduit aussi la partie ii) puisque

r = (R")* ® §^
et puisque les classes d'équivalences dans r / F " sont les antisymétrisées
des 1-formes à coefficients dans S^R")* ^ R".

Puisque ̂  C (R")* ^§^-1 » Fespace S((R")* ®^fc), qui est à
2 2

priori dans A(R")* ® M, est en fait dans A(R")* ^^iç-i '

PROPOSITION 6. — Pour que P soit intégrable à l'ordre k + 1, il
faut et il suffit que la torsion û&I^P de (^P,!^1) dans^^
prenne ses valeurs dans Ô((R")* ^ ̂ ), ou que S = 0.

Il suffit en effet d'appliquer les propositions 3 et 4 à la situation
précédente.

PROPOSITION 7. - Supposons toujours PCJ1? ' si k > 2, ou
k == 1. Le tenseur de structure S prend alors ses valeurs dans le sous-
espace H2^-^) de r\r/r\

Soit, en effet Q^ : TCH^CV)) -> k^1 M, la forme fondamentale

d'espace de repères sur H\V) (où l'on a posé M, = S,(R")* ® R" si
i > 1, et Mo = R") (cf. [2] ou [3]). Pour tout élément z G (H^V)),,

et HeO^H^V)^ , notons d)(H) : À R" -> fc®1 M/ rapplication

dQ o A(nn1 o p(z)) (où ÏÏH : H-^ T^(V) désigne la restriction à

HCT^H^V))

de la projection T^(H^(V)) -^ T^(V), et où p ( z ) : R"-^ T^(V) dé-
signe la projection de z sur H^V)).
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LEMME 1.

â)(H) prend ses valeurs dans ^l/c-i ; et, si HE g^P,
û)(H) prend ses valeurs dans ^jç-i '
Notons en effet n^i : H^OO -> H^(V) et

n^-1 : ^ M, -^VM.^ ,==o l 1=0 I

to projections canoniques,
On a alors la formule suivante (cf. [3]) :

nr^^i^^^ii.
D'autre part, (II^i)"1 0^ = A^~1 . 0^i , de sorte que

(n^r^^+l^i,^].
Enfin, (^H^V))^ coïncide avec Fensemble des sous-espaces hori-
zontaux H de T^H^V)) tels que 6 ]„ prenne ses valeurs dans M()
(c'est cet espace qui est considéré dans [2]). Ainsi, si X^ est un
vecteur appartenant à un tel espace H, tout relèvement X^+^ de X^
dans H^^V) vérifie : ^+i(X^i)eMo e M^ . Si Y^ est un autre
vecteur de H, on en déduit que

d0,(X,,Y,)=+
+ [^i(X^i), e^i(Y^i)] e [M, ® M^ , Mo ® MJ c M^ .

Comme, par ailleurs, la restriction de 6^ à P prend ses valeurs
fc~i

dans .® ,̂ (où ̂  = R ), on en déduit le lemme 1.

LEMME 2. - La fonction (0 : g^H^V) -^ Â(R")* ® M^ cof^-
c^ ûv^c ta torsion de H^CV) ûfûn5 ^^^(V).

D'après le lemme 1 du § 3, il suffit de vérifier que

i) d)(H.a) =- Sa +(i)(H) VHe^H^V), Vae(R")* ® M^

ii) <D(H) = 0 VHeH f c + l(V).

Soient u et v 2 vecteurs de R". Posons :
x^ = ("H1 ° P(^)) (^) , X,, = (nn^ o p(z)) (1) ,
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Y^ = ("H1 ° P^)) (^) et Y^ = (n^ o p(z)) (7) .

Désignons par X^i , X^i , Y^ , Y^ des relèvements de ces
vecteurs en des vecteurs tangents à îik+l(V) en un même point : il
existe alors A^ et B^ G ̂  tels que

^i(X^) = ̂  + A^ , 0^(Y^) = 7 -h B^ ,

^i(X^i) = ï? + A^ + aoT) , 0^(Y^) = -iT + B^ + aC?) .

On en déduit :

(®(H . a) - â)(H)) (^ A "?) =

== [î + A^ + a(^), v + B^ + a(7)] - [H + A^ , 7 -h BJ

= [^(îî), i?] - [0(7) , 1}

= — ôa(îî A 7) , d'où i) .

D'autre part, si HECH^CV)^, il existe une carte locale
^ : (R\ 0)^ (V , x) telle que z = /^, H = /^+1 ̂ . Le relèvement
canonique ̂  : H\R") -> H^(V) a une application linéaire tangente
en /o(I^) qui ne dépend que de H : si OQ : a -» J ' ^ T ^ désigne la
section canonique de H^R"), H est l'image, par cette application
linéaire tangente, de l'espace tangent HQ à l'image de OQ en (^(O).
Comme, d'autre part, si 0^ désigne la forme fondamentale de H^R"),
(^T1^) = 6Î , l'identité d)(H) = 0 résulte de ce que d6°^ ^ = 0,
d'où ii). AHO

II résulte des lemmes 1 et 2 que la torsion de (g1 P , H^1) dans
%H^ prend ses valeurs dans A(R")* ®^_i , d'où la proposition 7.

Remarques.

1) Un élément Hej1? est un "élément de connexion sur P".
Si H G g^P, le cocycle (3)(H) G A(R")* 8> M sera appelé torsion de cet
élément de connexion.

2) "Le principe de la démonstration de la proposition 7 consiste
à démontrer que notre définition du tenseur de structure est équiva-
lente à celle de Guillemin [2]'\
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3) G opère sur

r'\r/r' = ô"cocycles dans ^i^)*® s^_i(R")* ® R"
ÔCR")*^^)

et laisse le sous-espace H2^"1^) invariant. La fonction

s : p -> r'\r/r"
est un "tenseur" au sens suivant :

S(z • g) = g~1 • S(z) vz e p v^ e G .
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