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SUR LES MOYENNES DES FONCTIONS HARMONIQUES
ET ANALYTIQUES

ET LA CLASSIFICATION DES SURFACES DE RIEMANN
par M. PARREAU (à Paris)

INTRODUCTION

L'objet de ce travail est l'étude des moyennes des fonctions har-
moniques et analytiques sur les surfaces de Riemann ouvertes, et
l'application qu'on peut en faire au problème de la classification de
ces surfaces. La théorie des surfaces de Riemann ouvertes, consi-
dérées comme variétés abstraites, a fait de grands progrès au cours
de ces quinze dernières années, surtout grâce aux travaux de l'école
finlandaise, notamment de R. Nevanlinna, P. J. Myrberg, L.AhIfors,
L. Sario, K. I. Virtanen, auxquels il faut joindre A. Pfluger,
M. Heins, etc... (1). Ces divers auteurs ont étudié particulièrement
les fonctions bornées ou à intégrale de Dirichlet finie, et ont pris
comme critères pour la classification l'existence ou la non-existence
de fonctions harmoniques ou analytiques non constantes appartenant
à l'une de ces catégories. J'ai essayé ici de montrer qu'on peut
obtenir des résultats intéressants en imposant aux fonctions f
étudiées la condition de borne suivante : lyi" admet une majorante
harmonique (avec <x ̂ . i, et même a > o pour les fonctions analy-
tique). C'est surtout des fonctions harmoniques qu'il sera question
ici ; on leur imposera souvent la condition plus générale : étant
donné une fonction <î)(<) convexe dans [o, -l-oo[, <î>([/[) admet une
majorante harmonique (2).

(4) Voir la bibliographie placée à la fin de ce mémoire. Les numéros entre crochets qui
suivent le nom d'un auteur renvoient à cette bibliographie.

(2) L'introduction des classes plus générales (HM(},) est due à R. NEVANLINNA [8]. La
plupart des résultats établis ici sont encore valables pour les fonctions harmoniques définies
dans un espace de Green (cf. M. BRELOT et G. CHOQUET [i]).



10^ M. PARREAU

Dans le premier chapitre, après avoir rappelé un certain nombre
de définitions, je reprends la solution du problème de Dirichlet
pour un domaine relativement compact, par la méthode de Perron-
Brelot, qui s'étend sans difficulté à une surface de Riemann, caries
propriétés des fonctions harmoniques ou sous-harmoniques qui y
sont utilisées sont essentiellement des propriétés locales. L'exposé
de cette méthode, dans le cas plus général des espaces de Green, est
fait par M. Brelot et G. Choquet dans un Mémoire qui va paraître
en même temps que celui-ci dans les Annales de l'Institut Fourier ;
je me borne donc à en indiquer les grandes lignes, traitant d'abord
le cas régulier, puis, à l'aide du procédé alterné, le cas général
(qu'on peut d'ailleurs atteindre directement au moyen d'un lemme
de M. Brelot).

Au chapitre n, je rappelle la définition et les propriétés irnmé-
diates des surfaces et des domaines hyperboliques ou paraboliques
(un domaine étant dit hyperbolique s'il existe une fonction harmo-
nique bornée non constante qui s'annule en tout point-frontière
régulier). Je donne ensuite un procédé de construction de la fonction
de Green g ( p , q) d'une surface hyperbolique, et j'étudie son
comportement à la frontière idéale ; je montre que pour tout a fixe de S
et tout }. > o, le domaine D^ = { gÇp, a) > \ \ (3) est relativement
compact ou parabolique. Cette propriété, et le fait qu'une surface de
Riemann est réunion dénombrable de compacts, permettent d'étendre
aux potentiels de Green sur une surface hyperbolique les principaux
résultats de la théorie du potentiel newtonien : théorème de Gauss
sur le flux, représentation potentielle des fonctions surharmonique^,
extrémisation et balayage. En outre, on peut résoudre, pour le
complémentaire d'un compact d'une surface hyperbolique, un pro-
blème de Dirichlet extérieur dans lequel on assigne la valeur o à la
frontière idéale (en imposant une majoration par K^p, a)).

Au chapitre ni, j'étudie les espaces (HM^) (resp. les classes
(HM(^)) des fonctions harmoniques sur une surface de Riemann S
telles que \u\9' (resp. <î>(|^|)) ait une majorante harmonique. Toutes
ces classes sont contenues dans l'espace (HM^) des différences de
fonctions harmoniques positives. Je montre qu'elles ne dépendent
pas (à un isomorphisme près) des propriétés de la surface (( à dis-
tance finie », mais seulement de celles de la « frontière idéale ))

(3) P étant une propriété quelconque, nous désignerons par ^ P(x) j l'ensemble des
points x où la propriété P est vraie.
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(cf. théorème 7). Réciproquement, les fonctions harmoniques posi-
tives sur une surface de Riemann hyperbolique permettent de préciser
la notion de frontière idéale, et d'en donner une définition ponctuelle,
celle de R. S. Martin [ i j , dans laquelle les éléments-frontière sont
définis par les fonctions K(p, s) limites de g Ç p , q)/g(a, q) quand q
« s'éloigne à l'infini » sur S. Toute fonction u harmonique positive
sur S, donc toute fonction de (HM^), admet alors une représentation
intégrale unique de la forme u{p) =^K(jo, s)d[j(s\ où y, est une
mesure canonique sur la frontière de Martin.

J'appelle CHM^Ç^SP. (°HM ) 1e1 classe des surfaces de Riemann telles
que (HM^)(resp. (HM^)) ne contienne que les constantes, et CHB la
classe définie de façon analogue à partir des fonctions bornées. Je
montre que s'il existe dans un domaine D une fonction harmonique
a s'annulant sur la frontière de D et telle que <t)([o|) ait une majorante
harmonique, pour une fonction <î> satisfaisant à

(.) lim ^=:+oo.
(->• -1-00 v

D est hyperbolique. Il en résulte que CHM =^HB lorsque <I> véri-
fie (i), en particulier que (°HM,=^HB pour a> i.

J'interprète ensuite ce résultat au moyen de la théorie des espaces
de Riesz : (HM^) étant un espace complètement réticulé, je considère
la famille complète engendrée par les fonctions bornées, et j'appelle
ses éléments fonctions quasi-bornées ; une fonction quasi-bornée
positive est la limite d'une suite croissante de fonctions harmoniques
^o bornées. Si <I> vérifie ( i ) , toute fonction aç(HM^) est quasi-
bornée, et la plus petite majorante harmonique U de ^(\u\) l'est
aussi ; u est de la forme /-K(p, s)f(s)dv^s), où ^ est la mesure
canoniqne associée à la fonction i , et on a

U(p)=^:K(p,s)<ï>(j/(.)!)ri^),

(HM^), norme, est donc isomorphe à L°'(I\ 2^).
Une autre façon d'atteindre certains des résultats précédents

(celle que j'avais employée primitivement, en collaboration avec
R. Bader) consiste à chercher la fonction qui réalise le minimum de
la norme, parmi les aë(HM^) qui satisfont à 0(9) = i , pour q donné ;
on constate que cette fonction extrémale est bornée. Pour a== 2, ce
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problème de minimum conduit à une fonction-noyau du genre de
celle de Bergman.

Le chapitre iv est consacré aux fonctions analytiques ; j'y définis
lesespaces(AM^) de fonctions holomorphes (( à moyennes d'ordre a
bornées )), qui correspondent aux classes de Hardy dans le cercle
unité ; j'appelle (AM^) la classe des fonctions méromorphes f telles
que log [/I soit la différence des deux fonctions surharmoniques
positives, et ]'introduis pour toute fonction méromorphe sur une
surface de Riemann une fonction caractéristique T(G,/) analogue à
celle de Nevanlinna, mais dont la variable G est un domaine. L'appar-
tenance d e / à (AMJ équivaut au fait que T(G, /) reste bornée.
Pour une fonction méromorphe à caractéristique non bornée, on a
encore le théorème du défaut de Frostman, et celui de Valiron-
AhIfors-Nevanlinna sur le défaut supérieur.

J'indique enfin certaines relations entre les classes 0%^, ÊAB» ÊAD
(définies de façon évidente) : je montre en particulier que (ÎAB c ÊAD-

Les principaux résultats de ce travail ont été résumés dans plu-
sieurs notes aux Comptes rendus (4). Certains d'entre eux ont été
obtenus en même temps et indépendamment par divers auteurs,
M. Ohtsuka [i] en ce qui concerne le problème de Dirichlet,
R. Nevanlinna [8] pour les classes (HM(^), P. J. Myrberg [3] pour les
fonctions à caractéristique bornée, H. L. Royden F ] ] pour l'inclusion
CAB c ^AD î en outre, A. Mori [ i j a développé et complété certains
résultats annoncés par R. Bader et moi.

Je suis heureux d'avoir ici l'occasion de manifester ma gratitude
envers M. G. Valiron, qui m'a orienté vers mon sujet de
recherches, et dont les conseils m'ont été précieux. Je tiens à
remercier M. Paul Montel, qui a bien voulu présenter mes notes aux
Comptes rendus, et qui me fait l'honneur de présider mon Jury,
et M. Henri Cartan, qui a eu l'obligeance de me donner le sujet de
ma seconde thèse. Je dois également témoigner ma reconnaissance
à M. Marcel Brelot, qui a mis à ma disposition une abondante docu-
mentation, et qui a accepté de publier ce mémoire dans les Annales
de l'Institut Fourier. Je remercie enfin mon ami R. Bader, avec qui
j'ai eu de fructueuses conversations, des suggestions qu'il m'a faites.

(4) M. PARREAU, Comptes Rendus, a3o, p. 709 et 91^, 23i, p. 679 et ^ôi , 234?
p. 286 ; R. BADER et M. PARREAU, Comptes Rendus, aSa, p. i38.



CHAPITRE PREMIER

PRÉLIMINAIRES

1. — Notion de surface de Riemann

1. Nous rappellerons tout d'abord la notion de surface de Riemann
« abstraite », due essentiellement à Hermann Weyl et maintenant
classique (5).

Une surface de Riemann S est définie par la donnée d'un espace
topologique connexe, plus précisément d'une variété topologique à
deux dimensions réelles, et d'une structure analytique complexe sur
cette variété. On définit une telle structure en associant à tout point
p de S une classe J^(p) de fonctions à valeurs complexes, dont
chacune est définie dans un voisinage de p, de façon que soit véri-
fiée la condition suivante :

Pour tout point jo^çS, il est possible de trouver une fonction
t^(po) et un voisinage V de p^, tels que :

i° L'application p—^tÇp) soit un homéomorphisme de V sur un
ouvert du plan complexe, qu'on peut toujours supposer être le cercle
unité ||^|< i j • On peut également supposer que tÇp^)=zo.

2° La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f à
valeurs complexes, définie au voisinage de joçV, appartienne à
Jfc(p), est que f(p(t)) soit une fonction analytique de t, au voisinage
de t{p).

Une fonction f^(p) est dite analytique en p ; t est l'uniformi-
sante locale, ou paramètre local.

2. Il est facile de passer de cette définition intrinsèque à la défi-
nition « géométrique » de Rado, dans laquelle la structure analytique

(8) Cf. H. WEYL [i], T. BADO [i], et pour des variétés quelconques, C. CHEVALLEY,
Theory oj Lie Groups, I, Princeton, IQ44.
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complexe est donnée au moyen d'un recouvrement (V) de S par des
domaines élémentaires V, dont chacun est appliqué par une transfor-
mation topologique Ty sur le cercle unité î | ^ [ < ^ i i , de façon que
soit satisfaite la condition de conformité :

Si V^ n V^=/=^, et si G est un domaine contenu dans V^ n Vg,
Tv. oTy^ est une application biunivoque et conforme directe de Tv/G)
sur Tv,(G).

D'après un théorème important de T. Rado, selon lequel toute
surface de Riemann est réunion dénombrable d'ensembles compacts,
on peut se borner à considérer des recouvrements (V) dénombrables,
chaque V étant relativement compact. On obtient alors la définition
deR. Nevanlinna([3], [/»]).

Rappelons qu'une surface de Riemann est dite close quand elle
est compacte (et alors recouvrable par un nombre fini de domaines
V), ouverte dans le cas contraire.

Etant donné une surface ouverte S, nous appellerons exhaustion
de S une suite de domaines relativement compacts S^, tels que
S^ c S^p et que tout compact de S soit contenu dans S^ à partir
d'un certain rang.

Il est à peu près évident qu'on peut imposer aux S^ diverses
conditions de régularité (différentiabilité ou analyticité des courbes
frontières ; absence de <( frontière intérieure »).

Dans la pratique, o i use souvent de la même notation pour dési-
gner un point de la surface de Riemann et le paramètre correspondant.
De même, on appelle cercle sur la surface un domaine élémentaire
au sens de Rado, c est-à-dire un domaine qui admet pour image un
cercle dans le plan d'un paramètre. On peut ainsi considérer une
surface de Riemann ouverte comme la réunion d'une infinité
déoombrable de « cercles-paramètres », reliés entre eux par des
relations d'incidence.

3. Soient S et S' deux surfaces de Riemann, et soit ç une appli-
cation de S dans S7. On dira que o est une application conforme si :

i° y est continue
2° quel que soit /)çS, on a, pour toute /'^'(çCp^/'oçç^Jo),

avec des notations évidentes.
Si y est une application biunivoque de S sur S', telle que ç~~1 soit

également conforme, les surfaces S et S' seront dites conformément
équivalentes, et on ne les considérera pas comme distinctes.

Etant donné une application conforme y de S dans S', on dit
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encore que (S, <p) définit un recouvrement de S'(6), p/=(fÇp) est
alors considéré comme la projection de p sur S'. Si t et t' sont les
paramètres locaux en p et p ' respectivement, t' est une fonction

analytique de t, d'après la condition ^° précédente. Si— ^=f=. o en p,

t' est univalente au voisinage de <(/)), donc inversible, et la corres-
iif

pondance p —^// est localement biunivoque et bicontinue ; si = o,

on dit que p est un point de ramification du recouvrement, son ordre
est celui du zéro de la dérivée.

4. Un recouvrement non ramifié constituera un revêtement, au
sens topologique du terme, s'il est régulier (c'est-à-dire si pour tout
domaine D' de S^ toute composante connexe de o ~ i ( ' D / } est
appliquée par çp sur D') Inversement, tout revêtement topologique
d'une surface de Riemann est susceptible d'une structure analytique
complexe, par image réciproque. D'une façon plus générale, soit S
une variété topologique à deux dimensions réelles, S' une surface de
Riemann, o une application continue de S dans S7. Pour qu'on
puisse définir par S une structure analytique complexe, pour
laquelle ç soit une application conforme, il faut et il suffit que o soit
une transformation intérieure au sens de Stoïlow: l'image d'un
ouvert doit être un ouvert, celle d'un continu non ponctuel doit
être un continu non ponctuel. La suffisance de ces conditions résulte
des travaux de Stoïlow ( f i j , p. 116: inversion locale des trans-
formations intérieures). On voit ainsi la possibilité de doter d'une
structure de surface de Riemann toute surface de recouvrement
(ramifié) du plan complexe, définie à priori par la donnée des points
de ramification et des lignes de passage. On peut appliquer aussi le
résultat précédent au problème de l'uniformisation (on obtient le
«principe de Kœbe», qui ramène le problème analytique à un
problème topologique).

2. — Problème de Dirichlet

5. Une fonction à valeurs réelles, définie au voisinage d'un point
p d'une surface de Riemann, sera dite harmonique en ce point si elle
coïncide au voisinage de p avec la partie réelle d'une fonction de

(6) Le terme recouvrement ayant un sens différent en théorie des ensembles, il vaudrait
mieux l'éviter et dire revêtement ramifié. Toutefois, nous nous conformerons à la termi-
nologie consacrée par l'usage, réservant le mot revêtement au cas non ramifié.
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Jfc(jD) ; il revient au même de dire que c'est une fonction harmonique
du paramètre local. Une fonction harmonique en tout point d'un
ensemble ouvert sera dite harmonique dans cet ouvert.

On définira les fonctions surharmoniques ou sousharmoniques sur
la surface de Riemann de la même façon que dans le plan (cf. Rado
[2]) ; par exemple une fonction surharmonique dans un ouvert G de
S est une fonction f semi-continue intérieurement, qui n'est
identique à -|- oc dans aucune composante connexe de G, et qui
possède la propriété suivante : pour tout domaine D complètement
intérieur à G, toute fonction harmonique dans D (*) majorée par f
sur la frontière de D est majorée par/dans D. Pour que/soit sur-
harmonique dans G, il faut et il suffit qu'elle le soit au voisinage
de tout point de G; on se ramène ainsi à des critères locaux, qu'on
peut exprimer au moyen du paramètre.

De ce fait, et grâce au théorème de Harnack, on étend immédia-
tement aux familles de fonctions harmoniques ou surharmoniques
sur une surface de Riemann certaines propriétés classiques dans le
plan ; par exemple une suite croissante ou un ensemble filtrant
croissant de fonctions surharmoniques (resp. harmoniques) a pour
limite la constante -[- oo ou une fonction surharmonique (resp.
harmonique) ; une famille de fonctions harmoniques dans un
domaine et bornées dans leur ensemble sur tout compact est
équicontinue, donc normale (c'est-à-dire relativement compacte
pour la convergence compacte) et la convergence simple y est
équivalente à la convergence compacte.

6. Le problème le plus important qui se pose dans l'étude des
surfaces de Riemann est celui de l'existence de certaines fonctions
harmoniques ou analytiques sur ces surfaces. On a donc à se poser,
dès le début de la théorie, le problème de Dirichlet. Nous allons en
rappeler brièvement la solution, qui ne diffère pas essentiellement
de celle du problème plan.

Tout d'abord, pour un domaine élémentaire D (conformément
équivalent à un cercle), la solution sera donnée d'une façon évidente
par l'intégrale de Poisson. On peut ensuite passer à des cas plus
généraux au moyen du procédé alterné de Schwarz. Mais il est pré-
férable d'envisager directement la solution la plus générale au moyen
de la méthode de Perron-Brelot (lî).

(*) C'est-à-dire dans un voisinage de D.
(7) Cf. 0. PERRON [i], etsurtoutM. BRELOT [î], [4]. M. HEINS [i] a également signalé
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Rappelons tout d'abord le lemme suivant :
Soit f une fonction sousharmonique dans un ouvert G, D un

domaine élémentaire complètement intérieur à G ; la fonction /o
égale à /dans G — D , et à l'intégrale de Poisson de/ dans D, est
encore sousharmonique dans G.

7. Familles de Perron. — Soit D un domaine relativement
compact (8) d'une surface de Riemann ouverte S, F la frontière de D,
/ une fonction réelle donnée sur F\ Soit 3^ la famille des fonctions a
sousjharmoniques dans D. bornées supérieurement, et vérifiant
lim. sup. ^(joX^/Ïy) pour tout point ççF ; nous poserons
p€D, p-^q

H^^sup^),
"6^-

si ^ n'est pas vide, =— oo sinon. Si H^l est -=f=-± oo, c'est une
fonction harmonique, car pour tout domaine élémentaire A tel que
A c D, les u^ forment une famille filtrante croissante de limite H}?.

On définit de même la famille ̂  des fonctions v surharmoniques
dans D, bornées intérieurement, telles que lim inf vÇp) ̂  f(q\ pour

— p€D, p->- q

tout yçF, et l'enveloppe inférieure H^ (égale à -+- oo si ^ est vide).
Comme v—u^o pour toute u^S,et toute î^, H^^H^. S'il y a

égalité (les fonctions étant finies), on note H^ leur valeur commune,
et/est dite résolutive. H° est appelée fonction de Wiener pour D et/.

Points réguliers. — On dit qu'un point q^F est un point frontière
régulier s'il existe une fonction <o surharmonique dans D et telle
que lim (o(jo)==o, tandis que lim inf <o(/)) > o pour tout rçF

p€D,p-^g p€D,p^r

et i^p.
Il suffit d'ailleurs que la fonction G) possédant ces propriétés

existe dans D n V, où V est un voisinage de ç, pour qu'on puisse
en trouver une qui existe dans tout D. Nous supposerons désormais
que le domaine D considéré a tous ses points frontières réguliers. La
régularité est ainsi une propriété locale.

Nous utiliserons le théorème suivant :

THÉORÈME. — Si f est bornée supérieurement et si le point fron-
tière q est régulier, lim sup ll^/?) <; lim sup/(r).

p6D, p-^q r6F, r -^ q

la possibilité de l'extension de cette méthode aux surfaces de RIEMANN, et M. OHTSUKA [i]
en a donné un exposé tout à fait analogue à celui du présent mémoire.

(8) On pourrait également supposer que D est un ouvert relativement compact quel-
conque.
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Soit / le second membre ; pour K assez grand, /-4-e-(-Kci)(p)
appartient à 3^.

COROLLAIRE. — Si tout point frontière de D est régulier, le
problème de Dirichlet est résoluble pour toute f continue bornée.

En effet, on a alors lim H^(p) == lim H^(p)===/(ç) pour
p6D, p - ^ q p6D, p - ^ q

tout ççF, Donc H^ existe et est la solution du problème de Dirichlet.
Plus généralement, supposons que f soit semi-continue inférieure-

ment et bornée inférieurement sur F. Alors, si H?<^-|-oo, f est
résolutive ; H? est l'enveloppe supérieure des H^ pour g continue
bornée ^/. _

Le théorème précédent montre immédiatement que H^çS^ donc
est ^H^, d'où le résultat; de même pour sup H^.

Soit maintenant f une fonction quelconque ; H^ est l'enveloppe
inférieure des H (L pour les ^ semi-continues intérieurement sur F et
^/. En effet, soit vç^ï, et ^y==lim inf v à la frontière; ^y est
>/, donc v>H^>H^; or v-^tif. De même W} est l'enveloppe
supérieure de H^ pour ^ semi-continue supérieurement et <^/.

On en déduit (cf. M. Brelot, loc. cit.) ta représentation intégrale
de tç ; pour tout point pçD, il existe une mesure de Radon et une
seule, ^p, telle que îl^{p)= jyj\q)d^(q), pour toute /résolutive
sur F ; y.p est la mesure harmonique (au sens des distributions de
masses). Pour une fonction quelconque /, W}(p) et H^(jo) sont
respectivement l'intégrale inférieure et l'intégrale supérieure par
rapport à ;^p. La mesure harmonique enjo d'un ensemble E c F est,
quand elle existe, l'intégrale de la fonction caractéristique de E par
rapport à y.p ; c'est une fonction harmonique de p .

8. Cas d'une frontière très régulière. — Dans la plupart des
applications, il suffira de considérer des domaines D à frontière
« très régulière » (par exemple, constituée d'arcs de courbes analy-
tiques, ou suffisamment différentiables). Dans ce cas, on peut
préciser l'allure de la fonction de Wiener au voisinage d'un point-
frontière, en ne tenant compte que des propriétés locales de /.

Nous rappellerons simplement le résultat suivant (9) :
THÉORÈME. — Si D est à frontière très régulière, et si f est résolu-

tive et s'annule sur un arc ouvert A de F, H° s'annule sur A.
Remarquons tout d'abord que si Dp de frontière Fp est contenu

(9) Cf. M. BRELOT [8j, qui introduit la notion plas générale d^actiuilé cTun point-fron-
tière. Un point-frontière suffisamment régulier est inactif.



MOYENNES DES PONCTIONS HARMONIQUES ET ANALYTIQUES I I 3

dans D, et si la fonction/est résolutive sur F, la fonction f^ égale à
/ sur F^ n F et à H^ sur F^ n D est également résolutive ; de plus
H^ •= H^ dans D^. C'est évident pour y* continue bornée et on passe
de là à / semi-continue, puis quelconque.

Employons alors le procédé de symétrie de M. Brelot([6], p. 217).
On peut toujours se ramener à f^o. Soit L un arc analytique
tracé dans D, dont les extrémités sont situées sur A, et qui limite
avec un arc A' de A un domaine D^ dont le symétrique par rapport à
L est tout entier contenu dans D. On appellera? le symétrique d'un
point p par rapport à L, et pour toute fonction g on posera
g(p)==g(p)^ La remarque préliminaire montre que H^ est la fonc-
tion de Wiener relative au domaine D^ et à la donnée frontière o
sur À' et H^ sur L. On a donc dans D, : H? < H^-01 < H^ où <p
désigne la fonction égale à H^ sur L, à o sur F n f F^. On en conclut
que H^ est bornée au voisinage de tout arc compact de A, donc s'y
annule.

De plus, au voisinage de tout point de A, on a H^-^M. H^a),
pour açD, M étant une constante qui ne dépend pas de f.

COROLLAIRE. — Si D est à frontière très régulière, et si/résolutive
sur F continue et bornée au voisinage de ççF, on a

lim H;(p)=/(î).
P^7.P€D

9. La solution du problème de Dirichlet obtenue, on en, déduit
les théorèmes fondamentaux d'existence de la théorie des fonctions
sur une surface de Riemann. Grâce au procédé alterné de Neumann-
Sario(10), on peut établir l'existence de fonctions harmoniques ayant
des singularités données. Plus précisément, on peut, sous certaines
conditions, « prolonger )) à la surface entière (à une fonction harmo-
nique bornée près) des fonctions harmoniques définies au voisinage
d'un certain ensemble de singularités, ou hors d'un compact. On
voit ainsi qu'il existe sur toute surface de Riemann des différentielles
abéliennes, et des fonctions méromorphes (quotients de deux diffé-
rentielles abéliennes). Ceci montre en particulier que toute surface
de Riemann est conformément équivalente à une surface de Riemann
« concrète » de la théorie des fonctions.

10. Ensembles polaires. — Soit une surface de Riemann S. On

(10) G. NEUMAN^, VorIcsiiiKjen liber Riemanns Théorie der Abeischen Intégrale^ Leipzig,
i884, R. N E V A N L I N N A [8], et L. SARIO [3J.
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dira qu'un ensemble E de points de S est polaire si son intersection
avec tout « cercle » de la surface est un ensemble polaire, c'est-à-
dire de capacité nulle. On sait qu'il existe alors une fonction
surharmonique > o dans le cercle qui prend aux points de E la
valeur -|- oo.

Il est immédiat que toute partie d'un ensemble polaire est polaire ;
de même la réunion d'une infinité dénombrable d'ensembles polaires
est polaire, puisque c'est vrai dans tout cercle paramètre.

On dira qu'un ensemble E est intérieurement polaire si tout compact
contenu est polaire; pour que E soit intérieurement polaire, il faut
et il suffit que son intersection avec tout cercle de S le soit.

M. G. Ghoquet a montré récemment que les deux notions coïn-
cidaient pour les ensembles boréliens. En se ramenant à des consi-
dérations locales, on voit que ce résultat s'étend aux surfaces de
Riemann.

Sur une sur face ouverte, un ensemble polaire est caractérisé par le
fait qu'il existe une fonction surharmonique sur la surface qui y prend
la valeur 4- oo. Pour le voir, supposons tout d'abord que E, polaire,
soit complètement intérieur à un « cercle » V de S ; on peut toujours
supposer que la fonction surharmonique u associée à E dans V est
harmonique au voisinage de la frontière G de V, et qu'elles'y annule.
D'autre part, on peut toujours trouver hors d'un compact à frontière
très régulière G' contenant V une fonction harmonique h <; o, nulle
sur G', et dont le flux à travers G' soit opposé à celui de a à travers
G (cf. Sario [31, lemme 2). On est alors dans les conditions d'appli-
cation du théorème de Sario sur le procédé alterné, de sorte qu'il
existe une fonction U telle que U — u soit harmoniquement prolon-
geable dans V et U — h harmonique à l'extérieur de G' et bornée.
U est donc partout surharmonique, et vaut -4- oo sur E.

Dans le cas général, E est la réunion d'ensemble E^ de l'espèce
indiquée. Soit (S^) une exhaustion de S ; on peut toujours supposer
que la fonction surharmonique u^ associée à E^ est > o sur S^, et
=^ -(- oo en un point a fixé de S^. On choisira alors des constantes
<^ > o telles que Sc^(a) < 4- °° et Sc^==U répond à la question.

Les raisonnements précédents montrent plus généralement que
si un ensemble E est contenu dans un ouvert G, et s'il existe une
fonction surharmonique dans G valant -[- °o sur E, E est polaire.

Comme dans le plan, on dira quune propriété a lieu quasi partout
(resp. à peu près partout) si l'ensemble des points où elle n'est pas
vérifiée est polaire (resp. intérieurement polaire).
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Enfin, on étend immédiatement aux Surfaces de Riemann le
théorème suivant de M. H. Cartan [ i j :

La limite d'une suite décroissante (ou d'une famille filtrante décrois-
sante) de fonctions surharmoniques, bornées intérieurement dans
leur ensemble sur tout compact, est une fonction quasi surharmonique
(c'est-à-dire supérieure ou égale, et quasi partout égale à une fonction
surharmonique déterminée).

En effet, soit ç cette limite ; la régularisée semi-continue intérieu-
rement de y est localement surharmonique, et l'ensemble des points
où elle diffère de ^ est localement polaire.

11. Problème de Dirichlet généralisé (11). — Nous sommes main-
tenant en mesure d'étendre les résultats du n° 7 à un domaine rela-
tivement compact D quelconque. On sait en effet que les points
irréguliers de la frontière de D forment, dans chaque cercle
paramètre, un ensemble polaire, d'ailleurs réunion dénombrable de
compacts, ce qui permet de construire localement une fonction
harmonique qui tend vers -4- oo aux points irréguliers. On en déduit,
par une application du procédé alterné analogue à celle du n°
précédent, l'existence d'une fonction harmonique h > o dans D qui
tend vers -\- oo en tout point-frontière irrégulier. On considérera
alors les familles plus générales ^ (resp. 3^) des fonctions u (resp.
v) qui vérifient lim sup u ̂ f (resp. lim inf v^-f) seulement aux
points réguliers. Les enveloppes sont les mêmes, car si u^î[, u — eAç^
pour tout e>o. Le théorème du n° 7 montre encore que toute
fonction continue bornée est résolutive ; on a encore une représenta-
tion intégrale de la solution, au moyen de la mesure harmonique.

Dans ces conditions, on peut faire sur les surfaces de Riemann
comme dans le plan ou l'espace toute la théorie de la mesure
harmonique des ensembles, des ensembles négligeables et absolument
négligeables (12).

Nous nous bornerons ici à signaler l'énoncé suivant:
Pour qu'un ensemble E fermé dans un domaine D soit polaire,

il faut et il suffit que l'une des conditions suivantes soit remplie :
a) E est de mesure harmonique (extérieure) nulle pour D-E,
6) tous les points-frontière de E sont irréguliers pour D-E,
c) toute fonction harmonique bornée dans D-E est prolongeable

harmoniquement sur E.
(11) Un lemme de M. BRELOT [4] permet d'atteindre le cas général sans passer par Pin-

termédiaire du procédé alterné.
(12) M. BRELOT [3], [^].



CHAPITRE II

SURFACES HYPERBOLIQUES. FONCTION DE OREEN.
POTENTIEL.

I. — Surfaces Hyperboliques

1. Soit K un compact non polaire d'une surface de Riemann S.
L'enveloppe supérieure des fonctions sousharmoniques u dans S-K
qui sont ̂  i et ont une limite supérieure ̂  o en tout point-frontière
de K (ou simplement en tout point-frontière régulier de S-K) est
une fonction harmonique <o (l'harmonicité se démontre de la même
façon que celle de H^ pour le problème de Dirichlet). Comme la
fonction o appartient à la famille, on a o ̂  10 < i.

Si S est un domaine relativement compact d'une surface de
Riemann S*, G) n'est autre que la mesure harmonique, par rapport
à S-K, de la frontière F de S. Dans le cas général, on dit souvent
que <o est la mesure harmonique de la « frontière idéale » de S par
rapport à S-K(13).

Si S^ est une exhaustion de S telle que S^ D K, et si o^= H^-^
avec <p^===o sur la frontière de K et ç^== i sur la frontière de S^,
G) •= lim (*>^. En effet, la suite ((*)„) est décroissante ; chaque to^ majore

n-^-ao
toute fonction a de la famille considérée, et lim (Q^ appartient à cette
famille.

Il est bien évident que si une fonction a sousharmonique dans
S-K vérifie a < M partout, et lim sup u ^ m < M en tout point
frontière (régulier) de S-K, on a dans S-K

(i) u^m+(M—m)(o.

2. Classe (^. — La. fonction œ étant positive, elle est soit identi-

(13) Cette définition de (D a été donnée également par M. OHTSUKA [i].
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quement nulle, soit > o dans une composante connexe de S-K.
Selon que l'une ou l'autre de ces circonstances se présente, on dit
que la frontière idéale de S est de mesure harmonique nulle ou > o,
ou encore que S est parabolique ou hyperbolique.

La distinction ainsi établie ne dépend pas du compact K choisi. En
effet, soient K et K/ deux compacts non polaires, w et o/ les fonctions
correspondantes. Supposons d'abord K c K/. La fonction ex/,
prolongée par o dans K/, sauf aux points-frontière irréguliers de S-K/,
où on la prend égale à sa limite supérieure dans S-K/, est sous-
harmonique; elle est nulle en tout point-frontière régulier de S-K,
car si un tel point est sur la frontière de K', il est a fortiori régulier
pour S-K'. On a donc o/ ̂  œ. D'autre part, si mÇ<^ i ) est le maximum
de G) sur un compact contenant K' à son intérieur, on a, d'après
l'inégalité (i), co^m4-(ï —m)^. Par conséquent, <o==o entraîne
o)' =- o ; G/ := o entraîne o ̂  m << i, d'où o ̂  mo, co ̂  o, et fina-
lement œ==o. S'il n'y a pas inclusion, on comparera à K u K'.

En particulier, on voit qu'on peut se borner à considérer des
compacts K à frontière très régulière.

DÉFINITION. — Nous appellerons (^ la classe des surfaces de
Riemann paraboliques.

CONDITION NÉCESSAIRE ET SUFFISANTE D'HYPERBOLICITÉ (M. Brelot).
— Pour que S soit hyperbolique, il faut et suffit qu il existe une fonction
surharmonique > o non constante (*).

En effet, soit v une telle fonction, K un compact non polaire. On
peut toujours s'arranger pour que inf î;==o, min v = = i . La

S K
fonction sousharmonique u = i — v appartient alors à la famille
considérée plus haut, et elle est > o en certains points de S — K ;
donc (o > o.

In versement, si co est > o, on a vu plus haut qu 'on peut la prolonger
sousharmoniquementà la surface entière, de façon qu'elle reste com-
prise entre o et i ; on en déduit la fonction surharmonique annoncée.

Principe du maximum pour les surfaces paraboliques: Si (O==G,
l'inégalité ( i) exprime le fait suivant : Si K est un compact de S, et
si u, sousharmonique dans S — K et bornée supérieurement, vérifie
lim sup u^m en tout point frontière régulier, on a u^m.

Réciproquement, la validité du principe du maximum entraîne
la nullité de <o.

(*) Ce critère a été donné par M. BRELOT dans une conférence au séminaire d'Analyse
(Paris, maî iq5o).
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3. Domaines hyperboliques ou paraboliques. — Soit D un domaine
de la surface de Riemann S, tel que D ne soit pas compact et ( D
ne soit pas polaire (nous dirons souvent, pour abréger, que D est un
« domaine non compact ))). Les fonctions sousharmoniques u dans
D qui sont ̂  i et vérifient lim sup u(p) <^ o en tout point-frontière

p-^q
(régulier) de D ont encore une enveloppe supérieure harmonique
œ comprise entre o et i. La fonction (Q est en somme la mesure har-
monique par rapport à S de la (( portion de frontière idéale de S »
contiguë à D.

Gomme plus haut, on voit que la fonction (o est la limite des
fonctions analogues relatives aux ouverts D n G, lorsque G est
un domaine relativement compact qui tend vers S. Si w=o, on dira
que D est parabolique ; siœ > o, que D est hyperbolique.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un domaine soit
parabolique est que le principe du maximum y soit valable. Si le
domaine est hyperbolique, on a, avec les mêmes notations, l'iné-
galité (i).

Si D' ne diffère de D que sur un compact, les deux domaines
ont même type (démonstration tout à fait analogue à celle du n°
précédent pour l'invariance par rapport à K). Si D' c D, et si D est
parabolique, D' l'est aussi ; si D' est hyperbolique, D l'est aussi.
En particulier, si SçCp, tout domaine est parabolique.

Dans la plupart des cas, les domaines D considérés seront très
réguliers ; co s'annule alors régulièrement à la frontière G de D, et
la propriété pour un domaine d'être hyperbolique s'exprime de la
façon suivante : il existe dans D une fonction harmonique bornée
non constante nulle sur G.

2. — Fonction de Oreen.

4. Définition. — Soit S une surface de Riemann ouverte. Consi-
dérons tout d'abord sur S un domaine relativement compact, D,
de frontière F. Quel que soit ççD, il existe dans D une fonction de
pôle q, c'est-à-dire une fonction harmonique >o dans D—|ç | ,
ayant en q un pôle logarithmique d'ordre i, et s'annulant en tout
point régulier de F. On peut la construire au moyen du procédé
alterné, ou de la façon suivante, qui présente l'avantage de la ratta-
cher directement à la notion de mesure harmonique : supposons D
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très régulier, et soit ( un paramètre local en q, tel que t(q)=o, et
que le cercle \=||<|< ijsoi t complètement intérieur à D ; soit
Vfc==| j ( | < e"^ , et G,, la frontière de V^ (A entier ̂  o). Soit œ^ la
mesure harmonique de G^ par rapport à D —V\, et /^,==Â:(^. On

voit aisément que h,, majore a •= log -l-.dans V^—V^, de sorte que

^c-n^^c dans D—V^. Une double application de la formule de
Green (à h^ et c^, puis A^ et u) montre que :

(2)f^^=f^=2Tr--rMô<2^ (9=arg/)
JCo ^ JCo ̂  ^Jco

de sorte de /^ ne peut tendre vers -4- oo. h =-= lim /^ est alors la
k

fonction de Green cherchée : elle s'annule sur F, étant majorée dans
D—V^ par M(OQ, où M==Max A; elle a un pôle logarithmique d'ordre

Co
i en ç, car h — u==lim (/^ — u) est régulière dans V^. Nous la note-
rons gÇp, q ; D). On sait qu'elle est symétrique en p et ç.

5. Les domaines D très réguliers et contenant q forment un
ensemble filtrant croissant pour l'inclusion, et g croît avec D. Par
conséquent, la limite des fonctions gÇp, q ; D), quand D tend vers
S en décrivant l'ensemble précité (ou simplement une exhaustion
(Sn) de S) est, soit la constante -j-oo, soit une fonction gÇp, q)
harmonique > o dans S — \q\ ayant un pôle logarithmique d'ordre
l en ç.

L'existence ou la non-existence d'une fonction de Green de pôle q
ne dépend pas de ç. En effet (u)

THEOREME (Myrberg). — La condition nécessaire et suffisante pour
qu'il existe sur une surface de Riemann S une fonction de Green de
pôle q Çpour un point ççS ou pour tout q) est que S soit hyperbolique.

Si g ( p , q) existe, c'est une fonction surharmonique > o, donc S
est hyperbolique. Inversement, supposons que S le soit ; si D^ est
un domaine relativement' compact très régulier, de frontière Cç,
et contenant ç, et D un domaine analogue, de frontière G, tel que
D^ c D, soit g^=:g(p, q\ D), et (OD la mesure harmonique de G
par rapport à D — D^ ; la formule de Green montre que

C ôct)D^^D-7-ck=:27T,
JCo ^

(u) P. J. MYRBERG [l].
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de sorte que si lim wj)==m(~>o par hypothèse), on a :

r ôy
Jj^<fe<^

donc ^D reste finie (15).
D'ailleurs, la construction de g comme limite des fonctions /^,

donnée au n° !\ pour un domaine relativement compact, s'étend
immédiatement aux surfaces hyperboliques, h^ y étant définie par
hk=k(ï—oie), où (i)fc est la mesure harmonique de la frontière
idéale de S par rapport à S—V^. Pour constater la convergence
de A^, il suffit d'étendre au cas présent l'inégalité (2), qui résulte de
l'inégalité initiale par passage à la limite, quand D tend vers S.

6. Comportement de la fonction de Green à la frontière. — II résulte
de la définition même de la fonction de Green que gÇp, q) existe s'il
y a sur S des fonctions h harmoniques > o sur S — | q j , ayant en q
la singularité indiquée ; c'est alors la plus petite de ces fonctions,
car pour tout D relativement compact de S, gÇp, q\ D) minore
toute fonction A.

Cette propriété minimale s'exprime encore de la façon suivante :

THÉORÈME i. — Si une fonction u sousharmonique sur S est
majorée sur S (ou hors d'un compact) par k g Ç p , a) (k^> o, a fixe
sur S), on a u^o. I l en est de même si u, sousharmonique hors
d'un compact K, satisfait à la même condition de majoration, et à
lim sup u(p) ̂  o pour tout point-frontière q de K régulier pour S—K.

p-^q
En effet, soit D très régulier, relativement compact, contenant a

et éventuellement K ; on a dans D (ou D-K) :

</))</c[y(p,a)—^(/), a ; D)],

de sorte qu'à la limite u ̂  o.
Pour X > o , appelons alors D^ le domaine de S défini par

g ( p , a) > X, et CQ ^ sa frontière (ensemble des courbes de niveau
g{p,a)=\).

THÉORÈME 2. — Le domaine Da ^ est relativement compact ou
parabolique.

(15) Cette démonstration, qui simplifie celle que j'avais donnée dans les Comptes
Rendus, a3o, p. 709, esta peu près la même que celle de K. I. VIRTANEN | i ) . Voir aussi
P. J. MYRBERG [i], R. NEVANLIMSA [3], L. SARIO [4], M. OHTSUKA [i|.
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Si D^ n'est pas compact, soit 10 la mesure harmonique de sa
« frontière idéale » ; la fonction œ, prolongée par o hors de D^ ^,
est sousharmonique dans S ; si o> désigne la fonction prolongée, on a
ù) <^ ~r~g(p, 9), de sorte que û est ̂  o, donc nulle. Ainsi G) == o.A

7. Problème de Dirichlet extérieur. — Soit K un compact non
polaire d'une surface de Riemann S. Si S est parabolique, le problème
de Dirichlet relatif à S — K est soluble dans les mêmes conditions
que pour un ouvert relativement compact, du fait de la validité du
principe du maximum. Si S est hyperbolique, une fonction harmo-
nique dans S — K n'est pas déterminée par les valeurs qu'elle prend
à la frontière de K (on peut déjà lui ajouter un multiple quelconque
de ex)), mais elle le sera si on lui impose en outre de s'annuler à la
frontière idéale. Précisons d'abord ce qu'il faut entendre par là :

DÉFINITION. — On dit qu'une fonction harmonique h, définie hors
d'un compact K d'une surface de Riemann hyperbolique S est associée
à zéro à la frontière idéale lorsqu'il existe un point açS et une constante
k > o tels que \hÇp)\ <^ kgÇp, a) au voisinage de la frontière idéale
(c'est-à-dire hors d'un autre compact).

D'après le principe de Harnack, la condition imposée est remplie
pour tout a (avec un k convenable) dès qu'elle l'est pour un seul. On
peut encore lui donner la forme suivante : Soit Q un compact de
S, O)Q la mesure harmonique de la frontière idéale par rapport à
S — Q ; pour que h soit associée à zéro, il faut et il suffit que
\h\<^ k(i —(ùq) au voisinage de la frontière idéale (pour voir l'équi-
valence et l'indépendance vis-à-vis de Q on appliquera l'inégalité
( i )du n°i).

Soit alors F la frontière de notre compact K non polaire, et y* une
fonction réelle donnée sur F. Le problème de Dirichlet extérieur
consiste à trouver une fonction harmonique h dans S — K qui prenne
sur F les valeurs y* (plus généralement, qui vérifie lim in! f^ lim
inf h <; lim sup h <; lim sup / en tout point frontière régulier) et
qui soit associée à zéro à la frontière idéale. Lorsque/ est continue,
une telle fonction, si elle existe, est unique, d'après le théorème i.

On peut adapter au cas présent la méthode de Perron-Brelot.
Soit &i la famille des fonctions u définies et bornées supérieurement
dans S — K, sousharmoniques ou égales à — oo dans chaque com-
posante connexe, et satisfaisant aux conditions suivantes : il existe
A et a (dépendant de u) tels que uÇp)^kgÇp, a) dans S — K ;



122 M. PARREAU

lim sup u(j)) <^/(ç) en tout point frontière q de K régulier pour
p-^q

S—K. On pose H^~"K(JD)==sup u(p). Si H^"1^^^ oo, c'est une
u€^1

fonction harmonique. On définit de même la famille £„ et l'en-
veloppe H^"^; v appartient à 6, si —v appartient à la famille fîi
relative à —/.

On a u^v pour toute arô, et toute DÇÊ,, car u—v est soushar-
monique dans S — K, de limite supérieure <; o aux points frontières
réguliers, et minore kg (a, p). Donc H^"1^^^"1^. Si ces deux
fonctions sont < -|- oo et égales, on dit que/est résolutive, et la
valeur commune H8"^ sera la fonction de Wiener relative à S — K
et/.

Comme dans le cas classique, on voit que si yçF est régulier pour
S — K, et si /est bornée supérieurement,

lim sup H^^p) <^ lim sup/(r).
p€S—K,p->-g rÇF,r-^-ç

Par conséquent, si f est continue bornée sur F, elle est résolutive,
car si |/|<B, H8"^ et H8"1^ sont bornées en valeur absolue par
B( i — œ) ; leur différence est donc associée à zéro et de limite nulle
en tout point régulier, donc nulle (théorème i). H8"^ est la solution
du problème de Dirichlet extérieur.
_ Si f est semi-continue inférieurement et bornée intérieurement,
H^-"1^ est l'enveloppe supérieure des H^"^ pour les g continues
bornées ^/, car cette enveloppe appartient à Ç,, d'après l'inégalité
ci-dessus rappelée. Donc, si H^"1^-^^-^-00» / est résolutive, car
H^ majore toute H^ ; de plus H .̂""^ est associée à zéro, car si
Q est un compact très régulier contenant K à son intérieur, et de
frontière G, on a dans S — Q H^^M^—oùç), où M===Max

n

H^, puisque cette majoration est valable pour toute H8"^
Enfin, pour f quelconque, WT^ est l'enveloppe inférieure de Hj"1'

pour les ç semi-continues intérieurement, bornées inférieurement,
qui majorent/. Elle est donc associée à zéro, dès qu'elle n'est pas
infinie (on supposera d'abord/^.o).

Ces résultats permettent une représentation intégrale de la
solution de Wiener; H^-K(p)==C/rf^. La masse totale de ;j,p n'est
plus égale à i, mais à i —(^(p).

On peut également définir (au moins pour / continue ou semi-
continue) H^"^ au moyen d'une exhaustion. Par exemple, soit
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/^.o, continue ou semi-continue intérieurement, et soit (S^) une
exhaustion de S, dans laquelle chaque S^ est un domaine relati-
vement compact très régulier, de frontière I\ ; on suppose que
S^ D K. Si l'on appelle f^ la fonction égale à / sur F, à o sur I\, il
est visible que H^-^ croît avec n, et est ^H8"1^; d'autre part, on
constate aisément que sa limite appartient à la famille supérieure
Ç,. Donc H^^r^lim H^""^. On passe ensuite à / d e signe
quelconque. n^00

8. Extension à un domaine (( non compact )) quelconque. — Soit D
un domaine à fermeture non compacte, dont le complémentaire n'est
pas polaire. S'il est hyperbolique, on pourra dire qu'une fonction
harmonique bornée h dans D s'annule à la frontière idéale de D si
elle satisfait à la condition (3) \h\<^ kÇï — (o), où œ est la fonction du
n° 3.

On peut alors, comme au numéro précédent, définir les familles
&i et fî,, la condition exprimée au moyen de la fonction de Green
étant alors remplacée par u ̂  kÇi — G)) (resp. v ̂  — A(i — c<))). On
obtient ainsi les enveloppes H0 et ÎK et éventuellement la fonction
de Wiener H^, qui ont les mêmes propriétés que les H8""^ sauf peut-
être celle de vérifier (3). En effet, le raisonnement fait précédem-
ment n'est plus applicable. Toutefois, on aurala majoration indiquée,
au moins hors d'un compact, lorsque la frontière F de D est
compacte, ou lorsque / est bornée.

Pour les mêmes raisons que plus haut, H^p) admet une repré-
sentation intégrale. Enfin, si y est semi-continue intérieurement et
^ o, on voit que H^r^ lim H8"0^ pour toute exhaustion (S^) de D,

_ n-^-co

fn valant/sur F n S^ et o ailleurs.

Domaines à frontière très régulière. — Si D est limité par des
courbes très régulières, la solution du problème de Dirichlet exté-
rieur (ou ordinaire, s^il s'agit d'un domaine parabolique) peut
s'exprimer au moyen de la fonction de Green de D (16).

Considérons par exemple un domaine D limité par un ensemble
localement fini de courbes analytiques ou suffisamment differen-
tiables ; soit (S^) une exhaustion de S par des domaines du même
genre, tels que D n S^ soit toujours connexe. Soit C la frontière de
D, I\ celle de S^, et C^==C n S^ ; soit gÇp, q) la fonction de Green

(16) Cf. R. NEVANLINNA [6].
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de D, ffnÇpf q) celle de D n S^' Soit alors h une fonction harmonique
^o dans D, continue dans D, h^ la fonction harmonique dans
D n S^ qui prend les valeurs h sur C^, o sur I\ n D ; si n —>- oo,
A^(p)-^H^(p). Or, la formule de Green nous donne pour açD

h^(a)==z— | A(p)-""^-^cb (î/ normale intérieure)
^Jc,» ôi/

d'où pour m <^ n :

W<-1- f /̂ ^^<A,,(a)
27: Jc^ ôl/

En faisant tendre n, puis m, vers l'infini, on obtient :

H;(«)=^wte^

Par conséquent, si y* sur G est sommable par rapport à " '—^ -ds ,

elle est résolutive et la fonction de Wiener correspondante est donnée
par : HW=^/(P)^*

Remarque. — Dans le cas d'un domaine D parabolique, il est
intéressant de noter que les résultats ci-dessus nous donnent, lorsque
h est harmonique bornée dans D

h(a)=^- f^^4
v / 27Tjc V I / ôl/

(on aurait ^, pour h bornée inférieurement).
D'autre part, en appliquant ceci à A=: i, on voit que : La condi-

tion nécessaire et suffisante pour qu'un domaine « non compact )) très
régulier D de frontière G soit parabolique est que, pour açD :

r^g{p.a)
1 —————(fe==27T.

Je ôv

2. — Potentiels. Fonctions surharmoniques (1T).

9. Potentiels. — Soit S une surface de Riemann hyperbolique,
g ( p , q) sa fonction de Green En prenant g ( p , q) comme fonction

(17) Cf. H. CARTAN [i], [a], M. BRELOT [31, [/i], L. AHLFORS [4], R. BADER [1],
KURAMOCHI[l] .
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fondamentale, on peut édifier sur S une théorie du potentiel analogue
à celle de l'espace R" ou d'un domaine admettant une fonction de
Green. Cette possibilité repose essentiellement sur le fait qu'une
surface de Riemann est réunion dénombrable de compacts, et sur le
comportement de g à la frontière (théorèmes i et 2).

Nous nous bornerons ici à rappeler les principaux résultats et à
indiquer leur démonstration si elle diffère de celle de la théorie
classique. Le potentiel d'une mesure de Radon positive p. est la
fonction U^p) -== / gÇp, q)dy. Çq). V^ est .̂ o et semi-continue inté-
rieurement. Si elle n'est pas partout infinie, elle est surharmonique.

En effet, soit açS, et £3 \ la distribution de masses — — d s
27T 0V

sur Ça ^ (notations du n° 6); Vsta'^=m{(\, g ( p , a)), d'après le
théorème 2 et la remarque qui termine la section précédente. De ce
fait, et en raison de la loi de réciprocité :

fW^ ̂  =fv^ ̂ dp. < U^a) ;

si ^ est assez grand pour que T>a,\ soit simplement connexe, on
retombe sur le critère local bien connu de surharmonicité. De plus,
U^ est harmonique dans tout ouvert de y. mesure nulle.

Comportement d'un potentiel à la frontière. — Si U^ n'est pas
identiquement infini, son comportement est analogue à celui de la
fonction de Green. On a en effet :

THÉORÈME ibis. — Une fonction u sousharmonique dans S et
majorée par V^ est <; o.

Supposons tout d'abord y. portée par un compact K. Soit D un
domaine relativement compact contenant K ; d'après le principe de
Harnack, il existe, pour açK, une constante k telle que

9(p.q)^kg(p,a)

quels que soient ççK et pç| D. Donc LP^p) <; Ây-(K) g ( p , a) hors
de D, ce qui entraîne le résultat indiqué (théorème i).

Si ^ est quelconque, soit (S^) une exhaustion de S, ^ la restric-
tion de ^ à S^, et (4=(^—;^. Quand n-^oo, U^ tend en croissant
vers U^, et U^-^o. Si u<U11, on a u—U^U^; or ^ est
portée par un compact, et u—U^ est encore sousharmonique, de
sorte qu'on a u<;U^, et, à la limite, u^o.
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On est déduit immédiatement le :

THÉORÈME 2 bls. — Quelque soit e > o, l'ouvert iV^ > e ? e5< rela-
tivement compact ou parabolique.

10. Formules de Gauss et de Poisson. — Détermination des
masses par les potentiels. — Soit D un domaine relativement
compact, très régulier, de frontière G. Si le potentiel V^ d'une
distribution positive ;JL est continuement différentiable au voisinage

de G, on a, en intégrant la formule : — \ J y ds=^ i , pour
p parcourant G, et q^D 2TrJC ôyl

a(D)==— ( — — d s (formule de Gauss).
1 27:Jc ^i v

Si U^ est deux fois continûment différentiable, on a la formule de
Poisson :

^(D)==—— ^ AU^cfo (ofo étant l'élément d'aire dans le plan

du paramètre).
Dans le cas général, on peut déterminer la masse située dans un

ouvert au moyen de la méthode de F. Riesz(18), en introduisant
les flux généralisés.

Il en résulte que si deux mesures de Radon ont même potentiel
(ou des potentiels qui diffèrent d'une fonction harmonique) elles
sont identiques.

11. Représentation potentielle des fonctions surharmoniques. —
Le théorème fondamental de F. Riesz est encore valable sur une
surface de Riemann :

THÉORÈME. — Soit f une fonction surharmonique sur une surface de
Riemann hyperbolique S. // existe une mesure de Radon positive [j. et
une seule telle que, pour tout compact K, la restriction de [j. à K ait un
potentiel dont la différence avec f soit harmonique à l'intérieur de K.
Si U11 n'est pas identique à -+- oo, /— U^ est harmonique ; c'est la plus
grande minorante harmonique de f.

Soit (V^) une famille dénombrable de « cercles » recouvrant S.
Dans chaque ¥„, le théorème de Riesz permet d'associer à / une
mesure ̂  ; si V^ n V^ -=f=- ̂ , ̂  et ̂  y coïncident, puisque la masse de

(ls) V. RIESZ |iJ, M. BRELOT (Ad. Sri. Ind., n° 189, Herniann, ig34), T. RADO [-2].
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tout ouvert, pour ̂  ou ;̂ , se détermine au moyen du flux généralisé
dey. Par conséquent, les mesures ̂  définissent sur S une mesure
de Radon (JL (« principe du recollement des morceaux »).

On peut également remarquer que la mesure y. est donnée par

d[j.= — —A/ofc, lorsque/est deux fois continûment difTérentiable ;
.^Tt

si/est quelconque, la formule ci-dessus est encore valable, A/cfo
étant alors une distribution-forme différentielle de L. Schwartz.

Si ^K) est la restriction de y. à K, /— U^ a dans K un flux nul
à travers toute courbe ou ensemble de courbes G qui est un bord,
donc est harmonique dans K ; lorsque K tend vers S, les fonctions
/— U^^ forment un ensemble filtrant décroissant, leur limite est
— oo si U^rr:-^- oc, e t /—U^ dans le cas contraire; h=f—U^-
est alors harmonique dans S, et il résulte immédiatement du théorème
i bls, que toute fonction harmonique (ou sousharmonique) dans S
inférieure à/est aussi inférieure à A,

En particulier : si/ est surharmonique ̂  o sur S,/== U^-l-Ti, a
étant la mesure de Radon associée, et h une fonction harmonique
positive.

On a encore : la condition nécessaire et suffisante pour qu^une fonc-
tion surharmonique sur S soit le potentiel d'une mesure positive est que
sa plus grande minorante harmonique soit nulle. De ce fait, une
fonction surharmonique positive inférieure à un potentiel est un
potentiel.

12. Extrémisation et balayage.— La possibilité d'étendre la
théorie du balayage à une surface de Riemann a été signalée par
R. Bader [i]. La méthode de minimum de Gauss-Frostman-
II. Cartan (19) s'applique d'ailleurs sans modification, et conduit aux
mêmes résultats que dans le cas classique, ce qui permet de définir le
balayage indépendamment du problème de Dirichlet et de la notion
de capacité. Mais comme il nous a fallu résoudre le problème de
Dirichlet pour définir la fonction fondamentale, et comme nous
avons déjà utilisé divers résultats concernant les ensembles polaires
qui sont établis dans le plan au moyen de la théorie du potentiel,
nous ne procéderons pas ainsi, et nous nous appuierons sur les pro-
priétés des familles de fonctions surharmoniques, comme le fait
M. Brelot dans son mémoire du Journal de Mathématiques [5].

(19) Cf. 0. FROSTMAN [ij, H. GARTAN [i], [aj.
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Remarquons d'abord qui si E est un ensemble polaire d'une
surface de Riemann hyperbolique S, on peut toujours supposer que
la fonction surharmonique associée (qui vaut -(- oo sur E) est
positive, et même que c'est un potentiel.

Soit donc S une surface hyperbolique, A un ensemble de points
de S, et y une fonction surharmonique positive sur S. L'enveloppe
inférieure des fonctions g surharmoniques positives sur S qui
majorent y* sur A est une fonction quasi surharmonique (chap. i,
n° 10) ; sa régularisée/^ majore / quasi partout sur A. C'est la plus
petite fonction surharmonique ^.o ayant cette propriété, car si g^
majore /quasi partout sur A et si e > o, g^ -j-eU11 majore / sur A,
si \]^ est un potentiel associé à l'ensemble (polaire) des points de
A où g^ </. /^ est appelée Vextrémale extérieure de f pour A (*).

Les propriétés de l'extrémale extérieure sont les mêmes que dans
le cas classique : f^ est égale à/dans A, est harmonique dans | A ;
elle croît avec / et A, et plus généralement si f^g quasi partout
sur A, /K^J[ ; de même, si A c B a un ensemble polaire près
(c'est-à-dire si A n | B est polaire), /^^/^. Si |/—^(^e,
[/J[ — g^\ ̂  e, si/^ tend vers/en croissant, (/n)^ tend vers /J[.

Lorsque / est un potentiel U11, /J[, qui est plus petite, est
également un potentiel U^. ^ est le résultat du balayage extérieur
de (A sur A.

Si on prend pour A un compact K, on voit que /^ est la fonction
surharmonique égale à / surK, sauf aux points-frontière irréguliers
pour S — K, et à H8"^ dans S — K (aux points irréguliers, elle vaut
donc lim inf H8"^. En effet, la fonction / ainsi définie majore/
quasi partout sur K; d'autre part, si g est surharmonique ^.o
et majore / sur K elle appartient à la famille &y du n° 7, donc
majore H8"^ dans S — K ; par conséquent, inf g et sa régularisée
majorent/.

Pour A quelconque, on appellera exirémale intérieure de / pour A
l'enveloppe supérieure des f^ pour tous les compacts K contenus
dans A. On la notera /^. C'est encore la plus petite fonction
surharmonique ̂ . o sur S qui majore/à peu près partout sur A.
En effet, soit aj une telle fonction ; pour tout compact K c A,
l'ensemble {<p <^/î n K est intérieurement polaire et borélien, donc
polaire (théorème de G. Choquet), de sorte que ç ̂ ./^ ; donc <p ̂ /^.

C") M. M. Brelot, à qui est due la notion d'extrémale (cf. Bull. Sci. Math., 68, i9/»4, et
[5]) appelle/^ l'extrémale de / pour PA.
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Inversement, si K^ est un compact contenu dans \f[ </i n A, on a
/Ki </i <f sur K!» qui est donc polaire ; \fj^ </| n A est donc
intérieurement polaire.

Si / est le potentiel d'une mesure ;7., f^ est celui d'une mesure
;̂ , qui est par définition le résultat du balayage intérieur de y. sur A.

Lorsque f^=f^ leur valeur commune notée f^ et appelée extré-
male de f pour A. Cette égalité a lieu pour toute / si A est
borélien, puisque l'ensemble \f^<^f\ nA, borélien lui aussi, est
alors polaire.

Remarquons que si 33 est la famille des ensembles boréliens B tels
que A n [B soit polaire, on a /^==inf/B- En effet, fl^f^ pour

tout BçiB; d'autre part, l'ensemble By == |/̂  ==/| appartient à la
famille, et /BO=/A.

Lorsque A est fixé, les extrémales fi et f^ sont additives en /.
On le voit aisément pour A compact, puisque alors f^ vaut ïl^~^
dans S—A, et f dans A sauf aux points-frontière irréguliers pour
S—A ; si fei g sont surharmoniques sur S, on a ainsi

(J+^A^/A+^A

quasi partout, donc partout. On passe de là au cas de l'extrémale
intérieure (donc de A borélien), puis au cas général en utilisant la
remarque de l'alinéa précédent.

Uadditimté, et la continuité évidente de f^ et f^ par rapport à /*,
permettent une représentation intégrale'des extrémales. Comme la
famille de fonctions (U^—U^^açS, )/<0< 4-00, avec D^
compact) est totale (20), on voit que l'application f—^fl(p), par
exemple, induit sur l'espace vectoriel engendré par cette famille une
forme linéaire qui se prolonge par continuité sur l'espace des fonc-
tions continues nulles en dehors d'un compact ; elle définit donc une
mesure de Radon positive y?, de masse totale <; i, telle que

ff^==Mp)
pour toute fonction surharmonique f continue et bornée. Pour
passer au cas général, nous nous appuierons sur le lemme suivant :

LEMME. — Toute fonction surharmonique f positive sur S est la

(20) H. CARTAN fi],p. 80. Si rcU^—U^^j^ o, quelque soit û, pour ). et V

assez grands, Ui* est harmonique, donc }JL==O.
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limite d'une suite croissante de fonctions surharmoniques continues et
bornées.

Supposons d'abord que / est un potentiel de Green U^. Pour
\ > o fixé, nous poserons /^(p) = fAî)0^^?)' ^ous avons encore
A^^U^)^,^)^^^^)^^)^^^ en
posant g\Çp, q) = inî[gÇp, q), X]. On en déduit que f^ est surhar-
monique ; en effet, pour tout açS et tout nombre l^>o,

Sf\W^ÂP}=Sf9\{P^ (ï)dyW^l(p)=f[fg^P. q)d^i(p)]dy.Çq)

</^(û-î)^(9)=Â(a)•

D'autre pari, la continuité en p de g\Çp, q) est uniforme par
rapport à yçS. En effet, si p—^p^ g { p , q\ considérée comme fonc-
tion de q, tend vers g ( p Q , q) uniformément sur tout compact de
S—{po^ d'après le théorème de Harnack. Si G est le bord d'un
voisinage compact de p^ contenu dans Dp,,^g, on aura

i^?)—^?)^6

pour ççC, dès que p appartiendra à un voisinage Vg de p^ ; mais
alors g^(p, q) — g\(po^ î)| est <^ e sur toute la surface. Il en résulte
que f^ est continu, car soit un point a voisin de p^ et tel que
U^(a) <^ oo ; si g(a, q) ̂ . m > o sur G, on a

IA(/>)-A(po)!<^u^)
pour joçVg.

Soit alors (S^) une exhaustion de S, et (^) une suite croissante
de nombres positifs tendant vers -|-- oo. Posons fn(p) ==A CP) P0111*
pçS^, et y^(p)==:HS~~sra pour pçS—S^. La fonction f^ ainsi définie

"ra

est surharmonique continue ; c'est d'ailleurs un potentiel de Green
l)^". Elle est bornée par X^-(S^) ; pour n—^- oo, elle tend en croissant
vers /.

Lorsque y= V^-^-h Çh harmonique ^-o), on posera

/^U^+mf^n).

Il nous reste enfin à montrer que la mesure qui effectue la repré-
sentation intégrale de /^(p)[resp. fl(p)] est (£p)^[resp. (ep)ÂJ- Cela
résulte immédiatement de la formule de réciprocité

g(p, ?)l=5<?,p)l(resp. g(q, p)L=g{q, p)Â),
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qu'on établit comme dans le mémoire cité de M. Brelot, en se rame-
nant au cas de A compact. Si p et q appartiennent à S — A , on a
en effet g ( p , q\-=gÇp, q)—g(p, q\ S—A), d'après la propriété
extrémale de la fonction de Green.

Plus généralement, on a encore sur une surface de Riemann

SfWM =ff(p)dy^p) eiffi(p)dp.(p) =jf(p)d^(p).

13. Potentiels sur les surfaces paraboliques. — Sur une surface
parabolique on ne peut définir des potentiels possédant toutes les
propriétés indiquées plus haut (puisque, par exemple, une fonction
surharmonique ne peut avoir de minorantes harmoniques). Toutefois,
ou, peut obtenir une partie des résultats précédents en partant d'une
fonction fondamentale hÇp, ç) de signe variable mais toujours symé-
trique en p et ç, harmonique en p pour q fixe et p =/= g, et ayant en q
un pôle logarithmique d'ordre i.

Pour établir l'existence de hÇp, ç), nous nous appuierons sur les
deux faits suivants :

i° Soit (S^) une exhaustion de la surface parabolique S, ^n(/), q)
la fonction de Green de S^. Pour q et Çy fixes sur S, la famille des
fonctions y^Çp ; ç. q^)=gn{p. q)—ffnÇp. îo) est noi'male, d'après un
lemme de Johansson [i] selon lequel les y^Çp ; ç, q^) sont bornées
dans leur ensemble hors de tout voisinage de q et q^. De plus, la
limite d'une suite partielle convergente est harmonique sur S sauf en
q et q^, où elle a les singularités de y^, et est bornée hors d'un
voisinage de ces points. Deux quelconques de ces fonctions limites
diffèrent donc d'une constante, de sorte que, pour p^ fixe, la suite
7ÂP î 9' îo) —%n(Po î ^ 9o) converge ; sa limite y(p, p, ; ç, çj n'est
autre que la partie réelle de l'intégrale normale de 3e espèce dont
toutes les périodes réelles sont nulles. On peut encore dire qu'une
suite partielle y^(p ; q, 9y) est convergente, uniformément sur tout
compact de S — [ q , çj , dès qu'elle converge en un point.

2° Lorsque p^ et q sont fixes sur S, la famille des fonctions
k(P î P^ î)=5^(p» q)—9n(p^ q) est également normale. En effet,
M. Heins[i] a montré qu'il existe des constantes ̂  telles que les
fonctions u^(p)==g^(p, q)—^ soient bornées dans leur ensemble
sur tout compact S—\q\' ^ en est alors de même pour les ^,
puisque ^(p ; p^ q) = u^p) — u,(p,).

Prenons alors sur S deux points fixes ̂  et q^. Par une double
extraction, on peut trouver des entiers n^—^- oo tels que les suites de



l32 M. PARREAU

fonctions ^(p ; j^, ç^) et ^(p ; q^ p^) soient convergentes. En
remplaçant p et ç dans la dernière, et en remarquant que

^(î î îo^^Xn^oîî* îo)»

on voit que la suite ^nk{p \ î» ?o) GO11^1*^ pour jo==po et g
quelconque, donc pour tout couple (p, ç) de points de S. Posons
alors /^(p, q)=y^(p', q, Ço)+^OîPo: îo)^^?» q)—9nk{P^ îo);
Pour Â;-^ oo, Afc(/), ç) tend vers une limite /i(jo, ç) qui satisfait à
toutes les conditions indiquées plus haut, et en outre à la suivante :
quand p varie seul, h(p, q) — hÇp, </) reste bornée hors d'un voisi-
nage de q et q' ; autrement dit, le comportement de A(jo, 9) à la
frontière ne dépend pas de q.

La fonction A(p, q) n'est d'ailleurs pas déterminée de façon unique
par ses propriétés, même si l'on tient compte de celle que nous
venons d'exprimer. En effet, si u(p) est harmonique sur S,

h * (P* î) = KP^ î) 4- <jo) + <?)
possède les mêmes propriétés que h ; inversement, toute fonction
qui satisfait aux conditions imposées à h peut être mise sous cette
forme.

Le potentiel — h d'une mesure y. (c'est-à-dire la fonction
U^/)) ==A(jo, ç)rf^(ç)) ne sera donc en général déterminée qu'à une
fonction harmonique près. Toutefois, si p. est de masse totale nulle,
U^JD) est déterminé à une constante près ; U^(p) — U^Ro) ne dépend
pas de A. On retrouve là un résultat signalé par L. Ahlfors[4] pour
les potentiels définis sur les surfaces closes.



CHAPITRE III

CLASSIFICATION DES SURFACES DE RIEMANN
CRITÈRES HARMONIQUES

1. Fonctions harmoniques à moyennes bornées.

1. Moyenne d'une fonction harmonique dans un ouvert annulaire.
— Nous dirons, avec A. Pfluger [i], qu'un domaine relativement
compact G d'une surface de Riemann S est un domaine annulaire si
sa frontière se compose d'un nombre fini de courbes régulières,
réparties en deux ensembles disjoints C^ et C^.

Dans un tel domaine G, nous appellerons x la fonction harmonique
uniforme qui s'annule sur C^ et prend sur G^ une valeur constante

r ô*c
A > o choisie de façon que ^ —ds= i (y désigne la normale inté-

rieure à G). Si y est la fonction harmonique conjuguée de x (en
général multiforme), ceci s'écrit encore ^ d y = z i.

Plus généralement, soit G un ouvert, limité par un nombre fini
de courbes régulières, dont les composantes connexes G; (en nombre
fini) sont des domaines annulaires ; nous dirons que G est un ouvert
annulaire. Si nous appelons C^ (resp. G^) la réunion des G(S (resp
Ci1) relatifs aux divers G(, nous pouvons encore définir une fonction
x associée à G, nulle sur C^, et valant A sur C^ ; on aura, avec des

notations évidentes, —=:SA~"A i ^i
MOYENNE. — Nous_appellerons moyenne dans G d'une fonction u

sousharmonique dans G la fonction de \ définie, pour o <; \ ̂  A, par :

m(\)==zm(\, u ; G)== f ^udy.

Si u est harmonique dans G, u^ y est sousharmonique pour a ̂ . i ;
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nous appellerons moyenne d'ordre a de u dans G la fonction :

m^)=m^u,G)=(f_^dy)
l/a

2. La moyenne d'une fonction harmonique étant linéaire, celle
d'une fonction sousharmonique est une fonction convexe de X. Plus
précisément, la moyenne d'ordre a d'une fonction harmonique
possède les propriétés suivantes, établies par R. Nevanlinna [5]
pour oc== 2.

THÉORÈME 3. — Si u est harmonique dans G» m^(\, u) est une
fonction convexe de \ lorsque y. ̂  i ; pour a > i, m^ Çk) ne peut être
linéaire nue si u > o est une fonction linéaire de x.

Si de plus u est nulle sur C^ et vérifie la condition ( — ds= i,

on a m^(\, u)^X, l'égalité n'ayant lieu que pour w=-^zx lorsque
a>i.

On peut toujours supposer a > o (en considérant au besoin ta
meilleure majorante harmonique de \u\ dans GÇ\, \^) == ̂  < x < \^\
pour o^^<;X^^A). Si l'on pose pour simplifier m^==m, on
obtient, en dérivant deux lois, intégrant par parties, et appliquant
l'inégalité de Schwarz :

,»-m"=r „-.a''î*+.(,_,)^r ,.-̂ '--̂ -̂.̂ ,-,)[j:̂ -.(̂
OL"-^)-]

ôa;' •/ 1 v '\-Jx=\ \î>x
i

, \ r ,_,r/^\2, /^v-i.==(».— i)| 1 a \ ( — ) - \ - ( — ) \ d y
' •1J,.=). L\ôa;/ ^\ôj/J'7

..-'ï̂ ')•].r=x ^ J

x.-,)J- /-(^:
^X==\ V0*-/

d'où la première partie du théorème. Si (Q == o sur C^ et ( I— \ds == i
/ r àuf vi01 Jco^1

onama(o)==( l — rfy ) ^ i (inégalité de Hôlder), d'où m^('k)=\
WGo0^! /

pour ^>o. Quand a> i , l'inégalité précédente ne peut se trans-

former en égalité que si _ est constant sur Cy, donc égal à ± i,
ce qui exige w==^zx.
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Remarques : i) m^ (X) est linéaire si a (toujours harmonique dans

G) est > o dans G, et est constante si de plus | —ds=.o, ce qui a
. J cùôv

lieu en particulier lorsque u est harmonique sur toute la surface et
que Go est le bord d'un compact.

2) Pour a ̂  p, m^ (\) <^ ma (T) ; la seconde partie du théorème est
donc vraie dès qu'elle l'est pour a=== i . Soit alors V\ la meilleure
majorante harmonique de |a| dans G(o, X):

m.Çf, a)=m^, U,)=X f ôu^; or^> ̂  •
î v / lv A/ Jco ^ ^ ^

Moyennes définies à partir de la fonction de Green : Soit G^ un
domaine relativement compact très régulier de S, et a un point de
G. Pour A assez grand, la partie de G^ où gÇp^ a\ G^)<<A est un

domaine annulaire G, pour lequel la fonction x associée est — (A — g).

On peut donc définir la moyenne d'une fonction a sousharmonique
dans G^ à partir de g ; il est immédiat que la moyenne correspondant
à la courbe de niveau g == \ est égale à la valeur en a de la meilleure
majorante harmonique de u dans G^):= ig > ^ i .

3. Fonctions à moyennes bornées. — Considérons, sur une surface
do Riemann ouverte S, un domaine relativement compact S^ dont le
bord C^ est composé d'un nombre fini de courbes régulières, et qui
n'a pas de «frontière intérieure» (nous entendons par là qu'aucune
partie de Cy n'est le bord d'un compact de S situé dans S—Sy).
Nous dirons pour abréger que S^ est un domaine canonique, et nous
appellerons exhaustion canonique une exhaution formée de domaines
canoniques.

DÉFINITION. — Soi/ u une fonction sousharmonique dans S—Sy;
nous dirons que u est à moyennes bornées dans S — Sy si pour tout
domaine canonique S^ D Sy la moyenne de u dans Vouvert G === S^ — Sp
reste bornée par an nombre k qui ne dépend que de Sy et u.

Si u est sousharmonique sur S, et si la propriété indiquée est vraie
pour tout domaine canonique Sy (A pouvant varier avec Sp), on dira
que u a ses moyennes bornées sur S.

THÉORÈME [\. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une
fonction sousharmonique positive sur S soit à moyennes bornées sur S
est qu'elle y admette une majorante harmonique.
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En effet, si a sousharmonique > o sur S admet la majorante
harmonique U, on a pour tout G== S^ — Sp

m^(\, u)^m^(\, U)==m^(o, U)^Maxy ,
Co

donc u est à moyennes bornées. Réciproquement, supposons u à
moyennes bornées sur S — Sp, pour un domaine S^ particulier; soit
Us, la meilleure majorante harmonique de a dans un domaine cano-
nique S^ D S,. On aCUs,dy==^Us.r fy==Jc^<y<^î comme

j d y = = i, on en déduit que min Us, ̂  k, et, d'après le principe de
Harnack, que max Us, < '̂, de sorte que quand S^—^S, Us» tend

Co

vers une limite finie, qui est la plus petite majorante harmonique u
de u sur S(21).

Le théorème précédent montre que pour une fonction u sous-
harmonique sur S tout entière, la propriété d'avoir ses moyennes
bornées sur S—S^ est indépendante de S^. On pourra donc se
borner à considérer des moyennes définies à partir des fonctions
de Green ; pour celles-ci, l'équivalence de la propriété indiquée
et de l'existence d'une majorante harmonique est immédiate.

4. Fonctions s'annulant sur C^. — Outre les fonctions soushar-
moniques sur la surface entière, il est intéressant d'étudier celles
qui sont définies sur S—S^, et qui s'annulent sur C^.

THÉORÈME 5. — Pour qu'il existe des fonctions sousharmoniques
positives dans S — Sy, nulles sur C^, et à moyennes bornées dans
S — Sy, qui ne soient pas identiquement nulles, il faut et il suffit que S
soit une surface hyperbolique. Les fonctions en question sont alors
celles qui admettent une majorante harmonique.

Soit u sousharmonique >o dans S—S^, nulle sur C^; soit S^
un domaine canonique contenant S^, C = = S ^ — S Q , XQ la fonction
associée, A(, son maximum ; soit enfin Uç la meilleure majorante
harmonique de u dans G. Une application simple de la formule de
Green nous donne :

Cudya= fUG(fyG==-A<, f^^Ac f ̂ ds.
Je, Je, Je, ûv Je. ôy

(2f) Dans toute la suite de ce mémoire, nous noterons il la plus petite majorante har-
monique d'une fonction sous-harmonique u.
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r* î\\}
Or, AG et ( — ^ d s croissent avec G; leur produit, à moins

JCo ^ r

d'être constamment nul, ne peut rester borné que si tous deux le
restent, ce qui implique : i° que S est hyperbolique (22), 2° que
pour S^—^S, UG tend vers une limite finie (lemme de Johansson).

Inversement, si S est hyperbolique, Aç est ^A<^-|-oo ; si u
admet une majorante harmonique U, on peut toujours supposer que
celle-ci s'annule également sur Cp, et dans ces conditions

\ ttdyG<A ( —ds,
JG, JCo0^

donc a est à moyennes bornées.

5. Classes (HM^). — Soit S une surface de Riemann ouverte.
Pour tout nombre a ;> i , nous appellerons (HM^) la classe des fonc-
tions harmoniques uniformes u régulières sur S et qui y ont leurs
moyennes d'ordre a bornées, ou encore telles que \u\01 ait une majorante
harmonique \u^ (ce qui revient au même, d'après le théorème /l).
L'égalité u-^-v^^^-1^-}-^) montre que (HM^) est un
espace vectoriel réel; si a est un point fixe de S, j|^||a=[i^a(a)]l/a

est une norme sur (HM^), et pour cette norme, (HM^) est un espace
de Banach. En effet, soit (S^) une exhaustion canonique de S, telle
que açS^, et soit I\ la frontière de §„; posons

g ( p . a ; S,)=^(/),a).
On a

iL^lim^fl^)!^^^W,=lim - lu
n^oo\2^Jc

a^nV^^;^\</q

n^oo\27Tjcn ôy /

et l'inégalité de Minkowski pour les intégrales entraîne à la limite

'il"+<<!ML+IHIa-
D'autre part, soit (uj) une suite de Cauchy dans (HMgJ ; si nous

désignons par Uj^ la plus petite majorante harmonique de \Uj— u^,
cela signifie que Vj ^(a) tend vers o quand j et k —^ oo ; d'après le
principe de Harnack, Vj /,(p) tend alors vers o uniformément sur

(22) En effet, — == / -COG ds tend vers / —to ds, qui est nul ou >• o selon que
AG Jco ^v Jco ̂

ti) == 0 OU (0 =^= 0.
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tout compact de S. Comme \Uj(p)—^k(p)^ ̂  U-./c(p)* la suite (uj)
converge, uniformément sur tout compact, vers une fonction u har-
monique sur S. Reste à voir que aç(HMJ. Or, en vertu de la
convergence uniforme, on a :

rî '̂ ^ l̂im riu^l-te^^^^limIla.llS;
JCn ^ J^^JCn ' ^ J^^

la meilleure majorante harmonique de \u\y' dans S^ a donc, lorsque
n—>- oo, une limite finie.

Nous considérerons également, après L. Ahifors et L. Sario, les
classes (HB) et (HD) des fonctions harmoniques uniformes sur S qui
sont bornées ou qui ont une intégrale de Dirichlet finie (c'est-à-dire

p /"»
telles que Ds(u)===Jjg]grad u^dc<^ oo). On sait que ce sont égale-
ment des espaces de Banach, si l'on prend comme normes sup |^(p)|
dans (HB), u(ay^\/D(u) dans (HD). P6S

II est évident que (HB) c (HM^) pour tout a. D'autre part, (HD)
est contenu dans (HM^), car la condition Ds(u) < oo signifie que la
mesure de Radon ^ définie par d/ji==|grad u^dc est de masse totale
finie ; or, on constate aisément que ^ est la mesure associée à la
fonction surharmonique — u2 dans la décomposition de F. Riesz ; si
(/.(S) < oo, le potentiel de Green U^ ne peut être identiquement infini,
et par conséquent a^-j-U^ est finie, harmonique et majore u\ donc
<HM,)(23).

Enfin, pour a<?, ona^!^ i - 4 - j u P . donc (HMjD(HMp) . En
particulier, (HM^) contient toutes les classes de fonctions précédem-
ment envisagées. Remarquons à ce propos qu'on peut encore définir
(HM^) comme l'espace des différences dç fonctions harmoniques
positives. En effet, si \u a une majorante harmonique U, on a
u = U — (U — u) ; inversement, si u = u^ — ̂ , avec u^ et u^ harmo-
niques et ;> o, on a : \u <; ̂  -+- u^

Si uç(HMJ, u^ et u~ admettent des majorantes harmoniques
^^^u' et u~=u^ et on a u=u'—a". Cette décomposition de u
en différence de fonctions harmoniques positives possède la propriété
extrémale suivante : pour toute autre décomposition u=z u^ — u^ (u^
et u^ ̂ o). on a a'^ u^ et u"^ u^. Il en résulte que (HM^) est un
espace vectoriel réticulé : si u et v sont deux fonctions de (HM^),

(îa) Cela résulte encore d'une inégalité de R. NEVANLI^NA ([5], p. 6).
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elles admettent dans cet espace une borne supérieure et une borne
inférieure, qui ne sont autres que sup(a, v) et inf(u, v) (24).

Lorsque MÇ(HMJ, (HB) ou (HD), il en est de même de u' et a".
Dans les deux premiers cas, c'est évident. Pour (HD) cela résulte
du lemme bien connu suivant lequel une fonction harmonique dans
un domaine relativement compact G a une intégrale de Dirichlet
inférieure à celle de toute fonction continue dans G, continûment
dérivable dans G sauf sur un nombre fini d'arcs ou de points, et qui
prend les mêmes valeurs sur la frontière de G (25). En effet, soit
uç(HD), (S^) une exhaustion de S, u^ la meilleure majorante harmo-
nique de u^ dans S^. Pour m < n, on a

Ds,«) < Ds,«) <Ds,(a-) < D^(a).

Si m reste fixe et n—^ oo, ceci nous donne Dg^(a')^ Ds(u). d'où
finalement Ds(a') ̂  Ds(^) < oo.

6. Classes (HpM^). — Soit S g un domaine canonique de S, de
frontière Cp. Les fonctions harmoniques uniformes dans S—S^ nulles
sur Oc peuvent également être rangées en diverses classes, selon que
leurs moyennes d'ordre a. sont bornées, qu elles sont bornées, ou qu'elles
ont une intégrale de Dirichlet finie. Nous noterons (H^M^), (H^B), (H^D)
les classes « relatives )) ainsi déterminées. Elles possèdent les mêmes
propriétés que les classes « absolues » : si l'on y introduit des normes
analogues aux précédentes, ce sont des espaces de Banach (26) ; elles
vérifient les mêmes relations d'inclusion : (H^B) c (HJM^) pour
i<oc<p,(H,D)c(H,M,) .

Toutefois, si (HJM^) est contenue dans la classe des différences
de fonctions harmoniques positives s'annulant sur Cp, elle ne se
confond avec cette dernière que lorsque S est une surface hyperbo-
lique ; si S est parabolique, (HJV^) se réduit à la constante o, alors
qu'il existe dans S — S g des fonctions harmoniques positives nulles
sur G,."o-

(24) Par abus de langage, nous noterons encore J la plus grande minorante harmo-
nique d'une fonction harmonique / (c'est — Ç— f))'

(2B) Voir par exemple H. WEYL [i], FATOU ^Fonctions automorphes, Paris, igSl),
S. STOILOW [i].

(26) Pour avoir une véritable norme, il faut ici choisir un point a^ dans chaque compo-
n

santé connexe G, de S — Sç, et poser [|u||a == ^ I.M'C"')] a'
1=1
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Mais cette distinction n'a plus lieu pour a > i. On a en eflet :

THÉORÈME 6. — Soit S une surface de Riemann ouverte, Sp un
domaine canonique de S, u une fonction harmonique dans S—S
nulle sur C^ mais non identiquement nulle. Si pour a > i , |tt|» admet
une majorante harmonique, S est hyperbolique, donc uç(HpM^).

y* î\n
On peut toujours supposer que u vérifie ) — ds= i. Soit alors

U une majorante harmonique_de \u\y' nulle sur C^. et soit S un
domaine canonique contenant S^, et G = S^ — Sp. Avec les notations
déjà employées, on a, en tenant compte de la propriété extrémale
signalée dans le théorème 3 :

Ag< f|<rfyG< fudjo==Ao Ç^ds.
J Ci J Ci J Go ôv

_\__a ôU \aL~i

II en résulte que Aç reste inférieur à — d s } » ce qui
0^ /

implique, comme nous l'avons déjà vu, que S est hyperbolique.

7. Généralisation. Moyennes d'ordre $ ; classes (HM^) et (H^M^).
— Selon une idée de M. R. Nevanlinna [8], on peut généraliser la
notion de moyenne d'ordre a, et la notion correspondante de classe
(HMJ, ou (H(, M^), de la façon suivante. Soit $(<) une fonction
convexe et strictement croissante de la variable réelle positive t, telle
que ̂ (o) ==o (cette dernière hypothèse n'ayant d'ailleurs rien d'essen-
tiel). Pour toute fonction sousharmonique positive u, on sait (27)
que ^(u) est elle-même sousharmonique. Soit alors G un ouvert
annulaire (cf. n° i) d'une surface de Riemann S, a? la fonction
harmonique associée à G, u une fonction harmonique uniforme dans
G. Nous appellerons moyenne de u dans G relativement à <i> (ou
moyenne d'ordre <Ï> de u dans G) la fonction de \ définie, pour
0<^<;A. par

m^)=m^; u)=^-l(f^(\u)dy\

La première partie du théorème 3 ne subsiste pas obligatoirement
pour ce genre de moyennes. Toutefois, la propriété de minimum
exprimée par la seconde partie est encore vraie ; en efiet :

(27) P. MONTEL [i], M. BRELOT (Ac(. Sci. înd., n° i3g, Hermann, 1Q34).
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THEOREME 3 bls. — Soit u une fonction harmonique dans G, nulle sur
y* ?^ïî

CQ, et telle que ^ — ds= i. On a alors m^(\ ; u) ̂  )i, e< l'égaillé ne
Jào ôv

peu< avoir lieu que si u==.^zx, lorsque $(<) n'est linéaire dans aucun
intervalle.

La démonstration est fondée sur V inégalité de Jensen : soit y. une
mesure positive sur un espace compact E,/une fonction ^,-sommable
définie dans E, et <t> une fonction convexe pour toute valeur prise
par/. Dans ces conditions,

Soit alors V\ la meilleure majorante harmonique de |u dans

G(^)==^<^; ona <&(J;,^U^)<J$(U,)(fy=<î>(m^(^

Or, ( lLrfy=^ ( —^ds^\, car en tout point de G,.
Jx=\ À ' JCo ^ * °

ôU^ ou
— — ^ — ; donc m^(X)^>^, puisqu'on a supposé $ strictement

croissante. Enfin, l'inégalité de Jensen ne peut se transformer en
égalité, lorsque/est continue, que si <i> est linéaire dans l'ensemble
des valeurs prises par / sur le support de y. ; par conséquent, si $
n'est linéaire dans aucun intervalle, et si m^(\, u)==^, on doit
avoir |a]==^ sur |a?=:)^ , doncu==±a*.

Soit maintenant S^ un domaine canonique. Si pour tout
S^ 3 S^ m<i»(X, u\ S^—Sç) reste inférieur à une constante ne dépendant
que de S^ (ou encore si ^{\u\) esta moyennes bornées dans S — Sy,
ce qui revient au même puisque lim <î> (<) = 4~ 00) nous dirons

t-^- {- 00 __

que u a ses moyennes $ bornées dans S — Sg.

DÉFINITION. — Nous appellerons (HM^) l'ensemble des fonctions
harmoniques u définies sur la surface S tout entière et qui possèdent
la propriété ci-dessus indiquée pour un (ou pour tout) domaine cano-
nique SQ. Si S^ estjixé, nous appellerons (HJM^) l'ensemble des fonc-
tions harmoniques dans S — Sy, qui s'annulent sur le bord Cy de Sy et
qui ont leurs moyennes d'ordre ï bornées dans S — Sy.

(28) J. V. L. JENSEN [i], p. 186 ; A. ZYGMUND [i], chap. iv.
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En vertu du théorème 4 (n° 3), (HM^) est encore l'ensemble des
fonctions harmoniques u sur S pour lesquelles <î(]i/|) admet une
majorante harmonique. Quelle que soit <î>, on a

(HB)c(HM^) c ( H M ^ ) ;
en effet toute fonction bornée est a fortiori à moyennes bornées,
d'autre part, si ï{\u\) est majorée par la fonction harmonique U, on
a |tt|<;<I)-l(U), et ^"^(U) est surharmonique, donc u admet une
majorante harmonique. Toute fonction de (HM^) est ainsi la
différence de deux fonctions harmoniques positives (dont on peut
toujours supposer qu'elles appartiennent aussi à (HM,^)). Soient
enfin <i> et V deux fonctions convexes et croissantes dans
to<«+oo| ; si (î><V, (HMy)c(HM^); si <î> <V<H>4-^
(A, ^ étant des constantes), (H My)==(HM0).

La classe (H^M^) ne se confond pas en général avec celle des
fonctions a harmoniques dans S—S^, nulles sur C^, et telles que
(tï(|u[) ait une majorante harmonique; il en sera ainsi seulement si
S est hyperbolique (théorème 5). Toutefois cette restriction est
superflue pour une catégorie importante de fonctions 4>. En effet:

THÉORÈME 66". — Soit ^Çt) une fonction croissante et convexe
(]VA

pour t > o telle que lim —1 ==-+-00. Soit S une surface de
i •>• -4- oo t

Riemann, Sy un domaine canonique de S. S'il existe dans S — S une
fonction harmonique u nulle sur C^ et telle que ^(\u\) admette une
majorante harmonique, la surface S est hyperbolique, et yç(H^M^).

La démonstration est la même que celle du théorème 6, et utilise
la propriété extrémale exprimée par le théorème 3 bis.

Remarque. — En général, (HM(^) n'est pas un espace vectoriel.
En effet, si u et v sont harmoniques sur S et telles que ^([ul) et
<Ï>([v|) soient des majorantes harmoniques, il n'en résulte pas
forcément que $(|a-|-^|) en admette une. Supposons par exemple

que S soit le demi-plan ^z>o|, et que a==-log^j, ^(1)=^.

Il est facile de voir que e^ ̂  V 2 âl^^2), donc que

^"i^vsr^r^2)-^<v.[^^)+^^

mais e2" (et a fortiori e2!"!) n'admet pas de majorante harmonique
dans le demi-plan, car s'il existait une fonction h(z) harmonique
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h(z)
dans {S{z > o? et supérieure à \z\, -^— tendrait pour z—^- oo, sur tout

rayon arg^ = 6(|e | < 7 r), vers cr^inf-.7 (théorème de Julia-
\ ^ y »jt2'

Carathéodory, sous la forme donnée par Landau et Valiron[i]), ce
i i . \2 I

qui est absurde, puisque ̂  = ̂ -

Pour que (HM^) soit un espace vectoriel, il suffit que

0(2<)<A.^)

pour t assez grand, puisque $ est convexe. Dans le cas général, on peut
considérer à la place de (HM^) l'espace vectoriel (HM^) engendré
par (HM^) ; c'est encore l'ensemble des fonctions harmoniques u
sur S pour lesquelles il existe une constante p -=f=^ o telle que
p<HM^).

8. Interprétation des fonctions de (HM^) au moyen de l'unifor-
misation ('29). — Soit S une surface de Riemann ouverte, S son revê-
tement universel. Sauf en deux cas exceptionnels (surfaces paraboliques
simplement ou doublement connexes), S est une surface de Riemann
hyperbolique, qu'on peut identifier au cercle unité | z\ << i \. Nous
supposerons cette identification faite une fois pour toutes, et nous
appellerons p(z) la projection de zçS sur S. Les automorphismes T
du cercle unité qui satisfont à l'équation fonctionnelle jo(Tz) === p(^)
forment un groupe proprement discontinu Ç de substitutions linéaires,
dépourvu de substitutions elliptiques, et les fonctions harmoniques
(resp. analytiques) sur S correspondent d'une façon biunivoque
aux fonctions harmoniques (resp. analytiques) dans j | z | < ^ i ^
automorphes par rapport au groupe fî. Si Mç(HM(^)s, il est clair que
a(^(^))ç(HM0)â; réciproquement, si v est une fonction harmonique
dans S, automorphe par rapport à Ç, et telle que ^(l^l) admette une
majorante harmonique, V=<ï)(|v|) est elle-même automorphe (car
V(Tz) ^V(z) pour toute Tç(J), de sorte que la fonction harmonique
sur S à laquelle est associée v appartient à (HM^)s. Or, on sait

que si lim —— == -4- oo, (HM^)s est la classe des fonctions harmo-
i-^w t

(29) Cf. R. N E V A M . I N N A |8].
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niques représentables par une intégrale de Poisson-Lebesgue

(1) ^^ïT'̂ ^^)^ '̂
avec /çÏ^. Pour que la fonction (i) soit automorphe par rapport
à fî, il faut que / le soit, c'est-à-dire que /(T^zzzzfÇ^) presque
partout, pour toute Tçfî (en posant arg^e^r^Tç, pour simplifier

les notations). Si lim—^^-l-00' on P611^ remplacer $(<) par t\t>
la fonction uÇpÇre^)) est alors représentable par une intégrale de
Poisson-Stieltjes

(2) ^"rTr^^^)^ '̂
où ^ est une mesure vérifiant rf;^(T(p) = —-—s/ • rf^(ç) pour toute Tçfî.

CÎG)

2. Fonctions harmoniques positives et frontière idéale.

9. Comparaison des classes (HM^) et (HçM^). — II est intéres-
sant de savoir si les espaces de fonctions harmoniques à moyennes
bornées (resp. bornées, à intégrale de Dirichlet finie) dépendent
des propriétés de S « à distance finie » ou ne dépendent que des
propriétés de la surface «au voisinage de la frontière idéale )). Ceci
nous amène à comparer les classes (HM^) et (HjM^). Nous avons à
ce sujet le théorème suivant :

THÉORÈME 7. — Soif S sur une surface de Riemann hyperbolique,
et Sy un domaine canonique de S, de frontière Cp. Il existe entre les
fonctions harmoniques positives sur S et les fonctions harmoniques
positives dans S — Sp nulles sur G^ une correspondance biunivoque,
linéaire, continue, croissante, et qui conserve la propriété pour une
fonction harmonique d'être bornée, d'avoir ses moyennes d'ordre <I>
bornées, ou son intégrale de Dirichlet finie. Cette correspondance se
prolonge aux différences de fonctions harmoniques positives ; elle
applique (HM^) sur (HyM^). En particulier, les espaces de Banach
(HMJ et (H,MJ [resp (HB) et (H,B), (HD)e< (H,D)] sont isomorphes.

Démonstration. — Soit u une fonction harmonique positive sur S ;
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nous lui associerons la fonction ù == u — H^ ~ so, qui est nulle sur C^
et qui vaut en quelque sorte a à la frontière idéale, puisque la solu-
tion du problème de Dirichlet extérieur y est associée à zéro. Si
(S^) est une exhaustion canonique de S, telle que S^ D Sç, h est
d'ailleurs la limite de la suite décroissante (H8""80), en notant Uon

\ Q, n / *

la fonction définie sur C^ u Cp qui vaut u sur C^ et o sur C^. à est
encore la plus grande fonction harmonique (ou sousharmonique)
dans S — Sp, nulle sur Cp, qui minore u.

Inversement, soit v une fonction harmonique positive dans
S—SQ s'annulant sur C^. On sait que la fonction (v, o) égale à v
dans S — So et à o dans S^ est sousharmonique sur S ; nous allons
voir que sa plus petite majorante harmonique v existe, c'est-à-dire
que la suite des fonctions î^r^H8" a une limite finie quand n—>- oo.
Soit on la mesure harmonique de C,, par rapport à S^— S^ ; comme
S est hyperbolique, (x)===lim Q)^ est > o au moins dans une compo-
sante connexe de S—Sp. Une double application de la formule de
Green (à v^ et o^, puis à v et o^) nous conduit aux égalités suivantes,
dans lesquelles y désigne la normale intérieure à S^ — SQ :

r Ô(A). , r ^tùn, r ^n 1v—ds-^ v—ds= —cfe==o,
JCo ^ Jc^ ^ JCn<^

puisque ^ est harmonique dans S^ ;

r ô^, r ô v , r^,( v—nds= ( —ds=— —ds.
JG^ ^ Jcn^ JCo^

Mais v^=v sur C^; par conséquent, ( Vn-(ùnds= \ —ds=Cie.
JCo ^ Jco^

Comme Vn > o si v=^o, et o^-^^-^sur C , avec o < -^ sur
ôî/ ôv ôy

/-» ^
une composante connexe de C. au moins, ( v^ds est bornée, de

r JCo ^

sorte que v^ ne peut tendre vers -l- oo uniformément sur tout
compact (30).

(30) On peut également définir v au moyen du procédé alterné de SCHWARZ. Soit
S^So. Si VQ= v,Wn== H8^^ , Vn = u+H^-So, on voit à l'aide d'un lemme de
SARIO ([3], lemme a)_que les suites (y^) et (wn) convergent uniformément, la limite étant
la même dans Sç — Sp. La fonction harmonique ainsi définie sur S majore (u, o) mai»
est inférieure à toute majorante harmonique de cette fonction , c^est donc v.
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Les applications u —>- à et v —>- v sont visiblement additives et crois-
santes ; nous allons montrer qu'elles sont biunivoques et réciproques
l'une de Vautre. Il suffit pour cela d'établir que h=^u et v==v.
Tout d'abord, v ̂ v entraîne v<^^ v, donc v -=v\ si ̂  =.v—v,
on a v-}-v^=:v-{-v^^=v, d'où ^==0 et î^==o; ainsi ^==v.
D'autre part, ù ̂  u, car u majore (d, o) ; ce qui précède montre que
ù-=ù, donc (^— u)°==o. Or d==o implique a==o, car cela équi-
vaut à y==:Hl~~ yo, et u, définie sur S tout entière, ne peut être associée
à zéro à la frontière idéale que si elle est identiquement nulle (théo-
rème i). Par conséquent, h==u.

Si u (resp. v) est bornée, h (resp. v) l'est également, et a même
borne. Si ^Çt) satisfait aux conditions du début du n° 7, et si ^(u)
admet une majorante harmonique U, <î>(û) est majorée par Ù ; inver-
sement, si ^Çv) est majorée par V nulle sur C^, on a

^^(vx^-^v);
cette dernière fonction étant surharmonique et positive,

(^oX^-^V)

entraîne v < ̂ -'(V), ou <f)(iî)<V. Enfin, si Ds(^) < 4-oo,
Ds-so(â) est également <^-}-oo, et réciproquement; on a plus
précisément, en posant M == max a :

Co

(i) Ds(a) < Ds_-so(&) < Ds(«) + M^s-SoM.
Nous supposerons tout d'abord que S est un domaine canonique
d'une autre surface de Riemann S*. Soit G la frontière de S ; u=à
sur G, tandis que & < ; u < ^ & 4 - M ( i — œ ) dans S—S^ (ceci est
d'ailleurs vrai quelle que soit S). On en déduit que sur G

où ou ô& -.ÔG)
— < — < — — M—
w ôv ôv w

r\ T\ / \ r ^j ^ / ° \ r o ô y , r ôar\ T\ / \ r ^j ^ / ° \ r o ô y , c ôa,Or,Ds^)==— u--rfs,Ds-so(^)==— u—ds=— u—ds.Je ^ v / JG-+-CO ^ Je ôvOr,Ds^)==— u--rfs,Ds-so(^)==— M—c?5=— u—
Je ^ v / JG-+-CO ^ Je ôv

On a donc, puisque a > o,

Ds(^) < Ds_so(&) < Ds(u) — M F u^dsDs(^) < Ds_so(&) < Ds(u) — M F u^ds

=Ds(u)+M f ^rf5<Ds(u)+M2 f^. C. Q. F. D.
JCo ôî/ Jcw

Lorsque S est quelconque, on applique (i) aux domaines d'approxi-

r ôù)=Ds(u)+M u-rf5<Ds(u)4-M2
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mation S^, et on voit sans peine que la double inégalité est encore
vraie à la limite.

La correspondance u—^ù s'étend de manière évidente aux diffé-
rences de fonctions harmoniques positives, et ne cesse pas d'être
biunivoque (car si ù^=ù^ u^=u^ et si v^=v^ v^=v^). Elle
applique (HM^) sur (H^M^), puisque ^(HM^) équivaut à !y[ç(HM^),
et que la propriété est vraie pour les fonctions positives ; c'est donc
un isomorphisme algébrique de (HM^) sur (H^M^) (resp. de (HB)
sur (H^B), de (HD) sur (H^D-)). Nous allons voir que c'est même
un isomorphisme d'espaces normes. Pour cela, il suffit, d'après un
théorème de Banach (31), de montrer que c'est une application
continue. Or, quand S—S^ est connexe, c'est évident, parce que
11^1 la ̂  1 M la sl ^es deux normes sont définies à partir du même point
açS —S^ ; dans le cas général, il existe donc une constante K^ telle
que [ j û j i ̂  KJ \u\ \^ ; pour les fonctions à intégrale de Dirichlet finie,
la définition de \\u\\o e^ les inégalités (i) montrent qu'on a encore

^!D<KD[ |a | |D .

REMARQUE i. — L'application u-^ù est également bicontinue
sur toute boule de (HM^) ou de (H^M^) pour la topologie de la conver-
gence uniforme sur tout compact.

En effet, une boule de (HM^) est compacte pour cette topologie (32),
et u—^ù, qui est biunivoque et visiblement continue, d'après la
formule ù==u—H^"80, est alors un homéomorphisme de la boule
sur son image. En particulier, si une suite de fonctions positives
î^ç(H^M^) converge uniformément sur tout compact vers v, v^ tend
vers v, puisqu'une suite convergente de fonctions harmoniques est
nécessairement bornée sur tout compact.

REMARQUE n. — Soient S^ et S^ deux surfaces de Riemann hyper-
boliques, V^ (resp. V^) un «cercle» de S^ (resp. S^), et Sg la surface
de Riemann symétrique de S^ (c'est-à-dire définie par le paramétrage
conjugé). On peut raccorder S^ et S^ en une surface de Riemann S,

(31) S. BANACH, Théorie des Opérations linéaires, Warszawa, 1982, chap. in, théorème
5, p. 4l. L'inégalité || (B/ |[a^- ky, \\ u\\^ peut d'ailleurs se démontrerau moyen de la formule
de GREEN.

(32) En effet, les fonctions de (HM^) qui vérifient \u | (a) ̂  M sont bornées dans leur
ensemble sur tout compact, d'après le principe de HARNACK. D^autre part, si UQ est limite
uniforme sur tout compact d'une suite (ou d'un filtre) de telles fonctions u,.il existe une
suite partielle (ou un filtre plus fin), pour laquelle |u | converge, de sorte que |uJ existe,/\
et que \u^\ (a) <^ M.
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telle qu'une courbe simple G la morcelle en deux domaine G^ et G^
conformément équivalents l'un à S ^ — V ^ , l'autre à S ^ — V ^ . Le
théorème précédent montre alors que (HMJs est la somme directe
de deux sous-espaces isomorphes à (HM^)s^ et(HM^)§., respectivement.
Par exemple, à partir d'une surface hyperbolique pour laquelle (HM^)
est de dimension i, on peut obtenir des surfaces telles que dim (HM,,)
soit un entier quelconque.

10. Frontière idéale. Frontière de Martin. — Le théorème 7 nous
amène à chercher une définition plus précise de la frontière idéale
d'une surface de Riemann hyperbolique S, afin que la connaissance
de cette frontière nous renseigne sur les classes de fonctions
harmoniques positives sur S. D'une façon générale, il estavantageux
de considérer la frontière idéale non plus globalement comme nous
l'avons fait jusqu'ici, mais comme un ensemble F de points-frontière
idéaux, dont l'adjonction à S donne un nouvel espace topologique
S (qui ne sera pas forcément l'espace sous-jacent d'une autre surface
de Riemann). Les éléments-frontière peuvent être définis de diverses
manières : comme limites « idéales )) de filtres sans point adhérent
sur S, ou plus particulièrement par complétion de S pour une
structure uniforme compatible avec la topologie de S, ou par
immersion de S dans un espace compact E tel que la topologie
induite sur S par celle de E coïncide avec la topologie de S ; dans
ce dernier cas, S est l'adhérence de S dans E, et r===S—S est la
frontière de S dans S, puisque S, localement compacte, est ouverte
dans S (33).

Ainsi posé, le problème d'ajouter à S une frontière idéale est
susceptible de nombreuses solutions. On peut prendre par exemple
F === [ A J , où A est le point à l'infini d'Alexandroff(34) ; c'est ce qu'on
fait implicitement lorsqu'on considère la frontière idéale de façon
globale, sans la différencier en points. M. Brelot(35) a montré qu'au
moyen de ce point A on peut ramener la solution du problème de
Dirichlet extérieur à celle du problème de Dirichlet ordinaire.

Les méthodes précédentes conduisent également à la frontière
idéale de Kerekjarto-Stoïlow(36), dans laquelle chaque point-frontière

(33) N. BOURBAKI, Top, yen., I, § îo, propos. 12.
(3*) Ibid.. § 10, th. 4.
(3B) Cf. M. BRELOT [^] pour l'espace R", et M. BRELOT et G; CHOQUET [i] pour un

espace de Green.
(36) B. VON KERÉJA.RTÔ [i], et S. STOILOW [i].
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est défini par un filtre sans point adhérent ayant une base formée de
domaines «non compacts» à frontière compacte. F est alors un
ensemble totalement discontinu, et S est connexe et localement
connexe.

Mais toute définition purement topologique de la frontière idéale
présente l'inconvénient de ne pas tenir compte de la « force )) de la
frontière (37), c'est-à-dire de la plus ou moins grande abondance des
fonctions harmoniques ou analytiques de catégories données au
voisinage de la frontière ou d'une de ses composantes. C'est ainsi par
exemple qu'elle ne permet pas de distinguer la frontière idéale du
cercle unité de celle du plan complexe fini, alors que la première de
ces surfaces est hyperbolique et la seconde parabolique.

Pour obtenir une réalisation ponctuelle de la frontière idéale qui
soit satisfaisante à ce point de vue, il nous faut faire appel à la topo-
logie de R. S. Martin (38), qui introduit des éléments-frontière définis
par les fonctions harmoniques elles-mêmes. Ce procédé conduit à
une représentation intégrale des fonctions de (HM^) dans laquelle
chacune d'elles est associée de manière unique à une mesure de Radon
sur F portée par un sous-espace 1̂  de F. La méthode et les démons-
trations de R. S. Martin s'étendent sans modification aux surfaces de
Riemann hyperboliques, lorsqu'on dispose des résultats du chapitre
précédent concernant le problème de Dirichlet extérieur et le balayage ;
aussi n'en rappellerons-nous que les grandes lignes.

Soit donc S une surface de Riemann hyperbolique, a un point
fixe de S, et soit K(p, q) la (( fonction de Green normalisée » de pôle

ç, définie pour q^a par K(jo, 9)=='9^—^; si q=a, on pose
J \ f i }

K(p, a)=o lorsque p -=^ a, et K(a, a)= i . Pour ççS, ces fonctions
forment une famille F normale dans S—1°^(39)» donc relativement
compacte dans l'espace Ê,==C°^S—\a\, R^.) des fonctions continues
sur S—{ a }^ à valeurs dans [o, -4-00]' muni de la topologie de la
convergence compacte. Or, F est homéomorphe à S, car si l'on pose
fn{p)=^{P' î)» l'application biunivoque q-^fq de S sur F fait

(37) Cf. L. SARIO [2], Introduction.
(38) R. S. MARTIN [i]. Voir aussi J. DENY [ï], M. BRELOT [7]. Dans la suite Pindice

supérieur ML) indiquera que les notions correspondantes sont prises dans la topologie de
MARTIN. Par exemple, A1 ) sera Padhérence-MARTiN de A (dans S).

(39) L'ensemble des valeurs prises par les fonctions K(p, q) est le segment fermé
|o, -j- oo ] ; Péquicontinuité des K(p, q) est relative à cet espace de valeurs ; elle équi-
vaut à Péquicontinuité au sens ordinaire des fonctions e — ^ P ' l ) .
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correspondre au voisinage ^K(g^,ç)>)^ de ç^çS l'ensemble des fq
telles que /^(ç^) > ^, qui est un voisinage de fy dans le sous-espace
Fde^( 4 0 ) .

Si l'on identifie S et F, on peut prendre comme frontière idéale
de S l'ensemble F — FfF étant l'adhérence de F dans C^) ; chaque
élément-frontière idéal s^T est donc défini par une fonction harmo-
nique positive K(jo, s), limite uniforme sur tout compact de fonctions
K(p, y), pour des ççS (et dont on dira justement qu'ils tendent vers
^). La fonction K(jo, r) est donc définie pour pçS et rçS==S u F;
elle est harmonique en p pour r fixe (et =^= a), et continue en r pour
p fixe (puisque obtenue en prolongeant K(p, q) par continuité). On
peut remarquer que la structure uniforme S est métrisable (par

exemple, par la distance §(r,, r,) == sup —, V J > — L / — —————2— »
_ v ! '/ pe§ i -4- ̂  r!) i -4- HP' ^)

r^ et r^çS), ce qui permet de définir F également par complétion:
on appellera suite déterminante d'un élément s^T une suite de Cauchy
dans S (munie de la structure uniforme induite) qui a pour limite 5.

Soit maintenant u une fonction harmonique positive sur S et A
un compact de S. L'extrémale u^Çct. chap. n, n° 12), associée à
zéro à la frontière idéale, est un potentiel de Green ; elle peut donc
se mettre sous la forme u^Çp)=i f K(jo, y)^A(ç)' ou ^A est une
mesure positive portée par la frontière de A, et de masse totale
u^Ça)^uÇa). Lorsque A tend vers S, iiy tend vers u, et ^, consi-
dérée comme mesure de Radon sur S, a au moins une limite vague
;^, portée par F; on a ainsi u(jo)== j KÇp, a)du.Çs). Il peut exister
plusieurs mesures positives y, sur F qui vérifient Fégalité précédente,
mais R. S. Martin a montré qu'il y en a toujours une et une seule
(dite mesure canonique associée à a) qui ne charge que l'ensemble F^
des points minimaux (on dit qu'un point s^T est minimal si K(p, s)
est une fonction harmonique minimale, c'est-à-dire si toute fonction
harmonique positive qui la minore lui est proportionnelle (41)) ;
lorsque ^ est la mesure canonique associée à u, J K(p, s)dy.(s) est
appelée la représentation canonique de u. La possibilité d'une repré-
sentation intégrale et l'unicité de la représentation canonique s'étendent

(40) Cf. N. BOURBAKI, Top. GAI., X, § a, propos. 7.
(41) Réciproquement, toute fonction harmonique positive minimale est une fonction-

K(jo, s) (MARTIN, loc. cit.).
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de façon évidente aux fonctions de (HM^) ; on notera que l'ordre
des mesures canoniques est le même que celui des fonctions, puisqu'à
urïe fonction positive est associée une mesure positive : (HM^) est
isomorphe à l'espace vectoriel ordonné des mesures canoniques.

Lorsque S est un domaine relativement compact d'une autre
surface de Riemann S * , et que sa frontière G par rapport à S * est
très régulière, on peut idendifier la frontière de Martin r à C (cf.
de la Vallée Poussin [i], et J. Deny (loc. cit.)) ; si 5çC, la fonction

associée est K(p, s)=\ / ' | * Mais si la frontière
L 02^ / ôî^ J^,

de S est quelconque, il n'en est plus de même ; on sait du reste que
deux domaines plans conformément équivalents peuvent avoir des
frontières très différentes (par exemple, un domaine dont la frontière
est totalement discontinue peut être appliqué sur un domaine
borné (42)). Si S est simplement connexe, les éléments-frontière de
Martin coïncident avec les bouts-premiers ; d'une façon générale, la
frontière de Martin apparaît comme la « frontière conforme )) de la
surface de Riemann S. Aussi est-ce à elle que nous réserverons dans
la-suite la notation F et le nom de frontière idéale (43).

11. D'autre part, le théorème 7 nous montre que la frontière de
Martin d'une surface de Riemann S ne dépend pas de la surface tout
entière, mais seulement de l'extérieur d'un compact (d'ailleurs arbi-
traire) de S : si l'on peut trouver, sur deux surfaces de Riemann S*
et S2 des domaines canoniques S^ c S1 et S2 c S2 tels que S1 — S^ et
S 2 —S 2 soient en correspondance biunivoque et conforme, S1 et S2

ont même frontière de Martin. Cela résulte de la proposition plus
générale suivante :

Soit SQ an domaine canonique d'âne surface de Riemann hyperbo-
lique S ; soient G^(i ̂  i ̂  m) les domaines composants de S — S y , et
soit 0e0 la frontière de G^ dans S. La frontière de Martin Y de S est
la réunion d'ensembles fermés disjoints Y^dont chacun est homéomorphe

(42) Cf. L. AHLFORS et A. BEURLING [i], remarques finales.
(43) II est à remarquer que la frontière de MARTIN ne dépend qu'en apparence du point

a choisi sur S. En effet, si on remplace a par 6, on obtient comme limites de fonctions de

GREEN normalisées les fonctions K(>(p, s) ==—a{-^1--!L). L'espace topologique F est donc
Ka(6, s)

indépendant du point a. Si [j.a est la mesure canonique associée à u, lorsque le point de
référence est a, on a dy.h(s) = Ka(b, s)dy.a(s), de sorte que la mesure K^JD, s)dy.a(s) ne
dépend pas de a.
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à la partie I^0 de la frontière de Martin de G; qui nest pas identi-
fiable à C(?.

Remarquons d'abord que les résultats du théorème 7 et de la
remarque i qui le suit s'étendent aux fonctions harmoniques positives
sur S régulières sauf en des singularités isolées (il suffit d'appliquer
ce théorème à la surface obtenue en ôtant de S ces singularités). Par
exemple, si ççS — S^, g ( p , q) se trouve ainsi définie par

^,9)-H^.|5(p),

et est égale, comme nous l'avons vu plus haut, à la fonction de
Green de pôle q de S — S^ ; elle est donc nulle dans tout G^ ne conte-
nant pas q. Si (^) est une suite déterminante d'un élément s^T,

^(P* Çn)^' ' tend vers K(p, s), puisque K(p, q^) tend vers
l7\ f l l l / Q

K(p, s) uniformément sur tout compact. Or, K(p, q^)==.o .si p
n'appartient pas à la composante connexe de q^ dans S—S^ ; par
conséquent, les points q^ appartiennent au même domaine G^ à partir
d'un certain rang, car s'il y avait deux domaines G, contenant une
infinité de q^ K(p, s) serait identiquement nulle, donc aussi K(p, s),
ce qui est absurde, puisque K(a, s)== i.

On en déduit que, pour i ̂ J, G^119 n G^ == ̂  (sans quoi il existerait
un 5çF qui aurait une suite déterminante dans G( et une autre dans
Gj) ; si l'on pose r^^^FnG^1 0 , (r,)^,^ constitue une partition
de F en ensembles fermés disjoints (qui sont donc ouverts dans F).

Si nous appliquons ce qui précède à un domaine G(, nous voyons que
la frontière de Martin de la surface de Rremann G^ se décompose en
deux ensembles fermés disjoints, dont l'un est homéomorphe à C^;
nous appellerons l'autre I^0. Soit alors (ç^) une suite déterminante
dans S, qui tend vers ^çF,; nous supposerons que tous les q^ sont

0_

dans G,, ainsi que le point a. Comme ' - ' , = o n- tend vers
^ 4 9^qn) K(a,^)
^ v' — , on voit que (ç^) est également une suite déterminante dans
K(a, s)
Gp et qu'à l'élément-frontière s^î\ correspond un élément-frontière

0

^çF^, défini parla fonction o • Inversement, on peut voir, par
K(a, s)

un raisonnement tout à fait analogue, que toute suite déterminante
dans G( qui ne tend pas vers un point de 0e0 est une suite détermi-
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nante dans S, et qu'à tout ^'çF^ est associé un élément s de JT\. La
correspondance biunivoque ainsi établie entre F, et F^ est visiblement
bicontinue ; on peut identifier ces deux ensembles.

Plus généralement, soit D un domaine de S. On peut définir la
« frontière idéale de D relativement à S » (au sens de Martin) par
F(D)=: F n D^1 ; c'est un sous-ensemble fermé de F, qui est vide si
D est relativement compact, et qui est également ouvert dans F,
d'après ce qui précède, si D est «non compact», mais à frontière
compacte.

Revenons alors à la frontière idéale de Kerekjarto-Stoïlow ; soit
a un élément de cette frontière, défini par une base de filtre 3) (a)
formée de domaines « non compacts )) à frontière compacte. Nous
poserons F(a)=: | | F(D) ; comme [ j D = ^ , on a aussi F(a)

__. D6^)(«) D63X«)
= = | j D * . La première égalité montre que F(^) est l'intersection

D€$[<a)

d'ensembles à la fois ouverts et fermés dans F ; la dernière, que F(a)
est connexe. Il en résulte que F(a) est une composante connexe de
F. En outre, si a=^ [j, F(a) n F(p)=^, car on peut toujours trouver
D^ii)(oc) et D^3)(p) tels que D, n D^^'4), ce qui entraîne, comme
nous l'avons vu, que D^ n D^r^^. La frontière de Kerekjarto-
Stoïlow est donc l'espace quotient de F par la relation d'équivalence
dont les classes sont les composantes connexes de F.

12. Si a est un élément de première espèce, c'est-à-dire si 3)(a)
contient un domaine quasi simple D, le théorème de représentation
conforme de Kœbe (4R) permet de prolonger S en une surface de
Riemann S' pour laquelle l'élément-frontière a a disparu : F(a) est
ainsi identifiable à la frontière de Martin du complémentaire d'un
compact du plan complexe. En particulier, si <x est isolé, on peut
choisir D doublement connexe, de sorte que F(oc) se réduira à un
point isolé si D est parabolique, et sera homéomorphe à une courbe
simple fermée si D est hyperbolique (on dira que a est parabolique
dans le premier cas, hyperbolique dans le second).

Considérons maintenant la surface de revêtement universel S de S,
et le groupe automorphe fî correspondant (nous supposerons que S est

(u) En effet, si (Sn) est une exhaustion canonique de S, on peut toujours prendre pour
3)(a) un ensemble de domaines composants d'ouverts i Sn cf. STOILOW [ï], p 87).

(4S) KŒBE [ï]. Voir aussi FATOU (Fonctions automorphes, Paris, iQSi), etc...
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le cercle unité { z\ < i }, cf. n° 8). On sait(46) que les éléments-fron-
tière isolés de Kerekjarto-Stoïlow sont associés de façon biunivoque
aux classes mod fî de points doubles de substitutions paraboliques,
s'ils sont paraboliques, aux classes d'arcs complètement réguliers
de \\z = i |, s'ils sont hyperboliques (un point-frontière de S est dit
régulier si 6 y est encore proprement discontinu et un arc ouvert
de \\z =. i \ est dit complètement régulier si tous ses points sont
réguliers et si ses extrémités sont les points doubles d'une même
substitution hyperbolique de Ç).

Plus généralement, nous allons montrer qu'à toute classe de points
réguliers de i\z\ === i L et à toute classe de points doubles de substitutions
paraboliques, correspond un point-frontière de Martin. Nous utiliserons
pour cela le lemme suivant, dans lequel g(z, Ç) et K(^, Ç) désignent
la fonction de Green et la fonction de Martin relatives à S (47) :

LEMME. — Soit ^ un point-frontière du cercle unité. Pour
o <^ Q <^r << i , il existe une constante A, ne dépendant que de r et p,
telle que pour z < i , z—Çj > r, ̂  |Ç|< i, [^—^\< ? on ait.

(i) K(z,Q<A.^,o).

Si CQ est un point régulier, il existe un voisinage de ^o dans S
où la fonction p(z) (projection de S sur S) est univalente ; pour z
donné, on pourra supposer, en restreignant au besoin ce voisinage,
qu'il ne contient pas les points Tz(TçÇ). Comme g{p{z), pÇo))
==S9(T2. o)<+oo, la série (2) ^ K(Tz, ?:), où z est fixé,

T6(^ T€Ç

converge uniformément en *C pour [^ <^ i e t ]^—*CJ assez petit, d'après
(i);elle représente donc une fonction harmonique de z. Lorsque]^ -< i

K(Tz 'Qon a (3) ^——>-^—=K(p(z), D(Û), si l'on prend pour a le pointv K(T(o), 0 ^ ^
p(o\ Si Ï-^ÏQ, la fonction (3) converge simplement (donc unifor-

T.'/rp y \

mément sur tout compact de S) vers ;——'-0— , donc p(î) tend
K(T(o),Ç,)

(4G) Cf. K.ŒBE (Acta Math., 40, 1916, p. 200), L. BIEBERBACH ÇLe.hrbnch der Fimk-
tionen-theorie, lly Berlin, 1927), G. J U L I A ÇLeçons sur la représentation conforme des
domaines iniiltiplement connexes, Paris, 1984) pour les domaines plans, M. OHTSUKA [l^
pour les surfaces de BIEMA^.

(47) Ce lemme se rattache aux considérations de M. BRELOT [8] sur l'activité de la fron-
tière. Nous la démontrerons plus loin sous une forme plus générale (n° 17, inégalité i).
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vers un point-frontière de Martin s(t^). De plus, le même raison-
nement montre que si [î|== i et ï—^So, sÇÇ) tend vers s(^o). Enfin, si
Ç appartient au même arc régalier que Ç^, et n'est pas équivalent à Ç^
suivant G, sÇ^^sÇ^), car l'inégalité (i) permet encore de voir que
K(jo(z), sÇÇ)) reste bornée quand ^—^o. Il en résulte que les s(^)
associés aux points d'un même arc régulier forment un sous-ensemble
de P homéomorphe à un arc de courbe simple.

Si ^ est le point double d'une substitution parabolique T^ (dont
nous supposerons qu'elle engendre le sous-groupe ^ des sub-
stitutions paraboliques de G ayant pour point double Çg), on a
(4)^(^2', ^)=:1^(2, ^). La série (2) ne converge plus, mais il suf-
fira de considérer la série (5) i K(Tz, 2^), où Vo est un ensemble de

TÊ^ê
substitutions linéaires ayant un représentant et un seul dans chaque
classe à droite module fî^ Or, la série (5) converge, car si z est
donné, on peut toujours choisir 3€ de façon que Tz reste hors d'un
voisinage de ÇQ, lorsque Tç3'6. La fonction harmonique représentée
par (5), automorphe d'après (/i), est une fonction harmonique
minimale de p ( z ) , donc définit un point-frontière de Martin, dont on
vérifie aisément qu'il est isolé.

4. — Application à la Classification

13. Classes absolues. — Nous allons maintenant appliquer des
résultats du début de ce chapitre à la classification des surfaces de
Riemann, en définissant de nouvelles classes et en examinant leurs
relations avec celles que nous connaissons déjà(48). Nous commen-
cerons par les classes «absolues», c'est-à-dire définies au moyen de
fonctions harmoniques sur la surface entière. Dans tout ce qui suit,
4> désignera une fonction convexe et strictement croissante dans
[o, -|- oo [, et y. un exposant ̂  i.

DÉFINITION i. — Nous dirons qu'un surface de Riemann S appar-
tient à la classe ÊHM^ (resp. (?nMa, ^?HB» <°HD) si toute fonction harmo-
nique uniforme qui a ses moyennes d'ordre $ bornées sur S {resp. qui
a ses moyennes d'odre ac bornées, qui est bornée, qui a une intégrale de
Dirichelet finie) est constante, autrement dit si (HM^) Çresp. (HM^),
(HB), (HD)), est de dimension i.

l°HMi est encore la classe des surfaces de Riemann sur lesquelles

(48) Voir SARIO [2].
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toute fonction harmonique positive est constante. D'après le critère
cThyperbolicité de Brelot, (chap. n, n° a), toute surface parabolique
possède cette propriété, de sorte que (^ c e^, (49) ; d'autre part, on
a vu plus haut que (HB) c (HM^) c (HM^) pour toute fonction <i> du
type indiqué, et que (HMJ D (HMp) pour a < p. et (HD) c (HM,),
donc (°HM, c ÊHM^ si a < p, et ÊHM, c (°HD.

Il est clair que <ï> et kï -4- / (k et / constantes) définissent la même

classe de surfaces ; en particulier, si lim —^ < -\- oo y (°HM == (°HMr
(^--1- oo t <t>

14. Classes « relatives ». — A chaque classe « absolue » on peut
associer une classe relative définie de façon analogue, mais à partir
de fonctions qui n'existent que dans un voisinage de la frontière
idéale, et qui s'annulent sur le bord de ce voisinage.

DÉFINITION 2. — Soit S une surface de Riemann, S^ un domaine
canonique de S, de bord C^. On dira que S appartient à la classe
((relative)) ÊHoM (resp. 61̂  CM, 6^) si l'espace vectoriel (H,M^)
(resp. (HJM,), (H^B), (H^D)) est réduit à [o^ c'est-à-dire si toute
fonction harmonique^dans S — S^ nulle sur C^ et à moyennes d'ordre $
bornées dans S— Sg (resp. à moyennes d'ordre a bornées, bornée, à
intégrale de Dirichlet jînie) est identiquement nulle.

Les théorèmes 5 et 7 montrent que cette propriété ne dépend
pas du domaine S^ choisi. Plus précisément, le théorème 5 est équi-
valent au suivant :

THÉORÈME. — Les classes relatives CiioM^ ÊnoB» G^D sont identiques
à la classe (^ des surfaces de Riemann paraboliques.

COROLLAIRE. — Les classes relatives sont contenues dans les classes
absolues correspondantes.

Cela peut d'ailleurs se voir directement, car MÇ(HM^). implique

^-H^XH^).
Remarquons que le théorème précédent ne serait plus vrai pour

^HoMi» si l'on avait défini (HpM^) comme l'espace vectoriel des fonctions
harmoniques dans S — Sp nulles sur Cç et telles que u\ admette une
majorante harmonique.

Revenons aux classes absolues. Si S^CHM^ deux cas se présentent :
ou SÇ(°Q, et (H^M^)=|o|, ou S est hyperbolique, et, en vertu du

(49) Cette inégalité est due à P. J. MYRBERG [i].
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théorème 7, (H(,M^) est isomorphe à (HM^), donc est de dimen-
sion i. Dans les deux cas, si o est la « mesure harmonique de la
frontière idéale » par rapport à S—S,,, (H^M^) est Pensemble des
fonctions ku, où k est une constante réelle. Nous sommes ainsi
conduits aux critères suivants, donnés par R. Nevanlinna [6] et
L. Sario [4] pour ÊHB et (°HD-

CRITÈRE ï (Nevanlinna). — Pour quune surface de Riemann S
appartienne à ÊHM<^ il faut et il suffit que toute fonction harmonique
dans S — S^ nulle sur C^ et à moyennes d'ordre $ bornées dans S _ S"
soit proportionnelle à (Q.

CRITÈRE 2 (Sario). — Pour qu'une surface de Riemann S appar-
tienne à (°HM<t> il faut et il suffit que toute fonction u^ÇH^M^) telle que
\ —ds == o soit identiquement nulle.

JCoôy
y* ^\

En effet, ( -^ds^o si o^o. D'autre part, si la condition est
Jco^

remplie, et si S est hyperbolique, soit aç(H^M^) ; il existe une
constante k telle que u—fao ait un flux nul à travers Cç. On a
alors u=kw, car—Çu—Â-«))ç(HpM^).

Ji

15. Surfaces de genre fini. — Lorsque S est de genre fini, on peut
toujours la considérer comme immergée dans une surface de Riemann
close S*. On sait qu'il y a alors équivalence entre l'appartenance de
S à une classe relative et la possibilité de prolonger harmoniquement
sur S* — S = E toute fonction harmonique définie au voisinage de E
dans S et possédant la propriété de borne qui entre dans la définition
de la classe relative (50). Voyons-le ici pour les classes Gn^. Soit S
une surface de Riemann de genre fini appartenant à (°HoM » c'est-à-dire
parabolique (E est alors polaire), Sç un domaine canonique de S,
de bord Co, et u une fonction harmonique dans S— Sg (donc aussi
sur Cp) et à moyennes d'ordre $ bornées dans S—Sp. Soit G

l'ouvert S*—So, et v=ïl^\ la fonction ^-(u—u), nulle sur Cg,
Js

appartient à (HJM^), puisque v est bornée dans G; elle est donc

(50) C'est la notion (P « Hebbarkeit » de SARIO ([ï], [4]).
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identiquement nulle et v, égale à u dans G — E , constitue un pro-
longement harmonique de u sur E.

Lorsque lim —^==;-|-oo, on peut encore exprimer ceci de la
t ->- --1- 00 t

façon suivante (compte tenu du théorème 6 bis)

THÉORÈME 8. — Soit E un ensemble compact et polaire d'une
surface de Riemann S, et soit u une fonction harmonique définie
dans | E au voisinage de E, et telle que (t> (|a|) admette une majo-
rante harmonique pour une fonction <î> satisfaisant à la condition

^(0lim ——•=•-{- oo. Alors la fonction u est prolong eable harmoni-
t -> -+- 30 i

quement sur E (01).
Nous rappellerons aussi que pour les surfaces de genre fini, les

classes absolues sont confondues avec les classes relatives (:J2).- En
effet, soit S une surface de Riemann hyperbolique contenue dans une
surface close S*, et S^ un domaine canonique de S. L'ensemble
E == S * — S étant de capacité > o; on peut trouver une mesure de
Radon ^ portée par E, de masse totale nulle, et dont le potentiel de
Green dans S* — S^ est borné (ce qui implique que ^ est d'énergie
finie) ; la restriction de ce potentiel à S — Sp est une fonction harmo-
nique bornée et à intégrale de Dirichlet finie, nulle sur le bord G de
SQ, et de flux nul à travers Cp. Il résulte alors du critère n° 2 donné
plus haut que S^ÊHB et S^ÊHD '- a fortiori S^ÊHM^ Donc :

THÉORÈME. — Si 9 désigne V ensemble des surfaces Riemann de
genre fini, on a 9 n ÊHA^ = ̂  n (^ pour toute fonction (î> convexe et
croissante.

16. Le résultat précédent ne s'étend pas aux surfaces de genre
infini. Pour ces surfaces, Fhyperbolicité n'entraîne pas forcément
l'existence de fonctions harmoniques bornées (ou à intégrale de
Dirichlet finie) non constantes.

Lorsque S est hyperbolique et appartient à (ÎHB» la fonction i,
qui est alors minimale, d'après la définition même de ÊHB» définit
un élément-frontière de Martin ^ [voir section 2, n° 10, note(41)],
tel que K(p, ^) == i. La mesure de Martin ^ (mesure canonique

(51) Le théorème est encore vrai si l'on suppose seulement E fermé dans S, d'après le
théorème 'î de M. BRELOT [3], et le théorème i4 établi plus loin.

(52) L. SARIO [2].
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associée à la fonction i) se réduit donc à la masse ponctuelle e^, et
par conséquent toute partie de la frontière de Martin F qui ne
contient pas le point ^ est de mesure harmonique nulle. En parti-
culier, soit Sç un domaine canonique de S, et soient G^(i ̂  i^m)
les domaines composants de S — S « ; K(/), ̂ ) =z^ est la mesure
harmonique de F par rapport à S—S^ , et vaut dans chaque G^ la
mesure harmonique de F(G() par rapport à G^. Or on a vu au n° 11
que K(p,^)==:o dans tous les G; sauf un seul, celui dont l'adhé-
rence dans S contient s^. L'ouvert S — S ^ a donc une seule
composante hyperbolique. Autrement dit, s'il existe sur une surface
de Riemann S deux domaines non compacts à frontière compacte
qui sont hyperboliques, S^(?HB C3)*

Lorsque SÇ(?HM,. toute fonction harmonique positive sur S est une
constante.. Si S est de plus hyperbolique, on a alors K(jo, s)==i
pour tout 5çF, puisque K(a, s)=: i ; donc r=:^j. Par conséquent,
une condition nécessaire et suffisante pour que S^Êp appartienne à

ÊHMi sera que lim v\^ 1 ) = i (la limite étant prise suivant le filtre
<?->rs<a, q)

des complémentaires des parties relativement compactes de S). A
fortiori, S n'a qu'un élément-frontière de Kerekjarto-Stoïlow, de
sorte que le complémentaire de tout domaine canonique est connexe ;
tout domaine non compact à ^entière compacte est un voisinage
de la frontière idéale. Donc :

THÉORÈME. — Si une surface hyperbolique a une /frontière de
Martin non connexe, elle n'appartient pas à ÊHMi-

On peut donner de ce théorème une démonstration directe : soit
Sy un domaine canonique de S, tel que S — S ait deux composantes
connexes G^ et G., ; l'une au moins, G^ par exemple, est hyperbolique.
Soit Ci la frontière dans S de G,(i=== 1 ,2) ; il existe dans G^ une
fonction harmonique positive h^ nulle sur Cp et dans G^ une fonction
harmonique positive h., nulle sur C.^ ; on peut toujours supposer que

^ ( — lds=zo. Le procédé alterné de Sario nous permet alors
i=l,2 JG,^

de construire une fonction harmonique h sur S telle que \h —/^j soit
borné dans G, ; h est donc bornée intérieurement, et S^HMr

En particulier si Êy^ÊHB» ^HM.^^HB» car on peut toujours
construire des surfaces hyperboliques dont la frontière de Martin n'est

(53) L. SARIO [4].
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pas connexe. Par exemple, si S^ÊHB» ^oii y ==S—\q^\, où q^ est un
point quelconque de S. Toute fonction harmonique bornée sur S'
étant harmoniquement prolongeable surç^, S^ÊHBÎ mais S'^CHM,» car
g ( p , q^) est une fonction harmonique positive non triviale sur S'.

17. Domaines «non compacts)). — Plusieurs des résultats précé-
dents, notamment le théorème 6 et les deux critères qui en découlent,
nous ont montré l'importance pour la classification des surfaces de
Riemann des propriétés des domaines non relativement compacts à
frontière compacte situés sur ces surfaces. Nous allons voir que ces
résultats s'étendent en partie aux domaines « non compacts » à
frontière quelconque.

DÉFINITION 3. — Soit sur une surface de Riemann S un
domaine G dont la frontière G est très régulière (par exemple consiste
en un ensemble localement fini de courbes analytiques). Nvus dirons
que G appartient à la classe de domaines 3)̂  (resp. È&H8^ S^M^) ^
toute fonction harmonique dans G qui s'annule sur G et qui est bornée
(resp, à intégrale de Dirichlet finie, à moyennes d'ordre <i> bornées
dans G) est identiquement nulle.

Si <!>(<) == ^(o, ̂  i), la classe S^olî  correspondante sera notée
^HolL ; lo^q111^ S sera fixée, on omettra l'indice supérieur S.

Toutes les classes ainsi définies contiennent les domaines relati-
vement compacts très réguliers de S ; elles ont entre elles les rela-
tions d'inclusion évidentes 3)HoM<f> c ®HoB» ®HOM(, c 3)noD pour i <; a <; 2.
De plus, la classe 3)^ se confond avec celle des domaines très
réguliers paraboliques (chap. 11, n°3), d'après le principe dumaximum.

®HoMi n® contient que des domaines relativement compacts, car
dans tout domaine « non compact )) très régulier G d'une surface de
Riemann S, il existe une fonction harmonique positive s'annulant
régulièrement à la frontière.

En^eflet, soient S^ et S 3 deux domaines canoniques de S, tels
que S^ c S^, et soit C^ la frontière de S^ ; si G ^ = = G n S ^ et
G2==Gn j S^, il existe une constante M telle que:

( i ) K(p, q ; G) =:9(pï q; G) < M pour p et a^G, et ççG^.
g(a, q; (j)

Puisque g ( p , q\ G) s'annule sur G, il suffit de prouver (i) pour
/)ÇY^==C^ n G. Or C^ ne rencontre G qu'en un nombre fini de
points, pour chacun desquels il existe un voisinage où a lieu une
inégalité de genre indiqué, puisque G est très régulier (chap. i, n° 8).



MOYENNES DES FONCTIONS HARMONIQUES ET ANALYTIQUES l6l

La partie de y^ extérieure à ces voisinages est relativement compacte
dans G, on peut donc lui appliquer le théorème de Harnack, qui
donne encore une inégalité analogue ; en rassemblant ces résultats,
on obtient la formule annoncée.

Soit alors (q^ une suite de Cauchy pour la structure uniforme de
Martin de G, n'ayant pas de point d'accumulation dans S, et soit s
l'élément frontière qu'elle définit. K(jo, s\ G)==lim K(p, q^\ G)

n-^-oo

est inférieure à M dans G^, donc s'annule sur C n G^ ; comme G^
est arbitraire, K(p, s ; G) s'annule sur C.

Un raisonnement analogue nous montre que si une fonction a
sousharmonique dans G et qui s'annule sur G admet une majorante
harmonique, sa plus petite majorante harmonique U s'annule aussi
sur G. En effet, soit (S^) une exhaustion canonique de S, et
G^=== G n S^; si (a, o) désigne la fonction égale à u dans G et à o
sur G, U est la limite de la suite croissante des fonctions U^==H°".;
or, en tout point rçC, il existe un voisinage V de rtel que pour
joçV n G (et n assez grand) on ait U^(/))<; M. U^(a) (açG). U^(p) est
donc bornée au voisinage de /* par M. U(a), et par conséquent
s'annule au point r.

Ceci nous montre en particulier que toute fonction harmonique
dans G qui s'annule sur C et qui est bornée (resp. à intégrale de
Dirichlet finie, à moyennes d'ordre <î> bornées dans G) est la différence
de deux fonctions harmoniquies positives, nulles sur G,, et ayant la
même propriété de borne (voir plus haut, n° 5). Dans la définition 3,
on peut donc imposer aux fonctions harmoniques considérées la condi-
tion d'être positives.

THÉORÈME 9. — Pour qu'une surface de Riemann S appartienne
à (?HB (resp. (°HD)» il faut et il suffit que pour tout couple de domaines
très réguliers Gp G,, tels que G^ n G, •==. ̂ , l'un au moins appartienne
àWÇresp.W)'^

La suffisance est évidente, car si S({:(?HB (resp. (^n) la condition
indiquée n'est pas remplie; en effet, si yç(HB) (resp. (HD)) n'est
pas constante, soit k une valeur prise par a, et telle que la courbe
de niveau ^u=.k\ ne passe pas par un point où grad u==o; les
ouverts \u<^k\ et \u^>k\ ne sont pas vides, et aucune de leurs
composantes connexes n'appartient à ^^B (resp. ^n8!))-

(54) Pour (°HB? ce théorème a été donné indépendamment par R. NEVANLINNA [7] et
H. L. ROYDEN [i]. Voir* aussi A. MORI [i].
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Inversement, montrons que s'il existe sur S deux domaines hyper-
boliques G^ et G^ d'intersection vide, S^:(ÎHB- Soit (^ (1=1, 2) la
mesure harmonique de r(G^) par rapport à Gp (o)p o) = (^ la fonction
sur S égale à o\ dans Gp à o dans [ G, ; o^ est sousharnîonique sur
S (chap. i, n° 6) et < i, elle a donc une plus petite majorante
harmonique Q^ <; i ; de plus ̂  =/= o implique sup (^ = i , et a fortiori

G(

sup Q f = i . Comme G^ n G^=^, œi+^2 est < i, et par suite
s

Q^ 4- ûg <: i ; les fonctions Q^ et Q.^ ne peuvent donc être constantes.
Pour démontrer le théorème pour ÊHD» nous avons besoin du

lemme suivant :

LEMME. — Soit a une fonction sousharmonique sur une surface de
Riemann S, continue sur S et continûment différentiable sauf sur un
ensemble localement fini de courbes régulières ou de points. Alors,,
si D§(u) < -|- oo, u a des majorantes harmoniques et sa plus petite
majorante harmonique U vérifie l'inégalité Ds(U) <; Ds(^).

La dernière partie est immédiate, d'après le thérème de minimum
déjà utilisé plusieurs fois. En effet, Soit (S^) une exhaustion de S,
U^ la meilleure majorante harmonique de u dans §„ ; on a
Ds«(Un) ̂  Ds«(a) <; Ds(a) et on en déduit, comme au n° 5, que
D§(U) <: Ds(u). Reste à voir que U existe. Supposons d'abord que u
soit nulle dans un ouvert A ; soit S^ un domaine canonique deJS,
tel que Sp a A. ; l'exhaustion (S^) sera choisie de façon que S^ D Sç.
Soit alors V^H^1-80; on a V,<V,,^ et D^-so(Vn)< Ds--So(^).
Les fonctions V^, qui s'annulent sur le bord C^ de S^ et ont leurs
intégrales de Dirichlet uniformément bornées, forment une suite
normale (sîi) donc convergent vers une fonction harmonique V nulle
sur Op. Le théorème 7 nous montre alors que V==U est la plus
petite majorante harmonique de u sur S. On passe au cas général
en appliquant le résultat précédent à (u— /c)\ où k est le maximum
de u sur un compact de S d'intérieur non vide.

Revenons au théorème à démontrer, et supposons que sur S^ÊHD
il existe deux domaines très réguliers G^ et Gg, ne se rencontrant
pas, et dont aucun n'appartient à ^D- II existe dans chaque
Gi(i== i , 2) une fonction harmonique Ui > o vérifiant Dc^Ui) < oo ;
u'i =. (a^ o) est sousharmonique sur S et remplit les conditions du
lemme, puisque DS(^)==DG,(^), elle a donc une plus petite majo-

(r15) S. STOILOW [i], chap. n, p. 46.
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rante harmonique U; à intégrale de Dirichlet finie, qui est constante
du fait que SÇC'HD- II résulte que u^ est bornée ; en la multipliant au
besoin par une constante, on peut toujours faire en sorte que
sup Ui =. ï , et alors L\ =-1. Mais u[ -[- u'^ <^ i , donc U^ 4" U^ ̂  i ,

Gi

d'où contradiction.

18. D'autre part, les théorèmes 6 et 6 bls peuvent être généralisés
de la façon suivante :

THÉORÈME 10. — Soif G un domaine non compact très régulier
dune surface de Riemann S, et $ (<) une fonction croissante et convexe

pour o ̂  t <i -\- oo, telle que lim —— =: -\- oo. S'il existe dans G
(->••+- 00 t

une fonction harmonique u non constante qui s annule à la frontière G
de G, et telle que <t> (\u\) ait une majorante harmonique, G est hyper-
bolique. En d'autres termes, pour une fonction <i> satisfaisant à la
condition indiquée, on a âVoUo = ^H^B •

Nous supposerons que a est ^o dans G (ce qui est toujours
possible, d'après une remarque faite au numéro précédent) et que
<î)(o)==o. Nous avons vu que U:==(t>(u) s'annule également sur C.
Soit (S^) une exhaustion canonique de S, G^==G n S,,, ^==11^"
(où o==o sur G et o== ï dans G) ; pour que G soit hyperbolique,
il faut et il suffit que lim o«\ == ex) soit > o. Or, si G^ est la frontière de

n -f- oo

S^ et si Y^=rrC^ n G, on a pour açS^ (d'après la formule de Green) :
<«) = f^ u rfy,, U(a) -•= J^ U rfy,, <^(a) = J^ dy^

, ï ôgr(jp, y ; G^) ,
en posant sur y^ dy^'=—* ——.———— cte.

Appliquons alors l'inégalité de Jensen ; nous obtenons :

JÂ^VX^)^^^^

\f^l f^ ^ f^

/u(a)\ V(a)
soit encore : <î> —7— ) <". —T—\^(a)/ ^ ̂ (a)

Si ^==—T-, (a étant fixé dans G), on voit ainsi que reste

bornée; d'après la condition imposée à <I>, il en est de même de X ^ ;
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donc ^(a) reste supérieur à une constante strictement positive»
C . Q . F . D .

Les théorèmes 9 et 10 nous donnent immédiatement :

THÉORÈME i l . — Si <ï> est une fonction croissante et convexe telle
^(0que hm ——=-4- oo, la classe (°HM<Ï> coïncide avec (?HB.

t ->• -4-ao t

II suffit de montrer que (°HB c ÊHMA- Or, soit S une surface de
Riemann ^HM(Ï) ; il existe sur S une fonction harmonique u ̂  o, non
constante, appartenant à (HM^). Si ïnîu(p) < k < sup a(p), soit G^

p€S p€S
un domaine composant de {u > k j , G., un domaine composant de
^u > kl ; G^ et G.̂  sont hyperboliques et ne se rencontrent pas, donc
S^ÊHB-

COROLLAIRE l . —— Pour tOUt a ^> I , (5HMa:==:(OHB-

COROLLAIRE 2 (Théorème de Virtanen-Royden). — S ' i l existe sur
une surface de Riemann S une fonction harmonique non constante à
intégrale de Dirichlet finie, S n'appartient pas à (°HB (°6)-

En effet, €^=6^ c (°HD.

19. Décomposition canonique d'une fonction harmonique positive.
— Soit S une surface hyperbolique, u une fonction harmonique
positive sur S. La famille des fonctions harmoniques sur S bornées
et inférieures à u est filtrante pour ̂ , car si h^ et h^ sont deux telles
fonctions, sup(/^, AJ est bornée et inférieure à a, et majore h^ et /^.
L'enveloppe supérieure de cette famille est donc harmonique (chap. II,
n° 5) ; nous la noterons MB.

On peut encore définir MB de la façon suivante : pour n == i, 2,
... soit h^ la plus grande minorante harmonique de la fonction surhar-
monique positive inf(a, n) ; la suite (A^) étant croissante et majorée
par u a une limite h^, qui est égale à OB- En effet, h^ <; UB a priori ;
d'autre part, si h est bornée par M et inférieure à M, on a h^h^.
pour n ̂  M, donc h ̂  h^, de sorte que u^ === sup h <^ h^. Plus

/i<u,h€(HB)

généralement, le même raisonnement montre que si (k^) est une
suite croissante de nombres positifs ayant pour li'mite -\- oo, on a
(i) UB= lim inf(u, k^).

n-^-oo

(s6) K. I. ViRTANEN [l], H. L. ROYDEN [l].
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On en déduit aussitôt les trois propositions suivantes :
1. L'opération U—^UB est additive :
Soient u et v deux fonctions harmoniques positives ; on vérifie

aisément que :

inf(a4-^ n)^mîÇu, n) 4-inf(v, n) <; inf(u-(-^ 2^)-
Les mêmes inégalités ont lieu entre les plus grandes minorantes

harmoniques ; à la limite, on obtient (^-|~V)B:=UB4-^B•
2. Pour qu'on ait UQ=U, il faut et il suffit que u soit la limite

d'une suite croissante de fonctions harmoniques bornées.
C'est nécessaire, puisque ^^^lim h^ et c'est suffisant, car
sup h est alors ̂  u.

^»<u, /i€CHB)
3. Pour que UB=O, il faut et il suffit que inf (u,i) ait sa plus

grande minorante harmonique nulle, donc soit un potentiel de Green.
C'est évidemment nécessaire, puisque h^ = mf(o7ï) ̂  KB ; inver-

sement, cela suffit, car u^o implique inf(ti, n)^inîÇnu, n), d'où
An<^r

DÉFINITION : Nous dirons qu'une fonction harmonique positive u est
quasi-bornée (resp. singulière) si elle satisfait à u^ === u (resp. OB === o).

Il résulte immédiatement des propositions précédentes que
(^B^UB et que (u—u^=o. Posons u—UQ=US. Us est définie
par (2) Us= lim (u—n)^ , puisque u—h^ est visiblement la plus

n->-oo
petite majorante harmonique commune a u — n et zéro. Les formules
(i) et (2) montrent que MB et Us sont des fonctions croissantes de u.
En particulier, toute fonction harmonique positive quasi bornée
(resp. singulière) qui minore u est inférieure à UB (resp. ^s). Si donc
u=v-\-w, v étant ^>o et quasi bornée, et w^o et singulière, on
a V==UQ et w==us. Donc

THÉORÈME 12. — Toute fonction harmonique positive sur une
surface de Riemann S se décompose d'une seule manière en la somme
d'une fonction harmonique quasi bornée et d'une fonction harmonique
singulière.

Remarques. — i) Le théorème 12 est l'application à (HM^) d'un
théorème de F. Riesz (57) qui peut être énoncé comme suit : dans un
espace de Riesz complètement réticulé, soit F une « famille complète »
d'éléments positifs de E (on appelle ainsi une famille qui contient les

(ST) F. RIESZ [3], J. DIEUDONNÉ [i]. Voir aussi N. BOURBAKI, Intégration, chap. n. Dans
la terminologie de N. BOURBAKI, une famille complète (généralisée) est appelée une bande.
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minorants ^.o de ses éléments, leurs sommes finies, et les bornes
supérieures de ses parties majorées) ; tout élément positif de E est
la somme d'un élément de F et d'un élément disjoint de F. Ici
l'ensemble des fonctions quasi bornées n'est autre que la famille
complète F (i) engendrée par la fonction i ; une fonction singulière
est une fonction disjointe de F(i).

2) Les notions précédentes peuvent être étendues aux différences
de fonctions harmoniques positives. On dira qu'une fonction
a^(HM,) est quasi bornée (resp. singulière) si |u Fest. Le théorème
12 est alors valable pour toute fonction de (HM^).

Appliquons ce qui précède à la représentation canonique de Martin;
soit On la mesure canonique associée à u. Comme la correspondance
a—^ay est linéaire et croissante, toute mesure canonique associée à
une fonction quasi bornée appartient à la famille complète engendrée
(dans l'espace des mesures de Radon sur F (°8)) par la mesure de
Martin v , D'après le théorème de Lebesgue-Mkodym, du^ est alors
de la forme fdv^, avecy^-sommable. La réciproque étant évidente, on

THEOREME i3. — Pour qu'une fonction harmonique u^(HM^) soit
quasi bornée, il faut et il suffit que sa représentation canonique soit de la
forme u(p) •= f K.(?»5) /(5) ^o (5)^ / étant une fonction v^sommable
sur F.

Il est clair que dans l'intégrale précédente, on peut remplacer /
par toute fonction qui lui est égale ^-presque partout, et seulement
par une telle fonction. Chaque fonction harmonique quasi bornée
détermine donc une classe de fonctions équivalentes pour ^, et
réciproquement, de sorte que l'espace des fonctions harmoniques
quasi-bornées est isomorphe (en tant qu'espace de Riesz et aussi en
tant qu'espace norme) à l'espace L^F, ^) des classes de fonctions
i^-sommables définies dans F (s9).

20. Revenons à la classification des surfaces de Riemann. La notion
de fonction quasi bornée permet de donner de la classe (?HB une
définition en apparence plus générale : pour qu'une surface S appar-

(58) Car l'ensemble des mesures canoniques est lui-même une famille complète.
(89) La fonction f(s) ainsi associée à a ne dépend pas (à une équivalence près) du point

de référence a. En effet, u(p) = / K ( p , s)f(s)ch^(s), et K(p, s)cb^(s) ne dépend pas de

a (note 43). On peut considérer u, dans une certaine mesure, comme la solution du pro-
blème de DIRICLHET pour S, avec donnée / sur F.
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tienne à (°HB. il faut que toute fonction harmonique quasi bornée
qui y est définie soit une constante. Dans ces conditions, le théo-
rème ï i se trouve être la conséquence du suivant, qui en précise les
résultats :

THÉORÈME i4. — Soit ^(t) une fonction croissante et convexe

pour <^o, telle que lim ——L=-+-cc. Toute fonction harmonique u
t->- +00 t

sur une surface de Riemann S qui a ses moyennes d'ordes <I> bornées
sur S est quasi bornée, et la plus petite majorante harmonique de <i>(ju|)
l'est également. Si Dg (u) <; -+- oo, u est la limite d'une suite (croissante
si u ;> o) de fonctions harmoniques bornées et à intégrale de Dirichlet
finie.

Il suffit de démontrer le théorème pour les fonctions harmoniques
positives. Soit u une fonction positive de (HM^), non nulle. Si
u < i , l'affirmation de l'énoncé est évidente. Sinon, soit G un
domaine composant de[u > ï ^ ; il est hyperbolique, d'après le théo-
rème 10. Soit o la mesure harmonique de la frontière idéale par
rapport à G. a/ son prolongement à S prenant la valeur o dans
j G ; (*/ est sousharmonique et inférieure à inf(u, ï), donc

<•/ ̂  h^ ==inf(a, ï). Ainsi u^ est >o dès que u n'est pas nulle,
Appliquons alors le résultat à u^, qui appartient aussi à (HM^)
puisqu'elle est majorée par u ; nous obtenons Ug==:o, de sorte que
u est quasi bornée.

Si u ̂  o est la limite d'une suite croissante Çu^) de fonctions
harmoniques positives bornées, $(u) est la limite de la suite crois-
sante (<î>(^)); en effet, $(^) ̂  $(̂ 7, et lim Ï^) majore <î)(a). î(o)
est donc également quasi bornée.

Enfin, si D§(u) <^ -|- oo, le lemme donné au cours de la démonstra-
tion du théorème 9 nous montre que Ds(A^) ̂  Ds(inf(M, n)) <^ Ds(M)(60)

THEOREME i5. — Soit u une fonction harmonique quasi bornée,
dont la représentation canonique est u (p)== |pK(^o, s)f(s)dv^s), et
soit <i> une fonction convexe, non constante et croissante dans l'inter-
valle [o,-4- oo [. Pour que u appartienne à (HM^), il faut et il suffit

(60) On précise ainsi le résultat de VIRTANEN et ROYDEN, selon lequel il existe sur toute
surface ^C^p une fonction harmonique non constante bornée et à intégrale de Dirichlet
finie.
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que <i> (|y*|) soit v^-sommable ; la plus petite majorante harmonique U
de <t>(u) est alors donnée par U(p) = j K(p, 5)<ï>(j^(s)|) dv^s).

La nécessité de cette condition résulte de ce que l'espace des
fonctions harmoniques quasi bornées est isomorphe (comme espace
vectoriel ordonné) à l'espace des mesures (canoniques) « régulières »
par rapport à i^, ou encore à L^F, î^), comme nous l'avons vu à la
fin du n° précédent. A la borne supérieure (61) d'une famille majorée
de fonctions quasi bornées correspond donc la borne supérieure des
mesures canoniques associées aux diverses fonctions harmoniques de
la famille (ou encore celle des classes de fonctions sommables asso-
ciées). Soit alors a une fonction positive de (HM^) ; soit d'autre part
(x^) un ensemble dénombrable partout dense de nombres réels posi-
tifs, et pour chaque n soit y ==0^4-6^ une droite d'appui de la courbe
y==.^>(x) au point (x^ $(a?n)). Comme (t>(u)==: sup(a^u-)-6^). $(u)

n

est la borne supérieure des fonctions a^u -\- bn dans l'espace de Riesz
(HM^), et la mesure canonique associée est sup(a„/4-^n)^vo:==(ï)C/')o^o•

n

puisque la classe de $(/) est la borne supérieure dans U des classes
des fonctions aj4-&,(62). Donc $(u) (jo)===J^K(p, s) ï(fW)dv^s).
Enfin, si a est de signe variable, on appliquera la formule précédente

à|^-,onaeneffet^(p)=^K(jo,5)|/(5)|A^

car |u ̂  ̂ "^U) implique \u\ <^ ^"^(U), cette dernière fonction étant
surharmonique.

La suffisance se démontre de la même façon, ou au moyen de
l'inégalité de Jensen, qui nous donne

^(K^IXjr^-5)^^)!)^).
COLLORAIRE. — L'espace de Banach ordonné (HM,) est isomorphe

à L^r, v^). En effet, si uç(HM»), elle est quasi-bornée, donc de la
forme u(p)= /p K(jo, s)f(s)dvQÇs), où/est une fonction de puis-
sance oL^9 sommable, et ][u| |^==/^ \f(s)\9' dv^s).

(61) La borne supérieure (Tune famille de fonctions de (HMi) est la plus petite majo-
rante harmonique de son enveloppe supérieure.

(62) En effet, toute fonction qui majore chaque ûn/4- bn, presque partout majore <!>(/)
presque partout.
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5. Problèmes de minimum et fonction noyau (63).

21. L'introduction des normes \\u\\^ nous amène à poser le pro-
blème de minimum suivant, analogue à celui qu'à considéré
S. Bergman pour l'intégrale de Dirichlet (64) :

Soit S une surface de Riemann, a un point fixe de S, q un second
point de S. Parmi les fonctions harmoniques u définies sur S qui y
ont leurs moyennes d'ordre a bornées et qui prennent en q la valeur i,
en existe-t-il qui rendent minima la norme ][u[^==: [fup(a)] a?

Nous étudierons d'abord le cas a ===2, puisqu'alors le minimum
de la norme est lié, d'après F. Riesz, à des propriétés d'orthogo-
nalité, et par suite à l'existence d'un « noyau reproduisant )) (cf.
Bergman [i], Aronszajn [i]) qui se trouve être ici une fonction
harmonique bornée, ce qui permet de retrouver par une autre voie
«certains résultats de la section précédente.

Nous désignerons par M(u) (ou Ms(u), s'il importe de préciser
la surface où est définie u) la quantité HaH^a^a) ; c'est visiblement
une forme quadratique sur (HM^), dont la forme polaire sera notée
M(iï, v). On a M(u, v) == -s- [(u^o)\a) — î?(a) — ^(a)1 ; si (Sn)

est une exhaustion de S, et si C^ est la frontière de S^,

M(a, v) = lim -î- f u(p)v(p) ̂ P9 a; ̂ ds ;
v / n^ooSTrJ^ ^

si les représentations canoniques de Martin de u et v sont respec-
tivement u(p)=f^K(p,s)f(s)d^s) et vÇp)=f^K(p, s)g(s)d^(s),
M(u, v)=f^f(s)g(s)d^s)(6y). Notons que M(u, i)=a(a).

(63) L'idée de la fonction noyau kÇp, q) revient à R. BA.DER.
(64) Cf. S. BERGMAN [l], L. AHLFORS [6], K. I. VIRTANEN [l].

(65) Le produit scalaire M(u. v) dépend évidemment du point a ; si nous le notons
Ma(u, v) il est clair que Mp(u, u) pour u et u fixes et p variable, est une fonction harmo-
nique de p, d'ailleurs égale à -^(u+v)2—u?—îî. On voit ainsi la possibilité de définir

2
le « produit » de deux fonctions de (HMg) u» est alors le « carré » de u. Ceci répond d'ail-
leurs à une définition générale du produit dans un espace réticulé (méthode de F. RIESZ,
Acta Szeged, 10, 19^0, p. 1-20). Le produit de deux fonctions harmoniques quasi-bornées
<P)==^,K(p, s)/(.ç)rfvo(s) et<p)==^K(p, s)g(so)d^(s) sera défini si fg est Vo-som-

niable, par exemple si »€(HMa) et ^(HM?), avec î- 4- l- = i, et plus généralement si
a (S
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Soit alors d= inf M(a); rf est <; i, puisque la fonction i
ue(HM^,u(ç)=l

satisfait aux conditions imposées. D'après un raisonnement classique
de F. Riesz, une suite minimisante (c'est-à-dire une suite (u^) de
fonctions de (HM.,) telle que lim M(^) == rf) est en même temps
une suite de Cauchy, car n^00

M^^-^^^^-rMfaJ+M^)! -M^^-^<e^=^-[M(^)+M(u,)j
2 / 2 - - " ' / • —— \ 2 /

si M(^) et M(l^) sont inférieurs à d-1-5- EU6 converge donc au sens
de la norme (et a fortiori uniformément sur tout compact) vers une
fonction ^ qui prend la valeur i en q et qui vérifie M(^y) = d.

Si v est une fonction de (HM.,) qui s'annule en q, on a alors

M(^+^)>M(^)

quel que soit \ réel, de sorte que M(^, v)=o. Il en résulte que la
fonction a qui rend la norme \\u^ minima est unique, et que pour
toute fonction ^(HM.^), M(^, y)==M(^). u(q) ; si l'on pose

^=^=*(/>,,),
on a M(u, Vq)=a(q). C'est la propriété de reproduction (66). Elle
entraîne l'unicité et la symétrie de k(p, ç), car

M(^,^)==/c(9,r)=A(r,ç);

kÇp, q) est donc, pour p fixe, une fonction harmonique de ç.
Suivant la terminologie de S. Bergman, nous appellerons k(p, q)
la fonction-noyau relative aux moyennes quadratiques.

Si Vq(p) admet la représentation intégrale de Martin

/^K(p, s)g,(s)d^

et si ^(HM^) a pour mesure canonique associée f(s)dv^s) la pro-
priété de reproduction se traduit par :

u€(HM<j,) et u6(HM»r), ou <I» et W sont deux fonctions convexes complémentaires, c'est-à-
dire telles que ^'(t) et W(t) soient fonctions inverses l'une de l'autre (ce qui exige que

lim ÎW^+oo^.
t^» t I

(66) L'existence delà fonction Vg se voit aussi delà manière suivante (N. ARONSZAJN [i]) :

d'après Pinégalité de SCHWARZ, |<p)|< ( f K.(p. ^rfVoCs)) '• || " Ik î "(î)' P01111 ?
fixe, est alors une forme linéaire continue sur (HMg), donc u(ç) == (u» Vg).
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M(u, v,) =J )̂̂ )A )̂ = u(ç) = ,̂ K(ç, î).A<)^(s) ;

cette égalité ayant lieu en particulier pour toute fonction /continue
surr,onag^(5)=:K(y, s) i^—presque partout. Gommer n'est définie
qu'à une équivalence près, ceci nous donne pour la fonction noyau
l'expression :

(1) k(p,q)=f^p,s)K(q,s)d^.

Remarques. — ï . Si (a^) est une base orthonormale de (HM,), on
sait que k{p, q) = S^(p)^(ç).

n

2. Lorsque S est un domaine relativement compact très régulier
d'une autre surface de Riemann S*, la fonction Vq est la solution du
problème de Dirichlet pour S et la donnée frontière

pg(/^ ?) /ôg(p, a)-!
L ^ / ^ ]r

(d'après l'expression des fonctions K(p, s) dans le cas envisagé).
Par exemple, dans le cercle unité \\z <^ ï j , si l'on prend comme
point a l'origine, k(z, 'C) est la fonction harmonique qui prend au
point-frontière z==.e1^ la valeur

/^e_L.^\ /T-L-^\ /T4-zr\^D^^i)—1"0-^)-
3. Soit G un domaine très régulier de S, contenant le point fixe

a, et soit kçÇp, q) la fonction-noyau relative à G, UG là fonction

extrémale ( ' \) et dç le minimum M^Çuo) de MaÇu) pour ^(HM^G
"^ç» î)

et a(q)= T . Lorsque G tend vers S, ^(p» ç) tend vers À:(jo, ç). En
effet, MG(U) croît avec G, tant que a reste définie dans G; si G c G7,
on a donc M^ttc^^Mc^o/)^ MG^UG^ de sorte que C?G croît éga-
lement avec G, et a une limite finie puisque rfc^rf-^ ï - 0e plus,
MG(^G, ttG/)=c?G» donc MG^G/—UG)^dQf—de î s1 G' et G" sont
deux domaines contenant G, on a

MG(^G/ —— UG//) ̂  20?G/ 4~ 2 (/G// —— 4rfG ̂  S

si G est assez grand. Par conséquent, les fonctions UQ convergent en
norme dans tout domaine Gç du type indiqué, puisque (HM^Gg est
complet, et a fortiori convergent uniformément sur tout compact.
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Leur limite u vérifie M^(a) == lim Moo^c)^!1111 MG(UG)» donc
G-^S G^S

Mg(a) ̂  lim dç, ̂  d. Il en résulte que u est la fonction désignée plus
G-^S n ^ n\

haut par u^ et que li m dç, ==d. Gomme ̂ (/^ q) =: G v z / ) on a bien le
résultat annoncé. G

4. Si S est une surface de Riemann régulière (67), c'est-à-dire telle
que Da^===|^(jo, a ) > X J soit relativement compact pour tout
X > o (propriété indépendante de a), on peut encore obtenir la fonc-
tion-noyau de la façon suivante : Soit h\(p, q) la fonction harmonique
de p (pour q fixe çD^ \) définie dans Da, \ et prenant sur

Ga^=^{p.a)=-k}

les valeurs g{p, q) ; autrement dit, /^(p, q)=g{p, q) —^(p, ç),
en appelant g^ la fonction de Green de D^ ^. On a alors

(2) Â-QD, ç)==lim-
X-o

Supposons d'abord que S soit un domaine relativement compact
très régulier de frontière C, situé sur une surface S*. Pour \ assez
petit, Ca,\ est formé de courbes « parallèles » à celles de G, et est
mis en correspondance biunivoque avec G par les lignes de Green
qui rencontrent normalement G et Ca^. Prenons comme métrique
locale, en chaque point de G, ds =\dg 4- idg^ (où dg désigne la
différentielle de g ( p , a) et dg* la différentielle adjointe), et appelons
r(s, \) le point où C^\ est coupé par la ligne de Green issue du point
, de G; lorsque 5^0, ̂ r{s ^), p) _^_p^ ^ ̂

- ïv ôv '

Poussin [i]) et ̂ (^'.î^^g^î), ̂  g^ ̂  ̂  résulte.d'un
À O»

passage à la limite sous le signe somme dans la formule

^(p> g)^J_ F^ 9) ô^^> P) j,
^ 2TrJc ^ ^

(l'intégrale est prise sur G, avec r=^r(s, \)).
Venons-en au cas général. D'après ce qui précède, la fonction

(67) On peut encore exprimer la condition de régularité comme suit (cf. M. BRELOT et
G. CHOQUET [i]) : le filtre des voisinages de la frontière idéale est régulier ; il coïncide
avec le filtre de GREEN.
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noyau fo(p, q) relative au domaine Da ^ est égale à —.h\(p, q) ; d'autre

part, la remarque 3 montre que lim k\(p, q) = />•(/), ç). La formule (2)
X-^o

est alors une conséquence du théorème des accroissements finis (plus
précisément une application de la règle de l'Hôpital).

22. Fonction-noyau et classification. La formule (i) montre que
kÇp, q) est positive. De ce fait, les fonctions ^p(y), harmoniques et
valant i en a, sont bornées dans leur ensemble en tout point q (prin-
cipe de Harnack). Il en résulte que pour tout y, Vq est une fonction
harmonique bornée de p . D'autre part, si pour q donné Vq est
constante (elle vaut alors i), on a uÇq)=-uÇa) pour toute uç. (HM^),
d'après la propriété de reproduction. Inversement, si ceci est vrai,
Vp(q) = Vp(a) = i pour tout p, de sorte que Vq(p')= ï . Remarquons
enfin que pour q donné la condition Vq == ï équivaut à Oy == ï , ou
encore à d== ï (u^ et d ayant la même signification que plus haut).

11 ^<
En effet, ^ . - = — 0 et u.~=—J— de plus, si d== i , on a1 M t i j \ v ^ (n\ L^M^) ° v,(qY

\ V / -J \ S. /

M(UQ)=:M(I), d'où ^===1, d'après l'unicité de la fonction extrémale.
En résumé :

THÉORÈME 16. — Soit S une surface de Riemann, a et q deux
points fixes de S, \\u\\^ la norme [^(a)]^2 sur (HM^), et k ( p , q) la
fonction noyau relative à cette norme. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

a) La fonction Vq(p) == kÇp, q) est égale à la constante ï .
6) Parmi les fonctions uç(HM.,) qui prennent la valeur ï en ç, c'est

la constante ï qui a la plus petite norme \\u\\^.
c) Le minimum de la norme, pour les fonctions'considérées en 6),

est égal à ï .
d) Pour toute ^(HM^), on a u{q) = uÇa).

COROLLAIRE. — Pour que S appartienne à (?HM2» il faut et il suffit
que la fonction-noyau kÇp, q) soit identique à ï .

En effet, si uç(HM.,) n'est pas constante, il existe un point q^ de S
tel que u^q^) ^=- u(a\ Dans ces conditions, kÇp, q^) n'est pas égale à ï
pour toute valeur de jo, et par conséquent est une fonction harmo-
nique bornée non constante. La fonction-noyau pouvant être définie
indépendamment des résultats de la section m, nous obtenons ainsi
une nouvelle démonstration de l'égalité ÉHM.^ = ^HB-
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Pour les applications à la classification, il est plus naturel de
considérer, à la place de (HM.,), le sous-espace V des fonctions
harmoniques à moyennes d'ordre 2 bornées qui s'annulent en a, de
façon à exclure les constantes autres que zéro. L'existence d'une
fonction-noyau kÇp ; a, q) relative à V se démontre par les mêmes
moyens que précédemment, mais il est facile de voir que
kÇp ; a, q)-=k(^p, q)— i (car ^— i appartient à V, et y possède la
propriété de reproduction). Comme plus haut, la tonction-noyau de
V est étroitement liée à un problème de minimum. Si nous prenons
pour q un point fixe ô, il nous faudra distinguer ici deux cas, selon
qu'il existe ou non des fonctions de (HM^) qui prennent en a et 6 des
valeurs différentes. S'il en existe (alors d < i), la fonction qui donne
à [|a[|^ sa valeur minima (parmi les açV telles que u(&)==i est

UQ = v" ,-^——; et le minin um de M(u) est d1 = , , , ,.—— = ———;
kÇb, b ) — ï k(b,b)—i i — d

s^il n'en existe pas, le problème de minimum n'a plus de sens, mais
on est conduit à poser d! -=-\~ oo, puisque toute fonction harmo-
nique u qui vaut o en a et ï en 6 vérifie Ms(tt) =--{- oo.

Lorsqu'on approche S par Fensemble (filtrant pour c ) des
domaines relativement compacts très réguliers G contenant a et 6,
la distinction entre les deux cas est plus évidente que précédemment-
En effet, s'il existe une fonction uç(HM^) telle que uÇd) ^=f=- u(&), on
peut toujours supposer que u(a)==o et «(&)== ï ; on a alors
d'G-^ M(,(M) ̂  Mg(tt) de sorte que lim df^ < -|- oo ; réciproquement,

G^S

si cette condition est remplie, les fonctions extrémales UQ convergent
vers une limite qui est la fonction extrémale pour S (même démons-
tration que plus haut).

La condition lim de ===-+- oo s'écrit encore lim Me^c) •= o (en
G . ° ïposant pour simplifier AG=Â*G(/); a, &)), puisque do =:_———. Or,

^ ^ ^G^G)
MG(A(,)=— ( HdjG (où C est la frontière de G, et djc la différen-

^Jc
tielle adjointe de — dy(p, a ; G)) ; on a donc a fortiori, grâce à l'inéga-

lité de Schwarz, lim— ^ |Â:G|dyG==o. Cette condition est équivalente
G 27Tjc

à la précédente, car elle exprime que la meilleure majorante harmo-
nique de l/i^i dans G tend vers o en a, donc uniformément sur tout

. r\ ï 7 ^(P» a î G) ôûr(p, b ; G) ôçfp, a ; G) „compact. De plus, k^ -u^-——L— = t 7 V J — — - — — t / V J — L — ; On
ô^ ô^ ô^

reconnaît là la dérivée normale de la fonction-noyau v^p ; a, 6)
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relative à (HD) n V et à la norme VD(^) (cf. Bergman [ï
Ahifors [6], Virtanen [ï]). On peut donc énoncer:

THÉORÈME 17. — Pour que S appartienne à ÉHB. il frai et il suffît
que pour tout couple (a, 6) de points de S, on ait, lorsque G décrit
l'ensemble filtrant des domaines relativement compacts très réguliers
contenant a et b

(3)
n^GpP; a. h)

hm —-—————- ds=o.
G Jc\ ôy

II suffit évidemment qu'on ait (3) pour a fixe et tous les points &
d'un ensemble non rare de points de S.

23. Les résultats précédents s'étendent en partie aux espaces
(HM^), lorsque a > i . En efiet, dans ce cas, l'espace (HM^) est
uniformément convexe et complet (puisque !/(?', ^) l'est); cela
signifie que pour tout s > o, il existe un nombre â(e), tendant vers
o avec £, tel que, pour u et v^ (HM^), les conditions

IM!a^1 ' I H L ^ 1 e^ ——— ^ I —^( 6 ) entraînent u—^jla^O-2 a
Soit alors q un point fixe de S, et d= inf [b |K. Du fait de

^6(HMa),u(<7)=l
la convexité uniforme, une suite minimisante est une suite de Cauchy
(cf. Garabedian[i]), de sorte que la valeur d est atteinte pour une
fonction u^ de la famille considérée.

Pour toute v6(HM^) qui s'annule en ç, et tout X réel, on a donc
| u^-+-\v\ L^l Klk' ^1 fo^o e^ 9^0 son^ ^es mesures canoniques
associées à u^ et v respectivement, il vient

Yp I/o + ̂ l^o > Yp l/ol^o î autrement dit, pour v fixe,

o(X)== f [yp-l-)^01^ est minima pour ?.==o. Or, dans l'expression
de (?().) on peut dériver sous le signe somme, car pour o<^b<^a,
on a a^—^^a a a~ l(a—6), de sorte que si A majore ))J et |Xj,

/o+^la
).
-I/o

-\
+^1"

le théorème de Lebesgue permet alors de passer à la limite, et l'on a

c/(X) = a /^ + ̂ |«- sgn (/„ + ̂ 9) 9 A,.
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La propriété de minimum implique donc que pour toute g^CT ; v )
et vérifiant f^ K(ç, s)g(s)d^(s)=o, on a^J/J^-1 sgn/^=o.

Si a(p)== f K(p, s)f(s)dv^(s) est une fonction quelconque de
(HM^), v==n—uÇq) .UQ est nulle en ç; par conséquent, l'égalité
que nous venons d'établir nous donne plus généralement, quelle
que soit/ë^T, ^) :

/^1/or-1 sgn/o/^ =^ 1/0!^) • /^(^ ̂ V(^oW»

. . ._ ^(0,8)^ce qui exige : /o(5)=——L—i-ï—^———— ^-presque partout.
^[K(ç, ̂ ^rf^)

On voit ainsi que la fonction extrémale ^ est bornée, et qu'elle
n'est constante que si K(ç, s)-=ï ^-presque partout (auquel cas
toute fonction quasi-bornée sur S prend la même valeur en a
et en q).

On montrerait sans peine la convergence des fonctions extré-
males UG et des minima dç, relatifs à des domaines d'approximation
G de S ; on pourrait également poser le problème de minimum pour
le sous-espace de (HMa) formé parles fonctions qui s'annulent en a
(ce qui permet de retrouver l'égalité C?MHa=^HB)•



CHAPITRE IV

CLASSIFICATION DES SURFACES DE RIEMANN
CRITÈRES ANALYTIQUES

1. — Fonctions analytiques à moyennes bornées et classes définies
à partir de ces fonctions.

Nous allons entreprendre à propos des fonctions analytiques
uniformes sur une surface de Riemann une étude analogue à celle
que nous avons faite pour les fonctions harmoniques. Les fonctions
considérées seront soit partout régulières (autrement dit holo-
morphes), soit régulières en dehors de pôles isolés (autrement dit
méromorphes). Nous commencerons par étudier les moyennes des
fonctions holomorphes.

1. Moyenne d'une fonction analytique dans un ouvert annulaire.
— Soitû un ouvert annulaire de frontière G == G^ u C^, sur une sur-
face de Riemann S (cf. chap. ni, n° i ) ; soit a* la fonction harmonique
dans î2 qui s'annule sur C^ et prend sur C^ la valeur constante

/ » >yi
A > o telle que ( — ds = i, et soit dy la différentielle adjointe à dx.

Si/est une fonction holomorphe dans Q, et y. un nombre > o, nous
appellerons moyenne d'ordre a de f dans Q la fonction de \ définie
dans (o, A) par :

m^)=m^,f, ̂ =(f_^dy)^
Nous savons déjà que pour x^. i cette fonction est convexe.

Mais Fanalyticité de/ nous permet d'établir pour m^ une propriété
plus précise. En effet, logj/iest sousharmonique : j/| est une fonction
PL au sens de M. Montel (cf. Montel [i], Rado [2]). Or, on a :

THEOREME 18. — Soit u une fonction PL dans l'ouvert annulaire Q.



178 M. PARREAU

Pour tout <x > o, log m^ÇA, a) es^ urïe fonction convexe de \ pour
o<^<A( 6 8) .

On peut supposer dans la démonstation que a === i et que v === log u
est harmonique (sînon, on remplacera v par sa meilleure majorante
harmonique dans ^<;aî<;\|, pour tout couple (\, \) tel que
0<\<^<A). Si m(X)==re°dj, il suffit de vérifier que
m(\)m\'k) — m'^)2 est > o. Or

"•"•"-"'•=;̂ [̂ +©']̂ -(;"̂ )'-
^ c ^îv j c ^v -7 r î i c /^V,Comme 1 ^—^dy^ — f e"—^dy=— e"— + ( €"( —} dy

J ba;2 •' J ôy2 •/ L î>.yJa.=), J Viy/ •'

=;€)•-
on . ̂ .-..̂ ,;..[(̂ )̂̂ -(;̂ )>o

d'après l'inégalité de Schwarz. L'égalité ne peut avoir lieu qui si

—==o ; v est alors une fonction linéaire de a?.

Comme plus haut, on peut remplacer Q par un domaine G pointé
en a, et définir les moyennes à l'aide de lafonction de Green g(p, a ; G).

2. Fonctions analytiques à moyennes bornées. — Soit/une fonc-
tion holomorphe sur la surface de Riemann S tout entière. Si Sç est
un domaine canomque fixe de S, et S^ un domaine canonique
variable contenant Sp, la condition nécessaire et suffisante pour que
les moyennes m^(\,f\ S^ —Sp) restent bornées par un nombre ne
dépendant que de S^ est que \f^ admette une majorante harmonique
(théorème 3). Nous dirons alors quefa ses moyennes d'ordre a bornées
sur S, et nous appellerons (AM^) l'ensemble des fonctions holomorphes
sur S qui possèdent cette propriété. Quel que soit a, (AM^) est un
espace vectoriel complexe, car |/^+/2la^^a(l/lla''H/2la)' avec

A^==Max(i, 201""1). Pour a^i , la relation/(E(AM^) équivaut à
3ViE(HMJ et 3/ç(HM^) ; de plus, (AM ), muni de la norme
|/| ̂ ^[[/'l01 (a)] a, où a est un point fixe de S, est un espace de

(68) Cf. G. H. HARDY [l], F. RIESZ [l], [2], P. MONTEL [l].
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Banach (même démonstration que pour les espaces de fonctions har-
moniques). Si o < a < p, m^(\, f) est inférieur à m^(\, /), de sorte
que (AMJ D (AM^). Enfin, si nous désignons par (AB) (resp. (AD))
l'ensemble des fonctions holomorphes sur S et bornées (resp. à
intégrale de Dirichlet finie), nous avons évidemment (AB) c (AM^)
pour tout a, tandis que (AD) c(AM,), puisque (HD) c (HM,).

Dans le cercle unité, les fonctions holomorphes à moyennes
d'ordre a bornées sont celles pour lesquelles l'intégrale f^ l/^18) F dQ
reste bornée quand r—^i ; les espaces (AM,) se confondent donc
avec les classes de Hardy (69). Considérons alors une surface de
Riemann quelconque S, et son revêtement universel S, identifié à
[\z\ < i ^ . Si p(z) est la projection de zç§ sur S, et 6 le groupe de
substitutions linéaires qui laissent invariante la fonction pÇz), on voit
comme au Ghap. in, n° 8, que les fonctions de (AMJs corres-
pondent de façon biunivoque aux fonctions automorphes par rapport
au groupe Ç qui appartiennent à la classe de Hardy (AMjy. Lorsque
a^ i , nous prendrons dans (AMjg la norme classique, et dans
(AMJs la norme relative au point a =pÇo) ; une fonction à moyennes
d'ordre a bornées sur S et la fonction automorphe associée auront
alors même norme. On peut donc étendre à une surface de Riemann
quelconque le théorème de M. Riesz sur les fonctions conjuguées
(M.Riesz[ij):

THÉORÈME. — Si v. est > /, il existe une constante B^ telle que,
pour toute fonction holomorphe f = u-{-w appartenant à (AMJe(
vérifiant y(o)==o, on ait\\v\\^ < Bj[u|(,.

En appliquant ce résultat aux fonctions d'une exhaustion (S^) de S,
on obtient :

COROLLAIRE. — Si pour a > j la partie réelle d'une fonction holo-
morphe f appartient à (HMJ,/ appartient à (AMJ.

3. Moyennes d'ordre zéro et classe (AMç). — Revenons à l'ouvert
Q du n° i. Si <x tend vers o, w^(X, /; Q) tend vers la limite

^O^' /î £î)=exî)[J^^. l°g l/[°b')» V11 est encore une fonction
multiplicativement convexe de X, et qu'on peut appeler moyenne
(tordre o de f dans Q(70). Si S, est fixe et S, variable D S,, les

(69) G. H. HARDY [i], F. RIESZ [i].
(70) Cf. HARDY, LITTLEWOOD et POLYA, Iileqiialities, Cambridge, 1984.
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moyennes m^(\, /; S^—Sp) restent bornées si, et seulement si,
log|/| admet une majorante harmonique. La condition de borne
ainsi obtenue pour f est peu maniable, et n'offre guère d'intérêt
pour la classification. En effet, elle ne se conserve pas par addition,
et surtout elle n'impose aucune limitation à la nature de la surface
S ou à la croissance de / au voisinage de la frontière idéale ; elle
signifie simplement que les zéros de / sont assez rares (si S est
parabolique, elle exprime que/ ne s'annule pas; si S est hyper-
bolique, que la série ^g(p, bj), construite avec les zéros de /,
converge (71)). Nous définirons donc les fonctions « à moyennes
d'ordre o bornées» par une condition plus restrictive que la
précédente : nous appellerons ainsi les fonctions / pour lesquelles
log \f\ possède une majorante harmonique positive sur S (ce qui
implique que S est hyperbolique). Il revient au même de dire que
la fonction automorphe associée à / (voir le numéro précédent) a
sa fonction caractéristique de Nevanlinna bornée, puisque, pour
une fonction holomorphe dans ( \z\ < i L cette caractéristique est la
moyenne de log|/|.

L'exemple du cercle unité montre qu'on impose aux fonctions/
une restriction inutile en supposant qu'elles sont holomorphes.
Nous étendrons donc notre définition aux fonctions méromorphes,
de la façon suivante :

DÉFINITION i . — Nous dirons qu'une fonction méromorphe sur
une surface de Riemann S appartient à la classe (AMJ si log \f\ admet
une majorante harmonique sur la surface S' obtenue en ôtant de S les
pôles Cfc de /, ou, ce qui revient au même, si log |/| admet une majorante
surharmonique sur S.

Montrons l'équivalence des deux conditions. Si la fonction log|/|
est majorée sur S par la fonction surharmonique V, elle l'est
à fortiori sur S', où elle est sousharmonique ; elle y admet donc
une majorante harmonique. Inversement, supposons log|/| inférieur
sur S' à la fonction harmonique H. D'après le principe de Picard,
H est prolongeable sur S en une fonction surharmonique de la forme

(71) Si log|/[ a une majorante harmonique U, on a, pour tout domaine relativement
compact F de S, log |/(p)|-4- ^ g ( p , bj, G)< U(p). On en déduit que ]^(p. bj) est

bj^o ]
inférieur à U(p)—log|/(p)[. Le mot « converge » signifie ici : n'est pas identique à
-4- oo, donc est <^ '4- oo hors des bj.
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~ ̂  9(P* c k ) 4~ ^» ^ étant une fonction harmonique positive régulière
sur S, et ^ un nombre supérieur à l'ordre du pôle c^ II en résulte
que la série ̂  g ( p , c^), dans laquelle chaque pôle est compté avec son
ordre de multiplicité, est convergente. Nous avons vu que la série
des fonctions de Green des zéros de/, S g ( p , bj), converge également.
La fonction harmonique

(i) U(/>)=log|/(p)j+2^, b,)-^g(p, c^

régulière sur S, est majorée par A, d'après le théorème i bis ; elle
appartient donc à (HM^), et log|/[ est la différence de deux fonctions
surharmoniques positives, U '+S^P» ck) et U^+S^O^ ^)-k j
Réciproquement, si log|/|=V^ —¥3, avec V\ et V^ surharmoniques

>o, on a logj/KV,. Donc:

THÉORÈME 19. — Pour que f appartienne à (^AMp), il faut et il
suffit que l'une des deux conditions (équivalentes) suivantes soit remplie :

a) log \f\ est la différence de deux fonctions surharmoniques posi-
tives ;

b) les séries Sy(p, bj) et 2y(p, c^), construites respectivement avec
J "

les zéros et les pôles def, sont convergentes, et la fonction (i) appar-
tient à (HM,).

La définition i, et l'inégalité

log|/.+/J<log|/,|+log|/J+log2.

impliquent que (AMy) est un espace vectoriel complexe ; c'est même
un corps, puisque le produit et le quotient de deux fonctions de
(AM^) sont dans (AMJ, d'après la condition a) du théorème 19. En

y» i

particulier, si/(E(AMy), il en est de même de l t / l 2? quelles quea^J + ̂ 4
soient les constantes complexes a? a^, a^ a^ Si l'on désigne par
Zj(w) les zéros de/(jo) — w, la série ^ g(p, Zj(w)) converge pour toute

valeur complexe w(73). Enfin, pour a>o , (AM^) c (AM^), car

iogi/i<-^i/r.
(72) En excluant le cas trivial /(p) = w.
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Examinons maintenant le comportement d'une fonction de (AMp)
au voisinage d'une singularité isolée. Soit q un point de S, S' la
surface S—\q\, et f une fonction de (AM^g/. Le point q ne peut
être limite de pôles de/, sans quoi la série ^ gÇp, c^) ne convergerait

k
pas, une infinité de ses termes tendant vers gÇp, q). Il existe alors

un voisinage V de q tel que, dans V — ( q ̂ , log|/| ait une majorante
harmonique H=h-\-KgÇp, ç), h étant harmonique dans V et
K ̂  o ; / a donc un pôle d'ordre K au plus en q. Si/ç(AM^)s/, q est
un point régulier pour /, car on ne peut avoir \f^~ ̂  h-\- K^(p, q\
que si / est bornée au voisinage de ç. Ceci montre en particulier
qu'il est inutile d'étendre aux fonctions méromorphes la notion de
fonction à moyennes d'ordre a bornées, comme nous l'avons fait
pour les moyennes d'ordre o. De plus, notre définition large de la
classe (AMg) nous permet d'exprimer de manière simple le résultat
précédent :

Toute fonction qui est de la classe (AM^) au voisinage d'un point
q, ce point exclu, est prolongeable au point q, et son prolongement
est encore de la classe (AM^).

Cette proposition est un cas particulier du théorème suivant :

THÉORÈME 20. — Soient S une surface de Riemann, E un ensemble
fermé de capacité nulle sur S, et S' la surface S-E. Si une fonction f
appartient à (AM^)s', elle est prolongeable sur E, et la fonction
prolongée appartient à (AM^)g.

Nous supposerons f non constante ; S est alors hyperbolique. En
adjoignant à E les zéros et les pôles de y*, on obtient encore un
ensemble fermé de capacité nulle ; on peut donc toujours supposer
que y ne s'annule pas et ne devient pas infinie dans S' ; log \f\ est
alors harmonique sur S', et, comme cette fonction appartient à
(HM.)s', elle est de la forme U^+A, où /iç(HM,)s et U^ est le poten-
tiel de Green (pour S) d'une mesure y. portée par E (cf. M. Brelot [3],
théor. 2). L'uniformité de la fonction / se traduit par les relations :

( \ C(^ 1 ̂  ( A \(.) J^+^=o(mod.2Tr)

pour tout cycle G de S' ; en particulier, si G est le bord d'un compact
de S, on a :

(a7) ^ ——ds-=Q (mod. 271)
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puisque alors ( —ds==o. En vertu du théorème de Gauss sur le
Jc^

flux, la mesure -^ d'un domaine relativement compact très régulier
de S dont la frontière G ne rencontre pas E est donc un nombre
entier. Or, il est facile de voir (73) qu'un domaine quelconque peut
être approché de l'intérieur par des domaines du type indiqué, de
sorte que la propriété d'avoir une mesure -;j- entière est vraie pour
tout domaine, donc pour tout ouvert, et finalement pour tout
ensemble ^--mesurable. Elle est alors vraie pour a^ et ^~" (d'après la
formule ;7-"h(A)==sup;J-(B)). Si/) est un point quelconque de S, et

BCA

si t est le paramètre local en p (ce point correspondant à t=o\
on a [/.^(j^rmiim ^^(^l <^ r i ) . Il en résulte que sip appartient au

r-^-O
support de ^'1', la mesure ^+ comporte une masse ponctuelle en p ;
la même chose étant vraie pour ^~", on voit que .̂ est de la forme
^ïïi^ck—S Vb •» avec des m^ et rij entiers > o ; l'ensemble formé par
^ J
les points c^ et bj nécessairement discret. Si l'on pose :

(3)log|/,(p)l=W+U^)=W+5^(p, ̂ -^n,g(p, 6,)
^ j

cette égalité définit partout sur S une fonction analytique f^p), qui
est uniforme à cause des relations (2), et qui est égale à / sur S'. La
formule (3) montre que/^AM^g (théorème 19); si /ç(AM^)s/, le
prolongement est holomorphe, et^ç(AM^)s, pour les mêmes raisons
que plus haut.

2. Fonction caractéristique

4. Fonction caractéristique d'une fonction méromorphe sur une
surface régulière. — Les considérations du numéro précédent nous
amènent à étendre à une surface de Riemann quelconque la notion de
fonction caractéristique de Nevanlinna d'une fonction méro-
morphe (u). Nous le ferons en deux étapes, en supposant d'abord que
la surface considérée est hyperbolique et régulière (cf. Chap. ni,
n° 21). Nous prendrons sur S un point fixe a ; nous appellerons gÇp)

(73) Pour cela, on utilisera la propriété suivante, due à LEBESGUE (cf. M. BRELOT^]) :
tout point de E est le centre de circonférences arbitrairement petites ne rencontrant pas E.

(74) Cf. R. NEVANLINNA [i], [2]. Une telle extension a été faite dans le plan par GUNNAR
AF HALLSTRÔM [i],
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la fonction de Green du pôle a, D^ le domaine |y (p)>^i» G^ sa

frontière, et dh(p) la différentielle adjointe à — — dg(pY
ÏSTt •

Soit donc /(p) une fonction méromorphe sur S, ayant pour
zéros les points bj et pour pôles les points c^. La fonction
U,(jD)=log|/(p)l+ Sy( jD,&, ;D^- S y(/),c,;DOestharmo-

&^ c^

nique régulière dans D^ ; sa moyenne par rapport à g est U^(a). On
a ainsi, lorsque f(a)^o, oo,

(i)log!/(a)|=^log|/(p)lrfA(jo)- 2 r^,)-^+ S |̂ )-4
^ W^-k . ^SD^

C'est la formule de Jensen. Si y a en a un pôle d'ordre m ou en
zéro d'ordre -m, le calcul de U^(a) montre que la formule (i) doit
être remplacée par :

(iQlim[log|/(p)|-my(;))]
p-^-a

=f^os\fWKp)- n^)-^]+ 2'[^)-^]-^t/^ fr^D^ CACD^

l'accent placé après le ^ indiquant que la sommation porte sur les
zéros ou les pôles différents de a. Si nous désignons par Ai(X,/) le
nombre des pôles de / dans^(/)) ̂ ?.j, et si nous posons, avec
R. Nevanlinna :

N(^./)= ^[g(c,)-'>]-n(ao,f)\
^DX

=f^[^f)-^.f)]dp-n^,f)\

m(^/)==^log |/(/))|rfA(p) et T(^,/)=N(X,/)+m(?. /)

les formules (i) et (i') peuvent se mettre sous la forme :

(.) T(X,/)=T^,^+Cte.

Quand nous ne nous occuperons que d'une seule fonction méro-
morphe/(/)), nous utiliserons les notations^)., w), N(X, w), m(^, w),

etc...à la place de / ifx,—1—V N(X,— 1 —), m(\——), etc...
\ f—w/ \ /—w/ \ f—w/
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lorsque w est un nombre complexe quelconque^). Pour tout w, on
a alors la relation :

(2') N(), w)+m(^. w)==T(X,/)+0(i),

qui exprime le premier théorème fondamental de R. Nevanlinna.
La fonction T(^, /) sera appelée la fonction caractéristique de f.

Elle possède les propriétés classiques : elle croît quand \ décroît
(c'est-à-dire quand D^ croît) ; elle est convexe en X. En effet, si
^>;^, log|/(jo)| — ^ g ( p , c^, Dp.) est sous-harmonique dans Dp.,

Cfe€D;x
et sa moyenne sur C^ est égale à m(^,/)+N(7, /)—N(^, /). Or,
une telle moyenne a les propriétés indiquées (théorème 3).

Rappelons qu'on peut également définir une autre fonction caracté-
ristique, qui ne diflère de la première que par une quantité bornée
(cf. T. Shimizu[i] et L. Ahlfors[ij, [3]). Soit

K.^]=————w^-^
L 1 2J . / 1 1 12 /v/i+wjyi+K

la distance sphérique cordale de deux nombres complexes, et soit:

m*(?«, w)-= \ log r ^ s — - ^ d h Ç p ) . D'après le théorème de la
^ U[p)^ ^J

variation de F argument, on a pour deux valeurs quelconques w^ w^.
rî r ~i
- m\\, î ) —m*(t, w^) ==Ai(^, ^)—n(\, w^.

En intégrant cette égalité, et en posant, lorsque w=^f(d),

(3) T^, u,)=N(X, w)+m^, t.)-log^-^(76),

on obtient T*(X, w^) = T*(X, w^. T* (^, w) ne dépend donc pas de w ;
nous le noterons désormais T*(X), et nous rappellerons fonction
caractéristique d'AhIfors de /. Si nous calculons T*()i) en prenant
w == oo , nous obtenons aisément :

T^,/)-logv/i+./W<T^) _____
^T^^-logv/i+l/^l'+^logs.

(*) Cela ne risque pas de créer de confusion, car on n'aura presque jamais à considérer
la caractéristique d'une fonction constante.

(75) Si w ==y(a), on remplace la constante log————— par
[/(^ w]

lim «oo, w)g(p)—\og[f(p),w]).
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D'autre part, soit dt(w)= , v ) l'élément d'aire sur la sphère

de Riemann. La quantité j logp——-.di:(w) ne dépend pas de w^\

par conséquent l'intégration de l'égalité (3) nous donnera:

(4) T*().)=^N(^w)A(w).
On a ainsi :

(5) T(^,/)==^ A(X)dX+0(i)

oùA(\)= f Ai(À, w)(h(w) est l'aire sphérique de la surface décrite
par w=zf(p) quand p décrit D^.

5. Valeurs déficientes. — Les définitions données ci-dessus
permettent d'introduire la notion de défaut. Nous appellerons défaut
d'une valeur w relativement à la fonction f la quantité

^/ \ T Nfi, w)8(w)==i—hmsup v •
^o U^» ^

Lorsque lim T(^, /) = 4- oo, on peut remplacer T()., w) par !*(?.)
X^o

dans l'expression précédente. On a de plus le théorème suivant, dû
à 0. Frostman [i] dans le cas classique :

THÉORÈME 2 i . — S i / a fonction caractéristique d'une fonction
méromorphe f n'est pas bornée, les valeurs de défaut non nul par
rapport à f forment un ensemble de capacité nulle.

La démonstration est la même que dans le cercle unité. Il importe
de remarquer préalablement que les ensembles de capacité nulle
dans le plan complexe fermé (ou la sphère de Riemann) restent les

mêmes lorsqu'on remplace la fonction fondamentale log
I 1 ^ 1 — — ^ 2 1

parla fonction logr———1(76)» qui permet de définir des potentiels

(76) Cf. 0. FROSTMAN [i]. Il suffit de le voir pour un ensemble E compact dans le plan

| w | < oo ; or, log -—I—- <^ log ——ï—— -4- Gte si w., w» € E, de sorte que sur E le poten-
[w^ wj J^-z^l

tiel sphérique et le potentiel ordinaire d'une mesure portée par E ne diffèrent que d'une
quantité bornée. La capacité sphérique de E sera par définition e~m, si m est le minimum
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toujours positifs. Soit alors (A une mesure « sphérique» ;>ode masse i
et de potentiel borné. D'après la formule (3) du n° 4, on a
fr(\, w)c^(w) == T*(^) + 0( i ), donc :

r.. N(x,w), , . . . r N ( x , w ) , , ,
J ̂  -T^)^) > ̂ J T^W ==I •

ou encore jï(w)d[j.(w) <; o ; mais ï(w) est ̂  o, donc ï(w) = o sauf
sur un ensemble de mesure-;^ nulle. L'ensemble des valeurs de défaut
> o est ainsi de mesure nulle pour toute distribution de masses de
potentiel borné ; il est alors de capacité intérieure nulle, d'après
H. Cartan ([i], [2]). Mais c'est un ensemble borélien, de sorte qu'il
est de capacité nulle.

On peut même montrer que si T(^, /) n'est pas bornée, l'ensemble

des valeurs de défaut supérieur §(10) = i — lim inf-^^ stricte-
X^O 1 (A)

ment positif est de capacité nulle. Nous emploierons à cet efiet la
méthode de Valiron-AhIfors (77). Soit H(^) une fonction >o, décrois-
sante, qui tend vers + oo quand l-^o, et telle que T(T) — H(X) ait
les mêmes propriétés. Pour \ donné, l'ensemble fermé E^ des w qui
satisfont à N(X, w) < T(À) — H(X) a une capacité sphérique inférieure
à e""^, car s'il est de capacité > o, son potentiel sphérique d'équi-
libre U^ vérifie :

T*M = /N(X. w)d^(w) 4- f^Wp))dh(p) - U^(/(û)),
et par conséquent a un maximum supérieur à H(^). Donnons-nous
alors un nombre \ > o ; et définissons par récurrence une suite Ç\)
au moyen des relations T*()^)==T*(^)+H(\^) ; il est clair que
^—o. Si F,=^jEx,, on a N(X, w) > T(\)— 2 H(T) pour ).<X,

fc>n
et w^F^ ; or, F^ est de capacité sphérique inférieure à

^(-•^.iw)'
t+^E

Si l'on prend H(î.) == (T*().)) 2 (o < e < i), la capacité de F, est

des maxima des potentiels sphériques des mesures ^> o de masse totale i et portées par E.
Si E == (J En, et si Cn est la capacité sphérique de En, et G celle de E, on a :

log^Slog—
^ n t'y»

(77) G. VALIRON [i], L. AHLFOHS [a] , R. NEVANLINNA fa].
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au plus égale à e—^^n-i^ ; l'ensemble F = = | ] F ^ est de capacité
n 1-4 -S

nulle, et si ^F, N(X, w) est > T^X) — 2(T^)) 2 pour 5l assez

petit, donc lim-^^^^i. C. Q. F. D.
\^o i W

REMARQUES. — i. On montrerait comme dans le plan (cf. Gunnar af
Hàllstrôm [i]) que la somme des défauts est bornée dès que T(^, /) croît
assez vite ; l'ensemble des valeurs déficientes est alors dénombrable.

2. Si T(^,y*) est borné, N(^, w) Fest également, quel que soit w,
et on a limN(^, w)==N(o, w)=^g(zjÇwy), en appelant Zj(w) les

X-^o j
racines de fÇp)= w. lien résulte que S^(p, ^(^)) est convergente

(généralisation du théorème de Blaschke). En particulier, y,g(p, c^)
converge ; la ipoyenne sur C^ de k

^g[f(p)\-^gÇp, c,) estT(^,/)-N(o,/),
donc/6(AMQ). La réciproque est évidente.

6. Extension à une surface de Riemann quelconque. — Considérons
maintenant une surface de Riemann ouverte S quelconque, sur
laquelle est définie une fonction méromorphe f(p). Dans tout
domaine relativement compact très régulier G, de bord G, contenant
un point a fixé une fois pour toutes, /a une fonction caractéristique
(définie comme au n° 4) '"
T(^./; G)=N(V; G)+m(\,f; G)

= ̂  [9M - ̂  + ̂  ̂ bgl f(p) \dh^p\

où 9G{p)=gÇp, a ; G), G^={gQ(p)>\}, d^ ̂ —^-(rf^ ;
les points c^ sont les pôles de y*. Posons alors 2îr

T(G,/)=T(o,/; G), N(G, M;)==N(O, w ; G), etc... Nous avons:
T(G./)=^G(^)+/,logj/(p)|dAo(p)=N(G,/)+m(G, /) (78) ;

la fonction T(G, y*), dont la variable est un domaine, sera encore
appelée la fonction caractéristique de / sur S. Cette dénomination
se justifie du fait que, visiblement, T(5i, /; G) = T(G^, /).

(78) Nous supposerons désormais que 9ç(p) est définie pour tout point p de S, ^(p)
ayant la valeur o si p^G. Si a n^est pas un pôle, on a alors : N(G,/) ̂ Yço^)'

k
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Quand G décrit l'ensemble filtrant des domaines du type indiqué,
T(G, /) et N(G, w) sont des fonctions croissantes. En effet, si G c G7.
N(G, ^)<:N(G', w), puisque g o ^ g c ' . d'autre part, la fonction
^(/^^^I/CP)!—SsKp» Ck\ G') est sousharmonique dans G';
comme f^g(p, c, ; G^dh^p^gÇa, ^; G)—g{a, c, ; G) (avec la
convention faite dans la note (78)), la moyenne de a sur G est
m(G, /)-}-N(G, /) — îi(G\ /), tandis que sa moyenne sur C', qui
majore la première, est m(G', /). Donc T(G, /) < T(G', /).

Le premier théorème fondamental s'exprime de la même façon
que plus haut. Si f(d) ̂  o, oo, on a :

T(G,/)=T(G-)+log|/(a)|.
\ */ /

Si a est un zéro ou un pôle, il faut donner un sens à N { G , —)ou

N(G, y), et pour cela introduire une fonction ^(G) destinée à jouer
un rôle analogue à celui de la variable \ dans les numéros précédents.
Or, on sait (cf. chap. n, n° 13) qu'il existe toujours sur S une fonction
y(/)), harmonique et uniforme, régulière sur S— i ai, et ayant un
pôle logarithmique d'ordre i en a, Nous prendrons pour \(G) la
moyenne de % sur le bord G de G, /'/(p)^G(p)» qui est encore
égale à lim (^(p) —goÇp) ) . d'après la formule de Green. Il est clair

p-^a
que ^(G) ne varie que d'une constante si on change la fonction y.

Pour w quelconque, nous définirons alors N(G, w) par l'égalité :

N(G, w) = S^G(^)) — n(a, w)\(G),

dans laquelle nÇa, w) désigne le nombre des racines de f(p)z=w
situées en a.

Si f(a) == o ou oo, on aura :

T(G,/)=T(G,^)+c

avec c==lim (log [/(/))[ +^(a» ^/(p)) sl a e8^ un zero»
p^-a

c ==lim (log[/(/))| — n(a, oo )%(?)) si a est un pôle.
p ->• a

On peut encore définir la fonction caractéristique par la méthode
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de Shimizu-AhIfors. G-^ ayant la signification indiquée plus haut, on
appellera A(G^) l'aire sphérique de la surface de Riemann image de

G^ par w =:/(/)), et on posera T*(G)= -'- j^ A(G^d\. T*(G) est

une fonction croissante, car si G c G', G^ est contenu dans G{, donc
A(G^)<A(G^), de sorte que T(G) < Ï\G). En supposant /(a)

fini, on a T*(G)-T(G, /)+logy/i +|/« ^logs.
^&

On appellera ici défaut (ou défaut inférieur) d'une valeur w rela-

tivement à / l a quantité 5(w)=i — lim sup-1—,^, et défaut
G-^S 1 (^) l/

supérieur la quantité â(w) == i — lim inf^0-^ .
G-^S 1 (^)

Le théorème de Frostman et le théorème analogue relatif au.défaut
supérieur s'étendent sans difficulté au cas actuel, du fait que la
« frontière idéale )) de S a un système fondamental dénombrable de
voisinages. Si lim T(G,/):=+.oo, les valeurs w pour lesquelles

S(w) n'est pas nul forment donc un ensemble de capacité nulle. En
particulier, l'ensemble des valeurs lacunaires dune fonction de
caractéristique non bornée est de capacité nulle. Lorsque S est
hyperbolique, il en est de même de l'ensemble des valeurs que/ne
prend qu'un nombre fini de fois, et, plus généralement, de l'ensemble
des w pour lesquels la série (6) ̂  g ( p , ZjÇw)) converge. Au contraire,

si/est de caractéristique bornée, la série (6) converge pour tout w,
i\ en résulte que si T(G, /) est bornée, / appartient à (AMJ, et
réciproquement. Nous avons en outre le critère suivant :

THÉORÈME 22. — Pour qu'une fonction méromorphe f dé finie sur
une surface de Riemann hyperbolique S appartienne à (AM,), il faut et
il suffit que la série 2^(p, z^w)) converge pour des valeurs w formant
un ensemble de capacité strictement positive.

COROLLAIRE. — Si S est hyperbolique, si w=f(p) représente S
sur une surface de Riemann d'aire sphérique finie, f appartient à (AM ).

En effet, si n(w) est le nombre (fini ou infini des racines de
ÂP) == w sur S, on a jn(w)dr(w) < + oo, donc n(w) est fini presque
partout, et la série (6) converge pour presque tout w. On verrait

d'ailleurs aisément que T*(G) < ̂ A(G)-|- G16 pour G D D^ .
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3. — Classes de surfaces.

7. Définition. — Nous dirons qu'une surface de Riemann S appar-
tient à la classée^.., pour oc>o, (resp. ÊAB, CAD) si toute fonction
analytique uniforme sur S qui appartient à (AMJ (resp. (AB), (AD))
est une constante.

En vertu des relations établies plus haut entre les espaces (AM ),
on a pour o < a < (B < + oo C^ c (5^ c ̂  c ̂ B. Il est chir
que CQ c (°AMo- Pour a > o, Ê^M, contient GHB. car s'il existe sur une
surface de Biemann S une fonction holomorphe / non constante
ç(AM^), la fonction U=log|/14-^(p, bj) (où les bj sont les zéros

j
de/) est la plus petite majorante harmonique de log|/|, donc L?

est celle de log |/|, et vérifie e^ < i + 1/j101 ; l'existence sur S dune
fonction harmonique bornée non constante résulte alors du théorème
i l , appliqué à<!>(<) -=e\ à moins que U^ ne soit constante, auquel
cas/est bornée. On a évidemment ÊHD <= CAD ; comme (AD) c (AM,),
ÊAM^ c ÊAD- Ce résultat est d'ailleurs une conséquence immédiate du
suivant :

THÉORÈME 28. — S'il existe sur une surface de Riemann S une
fonction holomorphe non constante à intégrale de Dirichlet finie, il y
existe une fonction holomorphe bornée non constante. En d'autres termes,
la classe Ê^B est contenue dans la classe CAD-

Soit w=fÇp) la fonction holomorphe non constante sur S qui
satisfait à Ds(/)<+oo. Comme Ds(/) =fn(w)d^w) (avec les
mêmes notations que plus haut), le domaine simple T=/(S) est
d'aire finie; [ T contient donc un compact K d'aire > o. S'il y a
dans K un continu non ponctuel, le théorème est démontré ; si K
est totalement discontinu, la fonction de A. Denjoyfi]

/ ^ r da(z)_o(w)= —^—-lv / JKW—z

est uniforme, continue, bornée et non constante dans tout le plan
des w (elle tend vers o quand w-^ oo, et ^ç(w) tend vers l'aire de
K), et elle est holomorphe dans f K, donc dans T. ç(/(jo)) est alors
analytique uniforme bornée et non constante sur S.
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Remarquons que le résultat précédent peut être établi à l'aide
d'un théorème de L. Ahlfors[5], suivant lequel il existe une fonction
holomorphe bornée non constante à l'extérieur de tout compact
dont la capacité d'ordre i est > o(79).

8. Nous avons vu que 6^ c Ê^o- Pour une catégorie importante
de surfaces, on a même l'égalité. En effet:

THÉORÈME 2/1. — Sur toute surface de Riemann hyperbolique de
genre fini, ou qui est conformément équivalente à une surface de
recouvrement de la sphère de Riemann dont le nombre de feuillets est
borné, il existe une fonction méromorphe non constante de carac-
téristique bornée.

Soit S une telle surface, et soit zÇp) la fonction qui associe à
chaque point p de S sa projection sur le plan complexe (identifié à
la sphère de Riemann); d'après le corollaire du théorème 22, z
appartient à (AM,)(80).

Par contre, nous allons voir qu'il y a des surfaces de la catégorie
précédente (donc <^°AMo) q111 appartiennent à É^Ma pour tout a > o.
Il en est ainsi pour la surface ¥ ' construite par P. J. Myrberg[2l de
la façon suivante : soit (p(z) une fonction entière ayant une infinité
de zéros e^ tous simples et de module > i, et soit F la surface à
deux feuillets sur laquelle la fonction \/<f(z) est uniforme, D' et D"
étant les deux domaines de ¥ qui se projettent sur {\z\ < i ) nous
appellerons F' (resp. F") la surface F—D I 7(resp. F—D77). Soit
P—^p* Finvolution canonique de F qui associe àjo le point de F qui
a même projection z(p) que lui; p=p* caractérise les points de
ramification. Si /^(AM,)?/, la fonction g(p) ==(/(/)) —/(p*))2,
analytique sur F' n F", y a ses moyennes d'ordre a/2 bornées ; de
plus, elle est uniforme en 2, donc delà forme ̂ (z(p)), où ^(AMa^G»
en posant G ==|i <|^ |<ooj. Mais 2 ==00 est un point frontière
isolé de G, g^ y est donc analytiquement prolongeable (cf. n° ^) ; et
par conséquent est identiquement nulle, puisque z= oo est limite
des zéros e^ de g^ La fonction y est alors uniforme en z, et régulière
pour tout z fini ou infini ; c'est donc une constante.

Le même raisonnement prouve encore que toute fonction

(79) L. AHLFORS [5^. Le théorème 28 a été démontré indépendamment par L. AHLFORS
et A. BEURLING [i] pour les domaines plans, et étendu aux surfaces de RIEMANN par
H. L. ROYDEN [i] à partir du résultat d'ÀHLFORS et BEURLING.

(80) Je profite de cette occasion pour rectifier une erreur que j'ai commise dans ma Note
des Comptes Rendus, a3o, p. 761. La surface F''de M. MYRBERG n'appartient pas à (°AMO>
puisque la fonction z ( p ) , par exemple, appartient à(AMy)p'.
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/(E(AMJF est de la forme f^Çp)), où f^ est une fraction rationnelle ;
/est donc prolongeable à la surface F tout entière (cf, Myrberg [2],
[3], et Ahifors [7]).

9. L'exemple précédent nous montre qu'il peut exister sur une
surface de Riemann S de genre infini un ensemble compact E ayant
des points intérieurs et tel que toute fonction ç(AMJs - E soit prolon-
geable à S. Plus généralement, le problème se pose de déterminer
les conditions auxquelles doit satisfaire un compact E d'une surface
S (qu'on peut toujours supposer close) pour que toute fonction de la
classe (AM^) définie dans un voisinage quelconque de E, sauf au point
de E, soit prolongeable au voisinage entier. Il suffît que E soit de
capacité nulle, d'après le théorème 20, mais ce n'est peut-être pas
nécessaire, car si S est close et si S '==S—E est hyperbolique, les
fonctions de caractéristique bornée sur S' dont l'existence est assurée
par le théorème 2/1 sont définies sur toute la surface S.

Lorsqu'on pose le même problème pour les fonctions de
(AM^) (a > o), la possibilité du prolongement équivaut à l'appar-
tenance de S — E à ÊAMa- En effet, si le prolongement est possible,
toute fonction de (AM^)§_E est une constante, et s'il existe un voisi-
nage V de E, et une fonction y*ç(AM^)v—E non prolongeable à V, un
raisonnement analogue à celui de Sario ([2], § 2) montre qu'il y a
sur S — E une fonction non constante à moyennes d'ordre a bornées.

Il serait intéressant de relier ces propriétés au comportement
d'une fonction analytique au voisinage d'un ensemble de singularités
essentielles, ou de la frontière idéale d'une surface de Riemann.
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