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SUR LES ULTRADISTRIBUTIONS
COHOMOLOGIQUES

par Mitsuo MORIMOTO (1)

Dans ce travail on considère l'espace de cohomologie de
l'espace G" à coefficients dans le faisceau 0 et à support
dans un tube T(G) à base G convexe et fermée, H^c^C";
0), où 0 est le faisceau des germes de fonctions holomorphes.
Si le convexe G ne contient aucune ligne droite tout entière,
on peut constater que

H^G^C"; 0) = 0 pour / ^ n (théorème 1).

Nous considérons l'espace Hî(G)(G71; 0) comme espace des
« ultra distributions cohomologiques à diagramme G » sur
R71. Soit 9 la famille des tubes T(G) à base convexe
compacte :

S == {T(G) ==R71 X \/— 1 G; G convexe compact de R"}.

Comme on peut démontrer que, si Gi et Gg sont deux
convexes compacts de R71 tels que Gi c Gg, l'application
naturelle de l'espace Hî^/C"; 0) dans l'espace H^e^C"; 0)
est injective (théorème 2), on a :

Hi(C71; 0) ̂  lim ind H^/C71; 0)
G

^UKWC'';^,
G

où G parcourt la famille des convexes compacts de R".

(1) Ce présent papier a été écrit en 1968 pendant mon séjour à l'Université de
Nice comme chercheur du CNRS. Je voudrais exprimer ici ma profonde recon-
naissance à M. A. Martineau qui a bien voulu diriger mes recherches.
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Cet espace H^C"; 0) des « ultradistributions cohomolo-
giques à diagramme compact » est assez vaste : en effet, il
contient, comme sous-espace vectoriel, l'espace des ultra-
distributions de S. Silva [5, 6], celui des hyperfonctions de
Sato [1, 4] et celui des fonctionnelles analytiques (théorème 3).

Notations. — Pour un ensemble A de R" ou de C", S
désigne l'adhérence de A, ôA la frontière de A. A — B
est l'ensemble des points de A qui ne sont pas contenus dans
B.

Pour un ensemble A de R", on désigne par T(A) le
tube à base A : T(A) = R71 X V^ 1 A c C\

Pour un ensemble localement fermé F de C71, on note
par H4F] le /-ième espace de cohomologie locale à coeffi-
cients dans 0 et à support dans F :

H^^H^D;^,

où D est un ouvert de C" qui contient F comme sous-
ensemble fermé.

1. Théorèmes.

DÉFINITION. — On dira qu'un convexe G de R71 est propre
si G ne contient aucune ligne droite toute entière.

Nous notons quelques propriétés faciles à montrer:

LEMME 1. — Soit G un convexe fermé et propre de R".
Alors

i) il existe n formes linéaires sur R", li, l^ • • • ? Inj ^ne'
airement indépendantes telles que G soit contenu dans l'en-
semble

{x s R»; li{x) ^ a,, i == 1, 2, . . ., n}

ii) R71 — G 7e ^ (vide) si n ^ 1.
m\ R" — G est connexe et son enveloppe convexe est égale à

R" si n ^ 2.
Voici les théorèmes que nous proposons :

THÉORÈME 1. ~ Soient G un convexe fermé et propre de
R" et V un ouvert de Stein de C7".
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Alors on a:

W[T(G) x V] == 0 pour j ^ n.

THÉORÈME 2. — Soient Gi et Gg deux connexes fermés et
propres de R" tels que Gi c Gg. Supposons que, pour chaque
demi-espace fermé D de R" tel que Gi c D, G^ soit contenu
dans un translaté de D. Soit V un ouvert de Stein de C"1.

Alors Inapplication naturelle de H^T^Gi) X V] dans
H"[T(G2) X V] est injective.

THÉORÈME 3. — Soient K un convexe compact de C" et
G un convexe compact de R" tels que K c T(G).

Alors l'application naturelle de H"[K] dans H"[T(G)]
est injective.

2. Quelques lemmes préparatifs.

La démonstration de ces trois théorèmes repose sur le
lemme suivant dû à Martineau [2] :

LEMME 2. — Soit n > 3. Posons

Uj = {(^i, Za? . . • ? ^n) e G"; |z,| < ry, |̂ | < Rfc pour k ^ /},

où rj est un nombre positif. Ri est un positif ou + oo
tel que r^ < Ri et Rg == Rs = ... = R^ == + oo. 5o^ V
un ouvert de Stein Sun espace numérique G"*.

Alors le (n-2)-ième espace de cohomologie à coefficients dans
0 du recouvrement

U^ X V = (ui X V, Us X V, . . ., ̂  X V),

H"-2^^ X V; 0) est zéro.

Démonstration. — Soit f= {fj ==/i,2..... 7,....»} un (^"2)-
cocycle : /^ est une fonction holomorphe dans

u^ x V == (ui n Ug n . . . n û  n . . . n u^) X V
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telles que

(1) ^(- l)̂  = 0 dans (ui n û  û • . • n u,) X V.

Posons

(2) F;,(Ç,z)
= /_LY_______________^______________

\2TO/ (^ — Zi) ... (^_a — Z»_2)(^-i^ — Z,_iZ,)(^ — Zj

F^, z)^ /j-v ____z-____.
\2m} (^ - zi) ... (^_a - z,_i)(i:,_^» - z»-iz,)(^_i - z»_i)

Alors on a

(3) F ,̂ z) + F;(î:, z)
^ /j_y ____i____

\2vi) (^ - zi)(î:, - z,) ... (Ç, - zj'

Définissons deux fonctions f^ et /'y holomorphes dans
uf X V par les formules suivantes :

/^ ^)= L^ • • • fh^ w^ z ) ^ . . . d^
1^1==^ pour k^J

fî^ ̂  = f^ • • • fh^ W^, z) ̂ i ... ̂
|^j==r^ pour k^J

pour ze{2 ;eC 7 1 ; |zy| < R^ |jSk| < r^ pour k ^ /'} et S; e V,
où r^ et R^ sont des nombres positifs tels que r^ < y\
et R^ < Rfc pour k = 1, 2, ..., n. Il résulte, du théorème
de l'intégrale de Cauchy, que les fonctions ff et A, ne
dépendant pas de r^ et R^, sont bien définies et holomorphes
sur le domaine Uf X V.

Grâce aux formules (1) et (3), on a

(4) j| (-iy-i^=o.

(5) J^(--1)^=0.

(6) h^fî+fî pour , = = 1 , 2 , . . . ,n .
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Considérons la fonction f^ :

^(z^)==(2h)"X^,^......n-X
V^.. r_____^cc,^^ ...d^_______

J (^1 — Zl) • • • ( ,̂-2 — Z,-2)(^-lÇ» — ^_iZj(Ç, — Z,)

pour

(z, ç) e {ze G»; j^l < r;, /• == 1, 2, . . ., n - 1, |zJ < R,} X V.

On voit par cette formule que la fonction /s(z, $) est aussi
holomorphe dans l'ensemble

{z6C»;|z^| < r;,/=l,2, ...,n-2,|z,-izJ
< r̂ R;., |z,| < R,} X V

en particulier dans l'ensemble

{z s C»; |z,| < r;, j = 1, 2, ..., n - 2, |z |̂ < R^, |z,|
< '•n-l} X V.

Comme on peut mettre r'^rj et R^ + °°5 l8 fonction
/^(z, Ç) est holomorphe dans l'union de

u^ x V== {^e G"; |̂ ,| < r,,/=l,2, ...,n- l,^eG} X V

et

{z e C"; \Zj\ < r,, / = 1, 2, ..., n — 2, ̂ -i e G, |̂ |
< r^} X V.

Donc, par le théorème du disque, la fonction f'^ est holo-
morphe dans

(u^ n Ug n ... n 1^-3) X V
- ̂ ;N < ̂ /-l,^ . . . ,n -~2} X V.

De même on peut montrer que la fonction f^ est holo-
morphe dans (ui n u^ n . . . n ^-2) X V.

Supposons d'abord n == 3. (Dans ce qui suit on supprime
la notation de V pour la simplicité.) Comme on a, par (4)^
la formule

W = - W + Ws,
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la fonction f^{z) est holomorphe dans l'union de

{jseC 3 ; !^! < Ri, |̂ | < r^\Zs\ < r^}
et

{zeC 3 ; !^ ! < r^z^eC,\z^\ < ^L

car la fonction f^{z) == f^(z) est holomorphe dans

Ui = { z e C3; |̂ | < ri, 2:2 e G, ^e G}.

Donc, par le théorème du disque, la fonction f^{z) est holo-
morphe dans 1̂ 3 == { z e C 3 ; |zi| < Ri, ^e G, l^j < fa}.
De même, la formule

M - - {W + W)
implique que la fonction f^{z) est holomorphe dans

Ug == { z e G3; |̂ | < Ri, [22! <y2^3ec !}•

Si on pose
Ti = — /i2 + /si?
T2 = —— /23î

Î3 == /23?

le cobord de la 0-cochaîne ç == {yj, §9 est égal à f. Le
cas TZ = 3 est démontré.

Supposons que le lemme est démontré jusqu'à n — 1.
Posons

u;. == { z e G71-1; |z,| < R,, |̂ | < r, pour k + j}

pour / == 1, 2, . . ., n — 1, et considérons le recouvrement

^n-i X {N < rj = {u; X {N < rj},^.,^i.

Les n — 1 fonctions fî, /*§, . . ., /^a, (^2î — f^) forment
un (n-3)-cocycle f de ce recouvrement. Donc par l'hypo-
thèse de récurrence il existe une (n-4)-cochaîne

g' = {^.....n-aî 1 ^ H < • • • < /n-1 ^ ^ - 1}

par rapport au recouvrement Wn-i X {1^1 < rn} telle que
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Sg' = f\ c'est-à-dire :

(7)
^î=S\-l)^^+^~(l)^^

pour k= 1, 2, ..., n — 2,

^-^^^(-l^^Cî.y==i

Définissons alors une (n-3)-cochaîne y' de ^ par les for-
mules suivantes :

TJif '•-, J'n—a»" ojt, ...» J'n-3

Î^S = 0 pour /' == 1, 2, ..., n — 2
^ = (-1)»^.

Par la formule (7), le cobord de y', ây' est égal à f.
De même, il existe une (n-3)-cochaîne <f" de U^ telle

que Sç" = /•". Donc par la formule (6),

â(y' + y") = f +/•"== /•,

ce qui achève la démonstration par récurrence sur n (c.q.f.d.).

LEMME 3. — Avec la même notation que dans le lemme 2,
on a

IP[{ze C"; ri < |zi| < Ri, ,, < |z,|, . . ., ̂  < |zJ} X V] == 0

pour /' 7e ra.

Démonstration. — Posons

Q = { z e G»; |̂ | < R,, (z,, . . ., zj e C»-!}
et

A»= { z e C » ; n ^ |̂ | < R,, r, ^ |̂ |, ..., r, < |z,|}.

On a une suite exacte de cohomologie

0 -> HUÛ; 0) -> H»(Q; 0) -> H°(û - A,; 0)
-^HVÛS^-^H^ÛÎÔ)^ ...

On a clairement HiJQ; 0) = 0. û étant un ouvert de
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Stein, ?(0; 0) = 0 pour / ^ 1. Donc on a

(1) HVQ; 0) = H°(Q; 0)/H°(Q - A,; 0).
(2) Hi^Q^-H^Q-A^) pour / = 2, 3, . . .

Or par le théorème du disque on a Hi^(Q; 0) = 0 si n ̂  2.
Donc on peut supposer n^>. 3.

Supposons que le lemme est démontré jusqu'à n — 1.
Posons

An-i = Ose C71-1; ri ^ |̂ | < Ri, ra ^ |^|, . . ., r^i ^ |v-i|}.

On a une suite exacte de cohomologie

W-^n-i X {N < rj] -> tP'[AJ -> H^A,.! X C].

Par l'hypothèse de récurrence les premier et dernier termes
sont zéro pour / = 0, 1, ..., n — 2. Donc ÏP'[AJ == 0
pour / ^ n — 1, n. D'autre part, un théorème de Leray
implique que

tp-2(Q _ A,; 0) ̂  H^CU,, 0).

La formule (2) et le lemme précédent impliquent

H^AJ^O (c.q.f.d.)

LEMME 4. — Toujours avec la notation du lemme 2, on a

H^[A^ x B, X V] == 0 pour j ^ n,
où

A^_p = { z e C"-^; ri ^ |zi| < Ri, ^ ^ N, . . ., r,_p ^ |^_p|}
Bp== { ^ e C ^ ; Imzi ^ 0, . . ., ïmzp < 0}.

En particulier nous avons les formules

(i) W[B, x V] = 0 pour j ^ n
(ii) W[{z^ e C ; 7-1 ^ |^| < Ri} X B^i X V] = 0

pour / 7e yi.

Démonstration. — Le cas p == 0 est exactement le lemme 3.
Le lemme est supposé démontré jusqu'à p — l(p ^ 1).
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Soient u et U deux domaines de C tels que u c U. Alors
on a une suite exacte de cohomologie :

• • • -̂  H^CA^ x u x B,.i] -> tP'[A,_p x (U - u)
X B^] -> W[A^ x U x B^] -> ...

Par l'hypothèse de récurrence les premier et dernier termes
sont zéro pour /' = 0, 1, ..., n — 2. Donc on a

(1) H-'[A,,_, x (U - u) x B,-i] = 0
pour / = 0, 1, . .., n - 2,.

et une suite exacte :

(2) 0 -> H-^A^x (U-u) xB^]^H»-i[A,_, x U x B,_J
^H'-^A^ x u x Bp_i].

Or par l'hypothèse de récurrence on sait que

H'-^A,.̂  x B,_i] ̂  H"-i[A»_, x (G - u,) x B^] = 0,

où
M i = = { z e C ; [ z — i | < l } ;

c'est-à-dire que l'application

a : H»-i[A,_, x C x Bp_i] -> H"-i[A,_p x «i X Bp_i]

est injective. Si on pose

Ui = {z e C ; Im z > 0},

l'application a se décompose : a = = Y . 8

H»-^A,.p x C x B^j-^H-^A,., x U, X B,_,j
^H"-i[A^ x «i X Bp_i].

Par conséquent l'application (î est injective, ce qui veut dire,
par la suite exacte (2), que H"-1 ,̂̂  X Bp] = 0. D'autre
part grâce à (1) on a

iï/[A,_p X Bp] = 0 pour / == 0, 1, . . . , n — 2 (c.q.f.d.)
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Précisons un cas du fait que l'on a utilisé dans la démons-
tration ci-dessus :

LEMME 5. — (L'unicité de prolongement analytique par
rapport aux « paramètres holomorphes »).

Soient

VK^^CC-I^ I < R,,/=l,2, ... ,m}
et

V, = {zoO^I^I < r,,/=l,2, ...,m}

où r j et R^ sont des positifs ou + oo (^s çue Ry ^ ry.
jB( posons

Go= {yeR";^ ^ 0 , /=1 ,2 , ...,n}.

Alors Inapplication de restriction de H^TÇCo) X VRJ
dan5 H"[T(Go) X V^] e^ injective.

Démonstration. — Posons

V°=VK
V7 = {ze C7"; [zi| < ri, . . ., |z,| < r,, |z,+i| < R,+i,

• • • J^ l < Km}.
Alors on a

VR = V° D V1 3 V2 D • . • D V"* == V,.

Donc il nous suffit de vérifier Finjectivité de l'application

H^Go) x v7] -> H^Go) x v^1].
Or on a une suite exacte de cohomologie

?[1(00) X (V7 ~ V^-1)] -> îî^G,) x V^]
^ H^TÇGo) X V^+1].

Comme nous avons

^ - VW = {z; |̂ | < ri, . . . , |̂ | < r,, r,+i < \z^\ < R,^,
|^+2| < Ry+2? • • • J ^ m l < Km}-

par le lemme 4 (ii) le premier terme de la suite est zéro.
(c.q.f.d.)
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LEMME 6. — Quand ?i et v^ sont deux sous-ensembles
ouverts de V tels que ^ c ̂ . On no(e par p^ Inapplication
de restriction de H^Go) X ^2] ^^ H^Go) X ^i].

Afors Ze préfaisceau {H^TÇGo) X ^]; p^} sur V est un
faisceau sur V.

Démonstration. — Soit en général ^(Ï) le faisceau associé
au préfaisceau {H^)xy(C71 X v\ Ï); p^;} sur V, où Ï
est un faisceau sur G" X V. Citons quelques propriétés,
faciles des ^(Ï) :

i) L'espace des sections F(V, ^°(Ï)) ̂  ^T(G<oxv(Cn X V; }̂..
ii) Si 0 -> Ï -> Ço -> Ci -> ^2 -> • • • est une résolution

flasque du faisceau ^ alors la p-ième cohomologie ^(^(ÇJ)
du complexe

^(çj : 0 -> ̂ (Ço) -> ̂ (Çl) -> ̂ (^) -> • • •

est le faisceau ^(Ï).
iii) Si Ï est flasque, alors 3?°(Ï) est flasque.
Soit 0 -> 0 -> %° -t %i 4- ... -> ̂  -^ 0 la résolution

flasque du faisceau 0 par les faisceaux des (0, /)-formes
hyperfonctions W(f =0, 1, . . ., n) (voir Sato [4] et
Komatsu [1]). Soit V = {p ; v ouvert de V}. Considérons le
double complexe

®C^$ 3?°(^))
P.Î

avec à1 = S (cobord de Éech) et d" = (— l)7^. Alors on a
par i) et iii)

"Ef^ = H^ï), 3?°(^))
= ( rT(G^xv(C71 X V) ; ̂ ) ç = = 0

(0 q > 0.
Donc on a

.E^= jH^x^C!71 x V$ 0) = ïP[T(Go) X V ] y = 0
2 ^0 q > 0.

D'autre part, par ii) on a

'Ej^ = H^, ^(3?°(%*)))
= H^(°D, ^(0)).
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Mais par le lemme 4 (i) on a 9-'{0} = 0 pour /' ^ n. Donc

'VP.i — (HP('Ï>,^"(0)) q=n
"2 -ÏO q^n.

Par la théorie de la suite spectrale dégénérée, on a

W^, ̂ "(ô)) ̂  H-^'nGo) X V; 0].

En particulier l'espace des sections de ^"(0) sur V,

F(V; ^(0)) s H^T^Go) X V].
(c.q.f.d.)

LEMME 7. — Posons

Go = {y e R"; yi < 0, t/a < 0, ...,!/„ < 0},
E = {yeR»;y i > - 1} et
0 = {a;eR"; x^ > 0}.

Soit V un ouvert de Stein de C".
Alors on a

i) ïP'[T(Go n E) X V] = 0 pour j ^ n,

ii) W[(0 X V^G») x V] = 0 pour j ^ n.

Démonstration. — Posons

u == {ze C; ïmz > 0} (resp. {zeC ; Re z > 0, Im z > 0})
U == {z e C; Im z > — 1} (resp. {z e G; Re z > 0})
et T(Go) = {ze C»-1; Im Zi < 0, . .., Im z,_i < 0}.

On a une suite exacte de cohomologie

(1) H^[uxT(G,)]^W[(U-») xT(Go)]
-> W[V x T(Go)].

Si on suppose que le lemme est démontré jusqu'à n — 1,
on a par (1) IP'[(U — u) X T(Gg)] = 0 pour / ^ n — 1, n.

Posons ensuite pour p > 1.

Mp = {z e G; |z — ip| < p} (resp. {z e C; |z — (p + i)| < 1})
Up = {z s C; |z — ipj < p + 1} (resp. {z e C;

|z - (p + i}\ < p}).
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Comme les Up sont contenus dans u, le lemme 5 implique
que chaque élément y de ker a

a: H^^U x T(Go)] ̂  H^u X T(Go)]

est zéro dans IP-^Up X T(Go)] pour p > 1. Comme
U Up = U, y = 0 dans H^U X T(Go)], grâce au lemme 6,
p>i
c'est-à-dire l'application a est injective, ce qui équivaut à

H^U -u) x T(Go)] =0

par la suite exacte (1). Comme le lemme est manifestement
vrai pour n == 1, le lemme est démontré.

(c.q.f.d.)

3. Démonstration du théorème 1.

On démontre le théorème suivant qui contient le théorème 1
comme un cas spécial (/ = 0) :

THÉORÈME 1 bis. — Soient G un convexe fermé et propre
de R", EI, Eg, ..., Ey des demi-espaces ouverts de R" et V
un ouvert de Stein de C"1. Alors on a

(Q}J H^TÇG n Ei n ... n E^) x V] = 0
pour n = 1, 2, 3, . . .

/ =0,1,2, . . . , M ~ - I
k =0, 1, 2, . . . , n— 1 — / .

(On interprète si / = 0, Ei n • • • n Ey = R").

Démonstration (par récurrence sur /c). — (Supprimons
comme toujours la notation de V dans la démonstration.)
Dans le cas k = 0 (/ ^ n — 1), grâce à l'unicité de prolon-
gement analytique, il suffit de montrer que le fermé G n E^^y
n'est pas égal à Ei^_^.. (On note pour la simplicité

Ei,2....,./ = EI...J "= EI n Eg n • • • n Ey).

Comme j ^ n — 1, il existe une droite d contenue dans
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Ei...^. Mais, G étant propre, d ne peut pas être contenue
dans G. Donc GoEi^,...../ ^ Ei...y.

Dans le cas k = i{j ^ n — 2), grâce au théorème du tube,
il suffit de montrer que Ei...y — G est connexe et son enve-
loppe convexe est égale à Ei^,...,y. En effet, si n = 2, alors
/ = 0, EI..., == R2. Il est clair que R2 — G est connexe
et que son enveloppe convexe est R2 (lemme 1 (i)). Soit
n ^ 3. Considérons des sous-variétés linéaires d de dimension
maximale, parallèles à chaque ôE^ (i == 1, 2, . .., /) et conte-
nues dans Ei^...^. Alors dim d ^ 2 et l'union de telles
d est égale à Ei^.. ^. Comme cî n G est un convexe propre
de rf, d! — G est connexe et son enveloppe convexe est égale
à d (lemme 1 (iii)). D'autre part, comme G est propre,
il existe une sous-variété linéaire à' de R71 disjointe de G
telle que d' n d ^ ^ pour chaque d, d'où résulte la connexité
de EI . . . ,—G.

Supposons que (Q},fc) est vraie jusqu'à k — 1 (/c ^ 2).
Soit

E, = {x e R71; m,{x) > b,} i = 1, 2, ..., /,

où mi est une forme linéaire sur R" et b^ est un réel.
On peut supposer que m^, m^, ..., m^ (/o ^ /) sont liné-
airement indépendantes, où /o est la dimension du sous-
espace engendré par {mi, m^ . .., m,}. Soit

G==Ç}î).,
•i=l1

où D( == {^eR"; l^x) < aj, li est une forme linéaire sur R"
et a, est un réel. On peut supposer aussi, G étant propre,
que les n formes linéaires Zi, . . . , ln-j^ ^hî • • • ? m^ sont

linéairement indépendantes. Posons

GW=QD,,
F, = R» — D( = {x~e R"; li{x) > a,}.

Par l'hypothèse de récurrence, on a déjà

(1) Hk-l[T(GW n Ei.2,,.,; n F^i)] = 0 pour m > n - /o.

En effet, le convexe fermé G010 n Ei n • • • n Ej étant propre
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pour m ^ n — jy, on a

H»-i[T(GW n Ei,2....,,. n F î)] = H^mGC») n Ei n Ez n
• • • nE^nEi,a,...,^ nF^i)]=0.

D'autre part, le lemme 4 (i) (avec paramètres) dit que

(2) H^TÇGC-^ n Ei,2,.,J] = 0 pour /c < n - 1 - /o

en particulier pour A- < n — 1 — /'.
Or on a la suite exacte de cohomologie suivante :

(3) 0 -> IP-WGW n E^,...,/ n F^i)]
-^H^^G^+^nEiî j}]
^H^^OWnE^,'..'.,^]

pour m > n — j. Donc on obtient, par récurrence sur m,
en partant des formules (1) et (2),

(4) H fc[T(G(m)nE^.,../)]=0

pour m > n — /.
Pour préciser ce processus et montrer que

tP^GnE^,, , / ) ]==() ,

posons maintenant :

•U={T(E^,. . .J ,T(F.); i=l ,2, ...},
• U ' = { T ( F , ) ; i = l , 2 , ...},
«U, = {T(E^..,J, T(F;); i == 1, 2, . . . , m},
'U , .={T(F, ) ; i==l ,2 , ...,m}.

On a, par le théorème de Leray et (4) :

Hk[T(GnE^,..,,)]^Hfc((U,(^),
(4') H*[T(G<'») n E^,...J] ̂  H*^, ̂ ) = 0

où l'on a noté par H^ll, 11') le ^c-ième espace de cohomologie
du recouvrement relatif ("li, W} à coefficients dans 0, etc.

Soit y un A'-cocycle du recouvrement relatif (11, 11').
Alors la formule (4') assure l'existence d'une (k — l)-cochaîne
/•('") du recouvrement relatif (%^, 'U,») telle que S/W = (pW,
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où l'on note par à l'opérateur du cobord et ^(m) désigne
la restriction de y à (^ U^). Étendons /W à une ( /c—l)-
cochaîne ^m) du CU^+i, °tl4+i) par la formule suivante :

(/w si multi-indice a <= (ll^7(m)
/ aa ^0 si multi-indice a ^ (^J^.

Alors 9<w+l) — S/W est un /c-cocycle du (Zl^i, ll^i) dont
les coefficients à multi-indice a e (^n)^'1 sont zéros. Si l'on
pose

^ = {T(E^,.,, n F,^), T(F,); i = 1, 2, . . . , m},

on a, par l'isomorphisme de Leray et (1),

(1') ÏP-WGW n E^,,^ n F,^)] ̂  H^^,, ̂  == 0.

Le /c-cocycle y^1) — SfW du (^+1, U^i) définit un
(k — l)-cocycle y' du (^, ̂  et, grâce à (!'), il existe une
(/c-2)-cochaîne ̂  du (^, K) telle que SîcW == y'. Par la
suite (3) on peut considérer canoniquement la (A* — 2)-cochaîne
^m) du (ï)^, ^J comme une (/c — l)-cochaîne ^m) du
(^CT+IÎ °^m+i) dont les coefficients à multi-indice a e (^n^
sont zéro. On a alors :

§ (̂m) ̂  ^(m+1) _ (̂m)̂

Si on définit une (k — l)-cochaîne /•<m+l) du (^+1, K+i)
par la formule :

y*0»+D == 7W -|- ^W^

on a S/W1) = 9(m+l) et la restriction de f7^1) à (^ ^^
est égale à />(m). Dans cette manière, on peut montrer, par
récurrence sur m, qu'il existe, pour chaque m ^ n — /o,
une (k — l)-cochaîne />(w) du recouvrement relatif (U^, ^^
telle que S/W == 9^ et que la restriction de /^+1) à
(^ 'U^) soit égale à />(m). En recollant les />(m) les unes aux
autres, on peut construire une {k — l)-cochaîne f du recou-
vrement relatif (Uy W) telle que §/* == y, d'où résulte

?[1(0 n EI 2 ,)] ̂  H^U, 11') = 0.
(c.q.f.d.)
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4. Démonstration du théorème 2.

Nous allons démontrer le théorème suivant qui implique
le théorème 2.

THÉORÈME 2 bis. — Soient Ei, Ë2, . . ., E^- des demi-espaces
ouverts de R" ^ G un convexe fermé et propre tels que

G n EI^, ..., j

soit contenu dans un translaté de R" — Ei^,...,y. Et V désigne
un ouvert de Stein de G".

Alors on a

(QLc) HTr(GnE^, , , )xV]=0

pour / == 1, 2, . . . , n et k = n — /.

LEMME 8. — Considérons R"~1 ̂  {rceR"; x^ == 0}. Soient
E^, Eg, . .., Ey_i ^5 demi-espaces ouverts de R""1 e( G'
un convexe fermé et propre de R71-1. Alors (P}^) est vraie
pour j = 1, 2, . . ., n et A* == n — /.

(P?J IP[T(G' n E^,,,^) x T(]a, 6]) X V] = 0.

(Nous notons E^..^_i = E^ n Eg n .. • n Ey^i.)
Remarquons que (P}^) est (Q},J pour les

G = G' X [a, b]
E,= E; x R i= 1,2, . . . , / - 1
E .̂ == R»-1 x ]a, oo [.

Démonstration (par récurrence sur /c). — Le lemme est vrai
pour k = 0 et 1 à cause de l'unicité de prolongement analytique
et du théorème du tube. Supposons que l'énoncé soit démontré
jusqu'à k — 1. Soit

E,; = {^eR-i; m[{x) > 6,}, i= 1, 2, . . . , / - 1,

m[ une forme linéaire sur R71""1 et ^ un réel. On peut sup-
poser que {m[, ..., m'j^} (/o =$ /) sont linéairement indé-
pendantes où JQ — 1 est la dimension du sous-espace engendré
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par m[, . . . 5 m^. Soit

G'=QD,'
"1=1"

où D' = {^eR71-1, ^(rr) ^ aj, ^ est une forme linéaire sur
R""1 et ai est un réel. On peut supposer, G' étant propre,
que les n — 1 formes linéaires ^, . . ., în_^, m^ ..., ^-i
sont linéairement indépendantes. Posons

Q(m)^F^D/

F̂ ! = R"-i - D;. = {^"eR71-1; l[{x) > a,}.

Par l'hypothèse de récurrence, on sait déjà

(1) H^[T(G'(m)^E^,,,.lnF^) X T(]a, 6])] = 0

pour m ^ n—/o. D'autre part le lemme 7 (i) (avec para-
mètres) implique que

(2) H^G'^o E,,,,^) X T(]a, &])] = 0.

Comme dans la démonstration du théorème 1 bis^ en utilisant
la cohomologie de recouvrement relatif, on peut conclure des
formules (1) et (2) que

?[1(0' n E,.,,,.̂ ) n T(]a, &])] = 0. (c.q.f.d.)

LEMME 9. — Soient E un demi-espace ouvert de R", p
une projection orthogonale de R" sur ôE et G un connexe
fermé et propre de R" tels que

i) G n E ^ ^ (vide).
il) p{G n E) = G n ôE.
iii) G n E est contenu dans un translaté D( de D où

D = R" — E.
Alors

IP-^GnE) x V] =0.

Démonstration. — Remarquons si Gi et Gg sont deux
convexes fermés et propres de R" tels que Gi c Gg, qu'il
y a une suite exacte de cohomologie :

(1) 0 -> H»-i[T(G2 - Gi)] -> H»^)] -^ H"^)].
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Posons
Go == G n ôE, GI = G n E

et
Ga == p-^G n ôE) n D( n E.

Alors par le lemme 8 on a

IP-TOGi, - Go)] == H^^T^-^G n ôE) n D( n E)] = 0,

c'est-à-dire que, par la suite exacte (1) où on remplace Gi
par Go, l'application

H^^G,)]^^^^]
est injective. Comme l'application y se décompose :

H^Go)] ̂  H»[T(Gi)] -t H"[T(G,)],
rinjectivité de 7 = ? . a implique Pinjectivité de a. Donc
par la suite exacte (1) où on remplace Gg par Gi et Gi par
Go, on a H»-1!:'!̂  - Go)] = H'1-1^ n E)] = 0.

(c.q.f.d.)

Démonstration du théorème 2 bis. — 1° Supposons d'abord
/ = 1. Par l'hypothèse du théorème 2 bis, on peut construire
une suite de convexes fermés et propres

GnôEc ... cG<m)cG<w-l)c ... cG^cG^^ GnE
oo m

telle que G n &E = GW n 0 D;, GW = GW n 0 D,, où D,
i=l i=l

est un demi-espace fermé de R", et que l'hypothèse du lemme
9 soit remplie pour les G^ et Em+i(w = 0, 1, 2, . . .).
Alors par le lemme 9, on a

(1) H'-^T '̂») - G<'»+»)] = H'- '̂nGC") n E^+i)] = 0.
D'autre part on a une suite exacte de cohomologie

(2) 0 -> H»-1 [T(GC") n E^+i)] -> H"-1 [T(G<») n (Ei u Ea u
• •. u E,̂ )] -> ÎÎ^TÇGW n (Ei u E, u ... u EJ)].

On obtient des (1) et (2) par récurrence sur m

(3) H'-̂ 'HGW - GC"))] = ̂ ^^(GW n (Ei u E^ u
•••"EJ)]=0.
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00

Soit R" — G^ == t J Fy, où F^ est un demi-espace ouvert
de R". Posons j=l

U == {T(E,), T(F,); i = 1, 2, . . . , / == 1, 2, . . . },
^ = {T(E.-), T(F,); i = 1, 2, ..., m, j = 1, 2, ... },
^^fUF,);/^!^, ...}.

On a, par l'isomorphisme de Leray, (1) et (3),

H'-̂ O n E)] ̂  H'-1 ,̂ U')
{!') ^-^TÇGW n E î)] ̂  H»-1 ,̂̂ , *UJ = 0
(3') H»-̂  [T(G«» n (Ei u E, u ... u EJ)] ̂  H»-̂ ,̂ U) = 0.

On va montrer en partant des (1') et (3') que H»^^, %') = 0.
Soit ç> un (re—l)-cocycle du recouvrement relatif (IL, 'U').
Par (3') il existe une (n — 2)-cochaîne /W du ('U^, 'U') telle
que S/'010 == y^, où l'on a désigné par ^w la restriction de
y à (U^, <Vi'). On définit une (n — 2)-cochaîne JW de (^+1,
'U') par la formule

'w _ {f^ si multi-indice ae ('UJ"-1
a (0 si multi-indice a^CUJ»-1.7\

Alors les coefficients du (ra — l)-cocycle (p<'"+1) — S^W du
(Un+i; <^'/) à multi-indice a e (*UCT)'1 sont zéros et par consé-
quent <pC"+1) — SfW définit un (n — l)-cocycle y' du (ll^+i,
UJ. Par(l') il existe une (n — 2)-cochaîne Tt<"') du ('U^+i,'UJ
telle que Sit̂  == <f'. Si on considère T̂ "̂  comme une
(n — 2)-cochaîne TtW du (ll^+i, 'II'), on a

STtC») = (?('»+!) — gfW.

En définissant une (ra — 2)-cochaîne f^W du (U^+i, 11/) par
la formule :

f(.m+l) ̂  7(m) _^_ yin)

on a S/>('"+l) == (p('"+1). Comme la restriction de la cochaîne
y(m+i) à (<y,^ (^') est égale à y^, on peut construire, par
récurrence sur m, une (n — l)-cochaîne f du (11, 11') telle
que §/'= y, d'où résulte

H'-̂ 'nG n E)] ̂  H»-1 ,̂ W) = 0.
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2° Par l'hypothèse du théorème sur E^^ ̂ j et G, pour
un des E,(l ^ i ^ /), soit pour Ë3, G n E^ est contenu
dans un translaté (Di)( de Di=R71—Ei. Or on a une
suite exacte de cohomologie :

ïP-^G n Ei)] -> IP-TOG n Ea n Ei)]
-^H^-^TÇGnD^nEl)]

où Dg = R" — Eg. Par 1° et le théorème 1 bis (Q;,^)? les

premier et dernier termes de cette suite sont zéro. Donc on a

ïP-TOGnE^nEl)] =0.

En utilisant une suite exacte de cohomologie

H^mG n E,_i n ... n Ei)] -^ H^^G n E, n E,_i n
... nE^-^H^+TOGnDinE.-.in ... n Ei)]

où Di = R71 — E;, on peut achever la démonstration par
récurrence sur /.

(c.q.f.d.)

Démonstration du théorème 2. — Soit comme toujours
00

Gi = F) D., D. = [x e R»; l,{x) < a.}.
1=1

Posons

G2'")=G2n(^D•)•\ 1=1 /

Alors on a Gi c ... c G^ c G^ c ... c G^ c G^ = Ga.
L'hypothèse du théorème 2 permet d'appliquer le théorème
ï bis aux Ga""-" et F,» = R" — D^. Donc on a

H'-^TÇG '̂"-" — G^)] = ^^^(Gg'"-" n FJ] = 0,

d'où résulte, comme dans la démonstration du théorème 2 bis,

H'^mG.-G^^O;

<;'est-à-dire l'application H"[T(Gi)] -» H»[T(G2)] est injec-
live.

(c.q.f.d.)
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5. Démonstration du théorème 3.

Préparons quelques lemmes :

LEMME 10. — Soient

J, = ]— oo, aj ou [a,, + oo [
0, == ]— oo, Ci[ ou ]c^ + oo [

et V un ouvert de Stein de C^. Alors on a

H'rino.x R^'x N/^ifnj^ x v l==o
L(i=l \i=l / ) J

pour j = 1, 2, .. ., M; /c == 0, 1, 2, .. ., n — /.

Démonstration. — Le cas / == 1 est déjà démontré dan&
le lemme 7 (ii). Supposons que le lemme soit vrai jusqu'à
/ — 1. Or on a une suite exacte de cohomologie :

ip-1 fn o, x R71-7 x \/^~ï Sjî x n jJln o, x R71-7 x \/^~ï \j{ x n( ^L l̂ ( f=2 )-1

rno, x R^ x \/-1 ji x nj.n^ H^ 0, x R"
LÎ^I ( i==-2 )-1•-1=1 ^ 1=

H^rio.
•-1=1 <. 1=2
rno, x R"^ x \/:::TSR x nj<n•-1=1 ( 1=2 5-1

où J{ = R — Ji. Par l'hypothèse de récurrence le premier
terme est zéro pour k — 1 < n — 1 — (/ — 1) et le troisième
terme est zéro pour k ^ (n — 1) — (/ — 1). Donc le second
terme est zéro pour k < n — /.

(c.q.f.d.)
LEMME 11. — Soient

I» == [^ bi], Ji == [a;, + oo [ ou ]— oo, 6J,
0, == [— oo, Ci[ ou ]Ci, + oo [,

^ V un ouvert de Stein de C"1. Alors on a

H'fino. x R"-^ x v/^nii x n Ji)î x vt = o
^(^l \i=l i'=P-H / 5 -•
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pour j = 1, 2, ..., n$ fc == 0, 1, ..., n — / et p == 0, 1, 2,
-.., n.

Démonstration. — Le lemme 10 n'est autre que le lemme 11
lorsque p = 0. Supposons que le lemme soit démontré
jusqu'à p -— 1. On a une suite exacte de cohomologie :

H^fno, x R^ x v^^ji - ii) x n if x n ^1
Li=i ( i==2 i=:P-H )-1

-^H^no. x R"^ x v^iSii x ni. x n JiH
•-1=1 ( i=2 i=P-H )J

-> H{no. x R»-^ x v^iji x ni. x n J.H
•-i^l ( »'=2 »=P-4-l )-Jl-î==l ^ 1=2 i=P-4-l

Le premier terme est zéro pour k — 1 ̂  {n — 1) — (/ — 1)
et le troisième est zéro pour k ^ n — / par l'hypothèse de
récurrence. Donc le second terme est aussi zéro pour k ^ n — /.

(c.q.f.d.)

LEMME 12. — Soit P un polyinter^alle fermé et propre de R",

0, == ]— oo, Ci[ ou ]ci, oo [
L; = [d,, ej, ]— oo, e{\ ou [d,, + oo[

et V un ouvert de Stein de C .̂ Alors on a

[( J J-^[( J J+9 ,____ \ iHk noi x n L, x R"-^ x \/~ ip x v == o
( i=l i==;-H 1 J

Hk no.x n
{1=1 i=y-n

pour / == 1, 2, .. ., n; k = 0, 1, . . ., n — / ^ y = 0, 1, 2,
.. ., n — /.

Démonstration. — Le lemme 11 n'est autre que le cas ç = 0.
Supposons que le lemme soit vrai jusqu'à q — 1. On a une
suite exacte de cohomologie :

r j y+^-i __ -i
H^1 HO. X II L, X (R - L,+,) X R"-^ X \/- 1P

Li=i 1=7+1 -I
i- y ./-«-'y-i -i^ H^ no. x n L, x L^ x R^-^ x \/^ip1-1=1 l=J+l -j

y- j y+g-i -i-^ H^ n o, x n L. x R x R"-^ x \/^TP .
Lî=:i i=7+l J
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Par l'hypothèse de récurrence, le premier terme est zéro
pour k — 1 ̂  n — (/ 4" 1) ^t 1e troisième terme est zéro
pour k < n — /'. Donc le second terme est aussi zéro pour
k < n — /.

(c.q.f.d.)

Nous avons un théorème qui généralise le théorème 1 dans
le cas spécial :

THÉORÈME 3 bis. — Soient P un polyintervalle fermé et
propre de R", L un polyintervalle fermé de R71 et V un
ouvert de Stein de Cm. Alors

i) IP[{L X V/^P} X V] == 0 pour k ^ n.
ii) L'application naturelle de H"[{L X \/— 1P} X V] dans:

H"[T(P) X V] est injective.
n

Démonstration. — Soit L == JJ L( où
i=i

L; = [d,, e;], }— oo, êj, [d,, + oo [ ou R.

Comme on a une suite exacte de cohomologie :

H^rn L, x (R - 4) x R"^ X V^P]
Li=i

-> H^nL, X Lp X R^ X V/^^iPiLI=I -A-1=1
^k r^-1n-1=1^- H^nLi X R X R"^ X N/^'IP"]'

le lemme précédent implique que l'application a^ est injec-
tive pour k == 1, 2, . . ., n. Comme l'application

a^ :EP[{L X V/11"!?}] ̂  H^^P)]

se décompose a^ == a^.a^ .. . a^, a^ est aussi injective.
D'autre part on sait par le théorème 1 que IP[T(P) X V] == 0
pour k ^ n. Donc H^L X \/:::ÏP) X V] == 0 pour /c ^ n.

(c.q.f.d.)

Démonstration du théorème 3. — Soit P un polyintervalle
compact de R71 tel que G c P et soit L un polyintervalle
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compact de R" tel que K c L X \/— 1P. Alors on a un
diagramme commutatif :

H^K] -^ ?[1(0)]
^ __ ^

H"[L x V/- 1 P] -^ H^P)]

Nous avons démontré Pinjectivité des applications § et y
(théorème 2 et théorème 3 bis) et on sait, par la dualité de
Serre (dont je ne sais pas la version avec paramètres), l'injec-
tivité de (3. Donc l'application a est injective.

(c.q.f.d.)
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