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Einleitung.

Neben die Theorie der Radonmaße auf lokalkompakten
Räumen von Bourbaki [7] sind in den letzten Jahren eine
Reihe von weiteren Maßtheorien auf topologischen Räumen
getreten. Wir denken hierbei insbesondere an die Arbeiten
von Alexandroff-Varadara jan [l], [4l], Gould-Mahowald [17],
Schwartz [37] und Krickeberg [27]. In diesen Arbeiten werden
jeweils Maße auf allgemeineren topologischen Räumen als
lokalkompakten betrachtet. Obwohl jeweils von unterschied-
lichen Voraussetzungen ausgehend, ist doch allen diesen
Theorien gemeinsam, daß sie nur spezielle Maße auf dem
zugrunde liegenden topologischen Maßraum behandeln und
daß man für den Spezialfall eines lokalkompakten Raumes
nicht die volle Theorie der Radonmaße von Bourbaki zurück-
erhält. Den allgemeinsten Standpunkt nimmt Varadarajan
ein — doch bei ihm werden nur beschränkte Maße behandelt.
Die Hauptziele dieser Arbeit sind deshalb :

1° Erweiterung der Theorie der Radonmaße von Bourbaki
auf vollständig reguläre (1) Räume;

2° Erweiterung der Maßtheorie von Varadarajan auf nicht
beschränkte Maße.

Interessanterweise haben beide Probleme eine gemeinsame
Lösung.

Das Problem 1° wird unter dem Gesichtspunkt behandelt,
einen möglichst großen Teil der reichen Struktur, die für die
Theorie der Radonmaße auf einem lokalkompakten Raum zur

(1) Die Beschränkung auf vollständig reguläre Räume in dieser Arbeit hat rein
beweistechnische Gründe. Die gleichen Überlegungen lassen sich ebenfalls für belie-
bige topologische Räume durchführen, wobei lediglich einige Aussagen der beiden
letzten Paragraphen leicht zu modifizieren sind. Durch den bekannten Prozeß der
Quotientenbildung (vgl. auch Abschnitte 3.4 und 3.5) kann zudem der allgemeine
Fall stets auf den hier behandelten zurückgeführt werden.
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Verfügung steht, auf vollständig reguläre Räume zu über-
tragen. Die Struktureigenschaften der Radonmaße hängen
aber eng mit der Struktur des Ringes 3t aller stetigen reellen
Funktionen mit kompaktem Träger zusammen. Um auf einem
voelständig regulären Raum X einen Ring von stetigen
Funktionen mit ähnlichen Struktureigenschaften, wie sie der
Ring Sl auf einem lokalkompakten Raum besitzt, zu defi-
nieren, muß man auf X ein System von Teilmengen auszeich-
nen, das die Rolle der kompakten Mengen in den lokalkompak-
tem Räumen übernimmt. Dies leistet der von Gould [16]
eingeführte Begriff des « bounding System ». Anstelle der
unter Umständen recht einschränkenden Voraussetzung der
Lokalkompaktheit — man denke etwa an topologische Vektor-
räume — tritt dabei die schwächere Forderung nach der
Existenz einer « beschränkten » Umgebung für jeden Punkt
von X. M.a.W. : man ersetzt die lokale Kompaktheit durch
lokale Beschränktheit. Das Beschränkungssystem S> kann
dabei je nach Problemstellung verschieden gewählt werden.
Der Ring 3t(X, %) aller stetigen, reellen und beschränkten
Funktionen auf X mit beschränktem Träger läßt sich dann
mit den gleichen Strukturen versehen wie der Ring 3t auf
einem lokalkompakten Raum. Definiert man ein Maß auf dem
lokalbeschränkten Raum (X, %) als stetige Linearform auf
3t(X, %), so ist klar, daß dann auch der Raum der Maße auf
(X, S>) als Dual von 3£(X, S>) analoge Strukturen besitzt wie
der Raum der Radonmaße auf einem lokalkompakten Raum.
Unter anderen Gesichtspunkten wurde das Problem 1° bereits
von Kölzow [23]-[25] behandelt. Er betrachtet Paare nii, tUa
von Mengensystemen, wobei V^ als Ersatz für die kompakten
Mengen dient. Hierbei läßt sich ttli als System der offenen
Mengen einer Topologie deuten [24] und dann m2 in eine
(eineindeutige) Beziehung zu einem Beschränkungssystem
bringen. Seine Untersuchungen beschränken sich auf T-stetige
Maße, obwohl sein Ansatz aufgrund der obigen Bemerkungen
sowie der Def. 1.4.2 (c) dieser Arbeit auch die Untersuchung
straffer Maße gestattet. Einen weiteren Ersatz für die kom-
pakten Mengen führte bekanntlich Marczewski [30] (vgl. auch
Pfanzagl-Pierlo [35]) ein. Die zugehörige Maßtheorie erfaßt
jedoch im wesentlichen nur die straffen und beschränkten
Maße.
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Das Problem 2° führt auf ähnliche Überlegungen wie bei
Problem 1°. Ausgangspunkt bei Varadarajan ist eine endlich-
additive Mengenfunktion auf der von den z-Mengen eines
topologischen Raumes X erzeugten Algebra ^. Auch hier
legt der Versuch, nicht beschränkte Maße auf X sinnvoll zu
definieren, die Einführung eines Beschränkungssystems %
auf X nahe. Anstelle der Algebra St tritt dann der von den
beschränkten js-Mengen erzeugte Ring .̂ Analog können
dann die Baireschen bzw. Boreischen Mengen von (X, S>)
definiert werden als der von den beschränkten z-Mengen bzw.
abgeschlossenen und beschränkten Teilmengen erzeugte
a-Ring. Dies entspricht im Falle eines lokalkompakten
Raumes X mit den kompakten Mengen als Beschränkungs-
system dem Standpunkt von Halmos [18]. Da sich die (verall-
gemeinerten) Maße auf dem Ring St^ und die stetigen Linear-
formen auf 3t(X, %) eineindeutig entsprechen, führen die
Probleme 1° und 2° in der Tat auf das gleiche Konzept von
Maßen auf lokalbeschränkten Räumen.

Die Maße auf einem lokalbeschränkten Raum (X, %)
unterscheiden sich jedoch in einem wesentlichen Punkt von
den Radonmaßen. Während diese stets straff sind, können die
Maße auf (X, ä?) rein-unstetig sein. Es ist daher eine Klas-
sifizierung der Maße nach ihren Stetigkeitseigenschaften, wie
sie von Le Cam [28] eingeführt worden ist, erforderlich. Die
weiteren Aufgaben dieser Arbeit bestehen somit in :

3° Charakterisierung der Stetigkeitseigenschaften der Maße
auf (X, %) mit Hilfe der %-Kompaktifizierung;

4° Untersuchung der Zusammenhänge zwischen der Struk-
tur eines lokalbeschränkten Raumes und der Stetigkeit seiner
Maße.

Die Arbeit gliedert sich in fünf Paragraphen. § l ist den
grundlegenden Eigenschaften eines lokalbeschränkten Raumes
sowie des Raumes seiner Maße gewidmet. In § 2 wird das
Maß (x auf die Menge der pi-integrierbaren Funktionen fort-
gesetzt und der zugehörige Maßraum (X, SSu, p.) abgeleitet.
Die verwendete Fortsetzungsmethode ist rein funktionalana-
lytisch und unabhängig von dem speziellen Stetigkeitscharak-
ter von a. Anschaulich gesprochen bedeutet dies, daß eine
gemeinsame Konstruktion des Riemann- und des Lebesgue-
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Integrals angegeben wird. In den Abschnitten 2.3 und 2.4
wird dann die Beziehung zu den Fortsetzungsmethoden von
Daniell-Stone und Bourbaki mittels des Oberintegrals p.*
hergestellt. Es zeigt sich, daß beide Methoden äquivalent sind.
Das eigentlich überraschende Ergebnis ist jedoch, daß die
gleiche Fortsetzungsmethode auch für das Riemann-Integral
durchführbar ist.

In § 3 werden die erhaltenen Ergebnisse mit denjenigen der
Integrationstheorien von Loomis [29], Daniell-Stone [II],
[39] und Bourbaki [7] verglichen. Es zeigt sich, daß der in § 2
entwickelte Integralbegriff je nach Stetigkeitseigenschaft des
zugrunde liegenden Maßes entweder dem Riemann-Integral
nach Loomis oder dem ersten bzw. zweiten Stoneschen Integral
oder, falls der Raum lokalkompakt ist, dem Bourbakischen
Integral entspricht. Die in § 2 entwickelte Fortsetzungs-
methode faßt demnach die genannten Integrationstheorien
zusammen. Ferner wird gezeigt, daß sich die abstrakten Integra-
tionstheorien von Loomis und Stone stets auf den konkreten
Fall eines Maßes auf einem lokalbeschränkten uniformen
Raum zurückführen lassen. Im Gegensatz zu der Rückführung
auf die Theorie der Radonmaße mittels Kompaktifizierung
durch Bauer [3], [4], wird hierbei der ursprüngliche Maßraum
beibehalten, und es stimmen nicht nur die Äquivalenzklassen
L^, sondern auch die Räume ^ der p-fach integrierbaren
Funktionen in der abstrakten und in der konkreten Theorie
überein. Im Falle des zweiten Stone-Integrals (auch « ab-
straktes Bourbaki-Integral» genannt) machte Kölzow [23]-[25]
bereits analoge Aussagen.

§ 4 bringt eine Charakterisierung der Stetigkeitseigen-
schaften der Maße auf (X, %) mittels der %-Kompaktifi-
zierung X^. § 5 untersucht die Zusammenhänge zwischen der
Struktur eines lokalbeschränkten Raumes und der Stetigkeit
seiner Maße. In 5.4 werden insbesondere eine maßtheoretische
Kennzeichnung der reellkompakten Räume oder Q-Räume von
Hewitt [20] gegeben und damit die — leider falschen —Charak-
terisierungssätze von Go-Din Hu [15] und Knowles [22] rich-
tiggestellt. Aus diesem Charakterisierungssatz folgen einige
Resultate, die auch für Radonmaße auf lokalkompakten Räu-
men neu sind. Ferner enthält dieser Satz Ergebnisse der
Arbeit von Choquet [9] als Spezialfall. Schließlich wirft der
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Charakterisierungssatz neues Licht auf das « allgemeine
Problem der Maßtheorie » — nämlich auf die Frage nach der
Existenz meßbarer Kardinalzahlen.

Grundlegend für diese Untersuchungen waren die beiden
Arbeiten von H. Bauer [3], [4], die die Beziehungen zwischen
den abstrakten Integrationstheorien von Loomis und Stone
und der Theorie der Radonmaße herstellen. Der Verfasser
dankt seinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. H. Bauer, für
sein Interesse und seine Anregungen, wodurch diese Arbeit
sehr gefördert worden ist, sowie den Herren Prof. K. Jacobs
und D. Kölzow für einige sehr wertvolle Hinweise.

Bezeichnungen.

Für jeden topologischen Raum X bezeichnet C(X) den
Ring der stetigen reellen Funktionen auf X und 6&(X) den
Teilring der beschränkten Funktionen. Ist Y ein Unterraum
von X, so bezeichnet g |Ye6(Y) die Restriktion von
ge6(X) auf Y.

Für jeden Vektorverband 3{ (bzgl. der üblichen Ordnung
« ^ ») von reellen Funktionen auf X bezeichnet /*V g das
(punktweise) Supremum von /, g e Ä. Analog f/\ g das
Infimum. Mit dieser Schreibweise ist /*+ = /*VO, f~ = — j fVO
sowie \f\ == />+ + f~. ä{+ oder +91 bezeichnet die Menge aller
fe=ä{ mit f = /'+. Für jedes fe=ä{ sei ferner :

[f^ a]: = { x ^ X : f(x) ^ a}
Z(f): =[f=0]
W ' ' =[f=^}
P(f): = [ f > 0 ] '

S(Ä) bezeichnet das System {Z(f): /"eäi}. Analog 8(%)
sowie S{3{]. Die Elemente aus S(C) werden z-Mengen
(« zero-set » [13]) genannt. Die Dualräume von S{ werden wie
folgt bezeichnet:

äV topologisches Dual;
äi* algebraisches Dual;
ä{° ordnungstheoretisches Dual.

Eine Teilmenge § einer geordneten Menge heißt aufsteigend
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filtrierend (kurz : auf st. filtr.) bzw. absteigend filtrierend (kurz :
abst. filtr.), wenn jede endliche Teilmenge von ^ eine
Majorante bzw. eine Minorante in ^ besitzt. Ist % = (SJagA
speziell ein System von Teilmengen einer Menge X, so
bedeutet die Schreibweise Sa \ ^, daß ^ bzgl. « c »
abst. filtr. ist und gilt || Sa = ̂ .

aeA
Die charakteristische Funktion einer Menge A wird mit IA

bezeichnet.

l. Maße auf lokalbeschrankten Räumen.

1.1. Lokalbeschränkte Räume.
Die Forderung, daß jeder Punkt eines topologischen Raumes

eine kompakte Umgebung besitze — m.a.W. daß der Raum
lokalkompakt sei — ist u.U. recht weitgehend. Für einen
separierten topologischen Vektorraum z.B. bedeutet diese
Forderung bekanntlich, daß der Raum endlich-dimensional
ist.

Man kann jedoch die Voraussetzung der Lokalkompaktheit
abschwächen, ohne die wesentlichen Strukturen eines lokal-
kompakten Raumes zu verlieren, indem man für jeden Punkt
nur die Existenz einer beschränkten Umgebung fordert. Dies
ist der Sinn der folgenden Definitionen, die auf Gould [16]
zurückgehen.

DEFINITION 1.1.1. — (X, %) heißt ein lokalbeschränkter
Raum, wenn gilt:

1. X ist ein vollständig regulärer topologischer Raum;
2. S> ist eine Familie von abgeschlossenen Teilmengen B

von X mit folgenden Eigenschaften:
(B l) % ist aufsteigend filtrierend
(B2) S> überdeckt X /d.h. X c (JB\

\ Be^ /
(B3) Zu jedem B, e % existieren ein By e S> und eine

stetige reelle Funktion f auf X, derart daß gilt:

ff^ _ (1 ^e=B .
lw- fö ^eCB,
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DEFINITION 1.1.2. — Eine Teilmenge des lokalbeschränkten
Raumes (X, S>) heißt genau dann beschränkt, wenn sie in
einem Element von S> enthalten ist.

DEFINITION 1.1.3. — (X, %) heißt ein beschränkter Raum,
wenn (X, %) lokalbeschränkt und X als Teilmenge von (X, %)
beschränkt ist. In diesem Fall heißt das Beschränkungssystem %
entartet.

Man verifiziert leicht die folgenden Eigenschaften der be-
schränkten Teilmengen eines lokalbeschränkten Raumes :

SATZ 1.1.4. - (Gould [16]) :
(a) Jede endliche Vereinigung von beschränkten Mengen sowie

jede Teilmenge einer beschränkten Menge ist beschränkt;
(b) Der Abschluß einer beschränkten Menge ist beschränkt;
(c) Jeder Punkt von X besitzt eine beschränkte Umgebung;
(d) Jede relativ kompakte Menge ist beschränkt.

Die Eigenschaft (c) insbesondere rechtfertigt die Bezei-
chnung « lokalbeschränkt » in Analogie zur Definition der
lokalkompakten Räume. Diese können als spezielle lokal-
beschränkte Räume aufgefaßt werden, in denen die kompakten
Mengen ein Beschränkungssystem bilden. Genauer gilt:

SATZ 1.1.5. — X sei ein vollständig regulärer Raum und
S!) = ̂  das System aller kompakten Teilmengen wn X. Dann
gilt: (X, %) ist genau dann lokalbeschränkt, wenn X lokal
kompakt ist, und das System S> = St ist das gröbste Beschrän-
kungssystem auf X.

Beweis. — Die Bedingung ist notwendig, da nach Satz 1.1.4(c)
und Def. 1.1.2 jeder Punkt von X eine relativ kompakte
Umgebung besitzt. Umgekehrt erfüllt das System S> offen-
sichtlich die Bedingungen (Bl) und (B2). Da n. Vor. jeder
Punkt von X eine kompakte Umgebung besitzt, folgt (B3)
aus der vollständigen Regularität von X. Der Rest der
Behauptung folgt aus Satz 1.1.4 {d). D

Weitere Beispiele von lokalbeschränkten Räumen (X, %)
sind :

(i) X sei ein metrischer Raum und S> das System aller
abgeschlossenen Kugeln von X;
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(ii) X sei ein separierter topologischer Vektorraum und %
ein aufsteigend filtrierendes System von symmetrischen
konvexen Körpern in X, das X überdeckt. (Die Eigen-
schaft (B3) zeigt mit Hilfe des Minkowski-Funktionals);

(ii') X sei ein lokalkonvexer Hausdorff-Raum, dessen
Topologie durch die Familie der Halbnormen (pi)iei gegeben
ist. S>1 sei das System

{[Pi ^ ^DneN

Dann ist für jedes i <= I (X, %1) lokalbeschränkt;
(iii) X sei ein separierter topologischer Vektorraum und %

das System aller im üblichen Sinne beschränkten abgeschlosse-
nen Teilmengen von X, d.h. aller abgeschlossenen Mengen,
die von jeder Nullumgebung absorbiert werden. Dann gilt
nach [26], S. 163, sowie Satz 1.1.4 (c) : (X, S>) ist dann und nur
dann lokalbeschränkt (im Sinne der Def. 1.1.1), wenn X
quasinormierbar ist. In diesem Fall stimmt somit die Defi-
nition der Lokalbeschränktheit mit der von Köthe [26] für
topologische Vektorräume gegebenen überein.

1.2. Definition eines Maßes.

I.f. bezeichne (X,%) stets einen lokalbeschränkten Raum X
mit Beschränkungssystem ä5. Für eine stetige Funktion f
auf X bezeichne Ty den Träger von /*, d.h. den Abschluß
der Menge [f + 0] in X. Mit 3t(X, %) (oder kurz 3^
oder 31) werde die Menge aller stetigen und beschränkten
reellen Funktionen auf X, deren Träger (bzgl. %) beschränkt
ist, bezeichnet. 3t(X, %) ist wegen (B l) offensichtlich ein
Unterring des Ringes 6&(X) aller stetigen und beschränkten
reellen Funktionen auf X und ein Vektorverband bzgl. der
induzierten Ordnung.

Man verifiziert leicht, daß das System

^o = (E(g)),e^

ebenfalls ein Beschränkungssystem auf X bildet, das zu S>
äquivalent ist, d.h. die beschränkten Mengen in X bzgl. %g
und % stimmen überein. S>Q heißt das kanonische Beschrän-
kungssystem von X.

Für jede nichtleere beschränkte Teilmenge Y von X
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bezeichne 3t(X, Y) den Banachraum aller Funktionen aus
Cft(X), deren Träger in Y enthalten ist, versehen mit der
Topologie 3^ der gleichmäßigen Konvergenz auf Y. Der
Ring 31^ ist p. Def. die Vereinigung der aufsteigend filtrie-
renden Familie der Banachräume 3t(X, B)ße^- Fü1' BI c B./
ist die kanonische Injektion von 3t(X, B^) in 3t (X, B^)
^B, — 3ß. — stetig. Somit existiert der induktive Limes

% = lim ind %<
Be^

Nach [8], chap. 2, ist % eine lokalkonvexe Hausdorff-
Topologie auf 3t ,̂ und (3i% %) ist als induktiver Limes von
Banachräumen tonneliert [8], chap. 3.

3% bezeichne den ordnungstheoretischen Dualraum von 3t ,̂
d.h. 3%= A-A

DEFINITION i.2.l. — Maß auf (X, %) Aei/?( jedes Element
(JL e 3t .̂ jKb(X, 33) ^oder ^IA)^ bezeichne die Menge aller Maße
auf (X, %).

Nach [7], chap. n, ist JKb(X, S>) identisch mit der Menge
aller relativ beschränkten Linearformen auf 3t(X, £8) und
ein vollständiger Rieszscher Raum bzgl. der zu 3t dualen
Ordnung.

THEOREM 1.2.2. — jKb^ ist der Dualraum von (3t^, %).
M.a.W.: Eine Linearform pi auf 3t̂  ist genau dann ein

Maß auf (X, S>), wenn sie folgender Bedingung genügt:

(l) V B e % 3MB > 0, Vg€=3£(X, B) : |(Ji(g)| ^ MB||g||

Beweis. — Die Bedingung ist hinreichend. Sei nämlich (JL
eine Linearform auf 3t und ge=3i^. Dann gilt für alle /*e3t
mit l/') ^ g: T^cT^cB für ein B e %. Aus (l) folgt die
Existenz einer positiven Zahl MB, derart daß gilt :
\^(f)\ ^ Mall/l ^ Mal lgH. Somit ist pi relativ beschränkt.

Für den Beweis der Notwendigkeit genügt es zu zeigen,
daß jede positive Linearform auf 3t stetig ist. Nach Axiom
(B3) existiert zu jedem B e % ein go e 3t+ mit B c E(go)-
Somit gilt für alle g e 3t(X, B) : | g| ^ || g|| go. Für jede positive
Linearform ^ auf 3t und jede Funktion ge3t(X, B) folgt
somit: |^(g)| ^ (x(|g|) ^ p.(go)||g||. n



44 DIETER SONDERMANN

DEFINITION 1.2.3. — ^&(X, S)) (oder kurz Jll^) bezeichne
den Dualraum vom 3t(X, %) versehen mit der Topologie 3°
der gleichmäßigen Konvergenz auf X. jDie Elemente aus M>^
heißen beschränkte Maße auf (X, %).

Da für jedes Beschränkungssystem % auf X die Topo-
logie 3" gröber ist als die Topologie 3|%, gilt nach Theor. 1.2.2.
stets M)^ c Jllb. Jlfb^ ist ein Banachraum bzgl. der Norm

||pLl| =sup{|;JL(g)|: ge3^, ||g|| ^ l}.

Ist (X, %) beschränkt, so ist wegen % === 3° jedes Maß auf X
beschränkt (s. Bsp. (ii) und (iii)).

1.2.4. — Beispiele von Maßen:

(i) Sei (X, S>) lokalkompakt (d.h. % sei das System der
kompakten Teilmengen von X — vgl. Satz 1.1.5). Dann ist
jlb(X, %) die Menge aller Radonmaße auf X [7].

(ii) Sei (X, %) beschränkt. Dann ist 3^ die Menge C&(X)
aller stetigen und beschränkten reellen Funktionen auf X.
Nach Theor. 1.2.2. ist Jllb(X, %) == JKb^(X) der Dualraum
e&(X), d.h. die Menge aller Maße auf X im Sinne von Alexan-
droff-Varadaraj an [l], [41].

(iii) Sei (X, %) beschränkt und JIU^X, %) die Menge aller
Linearformen pi auf 3t̂  == e&(X) mit der Eigenschaft:

(s, K) Ve > 0 3kp. K c X Vgee,(X):
llgll < l, g |K==0——|(x (g ) | < e.

Dann ist Jllb^X, S>) die Menge aller Maße auf X im Sinne
von L. Schwartz [37]. (Die Maße, die der (e, K) Bedingung
von Schwartz genügen, sind genau die straffen Maße auf
(X, %) — vgl. Def. 1.4.2 (c)).

1.3. Verschiedene Topologien auf JI)b(X, £8).
Für ein beliebiges System @ von beschränkten Teilmengen

von 3t̂  ist auf Jlfb^ die lokalkonvexe ©-Topologie der gleich-
mäßigen Konvergenz auf den Mengen von @ erklärt ([8],
chap. 3). J1H)8(X, S>) (oder kurz Mx^) bezeichne den lokal-
konvexen Raum <Jlfb(X, %) versehen mit der ©-Topologie.
Ist die Vereinigung der Mengen aus @ eine totale Teilmenge
von 3t^, so ist «Jllb^ hausdorffsch; überdeckt @ den Raum
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Ä^, so ist Jllb^ außerdem quasivollständig, da 3t̂  tonneliert
ist ([8], chap. 3, p. 31).

Eine kompakte Teilmenge H in 3t̂  heiße strikt kompakt,
wenn ein B e % existiert mit H c 3t(X, B). Man betrachte
folgende Systeme @ von Teilmengen aus 3£%:

®i : = System von einpunktigen Mengen, deren Vereini-
gung total ist in 3£^;

@a '- = System aller einpunktigen Mengen von 3£^;
@3 : = System aller strikt kompakten Mengen von 3t^;
@4 : == System aller kompakten Mengen von 3t^;
©g : = System aller beschränkten Mengen von 3£ .̂

Mit 3i {i == l . . . 5) werden die zugehörigen ©i-Topologien
bezeichnet. Die ^-Topologie heißt auch die vage Topologie
auf Jlfb^. Aufgrund der Definition der ©-Topologie ist jede
der fünf Topologien jeweils gröber als die folgende.

Da der Raum 3t̂  nach 1.2 tonneliert ist und die vage
Topologie auf M>^ nichts anderes ist als die schwache Topo-
logie bzgl. der Dualität (Jlfc^, 3^), folgt aus [8], chap. 4,
p. 65, unmittelbar das folgende Resultat:

SATZ 1.3.1. — Sei H eine Teilmenge von Mo^. Die folgenden
Aussagen sind äquivalent:

(i) H ist vag beschränkt.
(ii) H ist vag relativ kompakt.
(iii) H ist gleichgradig stetig.
(iv)

VB e % 3MB ^ 0 Vpl e H Vg e 3t(X, B) : | pl(g)| ^ MB|| g||.

Analog wie in [7], p. 62, folgt aus dem vorstehenden Satz :

SATZ 1.3.2. — (a) Die beschränkten Mengen der lokalkonvexen
Räume jlk^^X, %) sind die gleichen für i = 2, 3, 4, 5.

(&) Auf jeder vag beschränkten Teilmenge von M>g^ fallen die
Topologien 3; (i = l, 2, 3, 4) zusammen.

Beweis. — (a) Da jede der Topologien 3; [i = 2, 3, 4, 5)
feiner ist als die vorhergehende, ist jede beschränkte Menge in
*^@i (i == 2 ... 5) vag beschränkt und somit nach Satz 1.3.1
gleichgradig stetig. Jede gleichgradig stetige Menge ist aber
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nach [8], chap. 3, p. 26, beschränkt bzgl. jeder ©-Topologie.
(&) Da jede vag beschränkte Teilmenge von M)^ gleich-

gradig stetig ist, folgt die Behauptung aus [6], chap. x, p. 29.

1.4. Klassifizierung der Maße nach ihren Stetigkeitseigen-
schaften.

Bekanntlich besitzt jedes Radonmaß p. auf einem lokal-
kompakten Raum X die folgende Stetigkeitseigenschaft
auf dem Ring 3t(X) aller stetigen reellen Funktionen auf X
mit kompaktem Träger: (M*) Für jedes auf st. filtr. System
Hc3t(X), dessen obere Einhüllende zu 3t(X) gehört, gilt:
(Ji /sup g\ = sup [^(g). Daß ein Maß auf (X, %) die Eigen-

Vi^eH / gen
schaff (M*) nicht zu besitzen braucht, selbst wenn X lokal-
kompakt ist, zeigt das folgende Beispiel:

Beispiel 1.4.1. — X == (0, l) sei das offene Einheitsintervall
mit der üblichen Topologie; ßX seine Stone-Cech-Kompakti-
fizierung. Das Beschränkungssystem % sei entartet, also
yi^ = 6^(0, l). Für jedes ge3^ bezeichne g die eindeutige
stetige Fortsetzung auf ßX. Auf 3t^ werde die Linearform (JL
definiert durch pt.(g) : = g(^o) ^ü11 einen festen Punkt
XQ e ßX\X. Offensichtlich ist p. positiv und somit ein Maß
auf (X, %). (JL genügt jedoch nicht der Bedingung (M*). Zu
jedem a;e=X existiert nämlich ein g^e3t^ mit 0 ^ g^ ^ l,
g^x) == l und gx{^o) = 0- Somit folgt:

l == (J.(l) = [x (sup g^\ ^ sup [x(g^ = 0.
\ a;ex / a?ex

Es ist somit eine Klassifizierung der Maße auf (X, ä6) nach
ihren Stetigkeitseigenschaften erforderlich, wie sie u.W. zuerst
1957 von Le Cam [28] für beschränkte Maße eingeführt
worden ist. Für die i. allg. nicht beschränkten Maße auf (X, S>)
versagt jedoch die Le Camsche Definition der « Straffheit »,
da die Träger eines Systems von stetigen Funktionen, das
gleichmäßig auf den kompakten Mengen gegen Null strebt,
« fortlaufen » und beliebig großes Maß annehmen können.
Es ist jedoch klar, wie die Definition der Straffheit für nicht
beschränkte Maße zu modifizieren ist, wobei sich zum ersten
Mal die Bedeutung der Einführung des Beschränkungssystems
% auf X zeigt.
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Für jedes B e % bezeichne 3a die Topologie der kompakten
Konvergenz auf 3t(X, B), die von der Familie der Halbnormen

pK(g) == sup \g{x)\ == [ Ig l lK (K kompakt c B)
rceK

erzeugt wird. Da jedes B e % abgeschlossen ist, ist für Bi c Bg
die kanonische Injektion von 3£(X, Bi) in 3£(X, B^) 3^ — %,-
stetig. Somit existiert nach [8], chap. 2, p. 72/76, der induktive
Limes

% == lim ind %
J" Be%

der lokalkonvexen Topologien SB. Die lokalkonvexe Topologie
% auf 3t(X, %) heiße die Topologie der 3^-kompakten Konver-
genz. Aus der Eigenschaft des induktiven Limes sowie aus der
Definition von SB folgt: Die Linearform p. auf 3t̂  ist
genau dann stetig bzgl. der Topologie der äS-kompakten
Konvergenz, wenn gilt:

(2) V B e % B k p . K c B SMa ^ 0 V g e 3 t ( X , B ) :
|(x(g)| ^ MB||g|K.

Spezialfälle der Topologie 3^ :
(i) Ist (X, S>) beschränkt, so ist offenbar % die Topologie

der kompakten Konvergenz auf e^(X).
(ii) Ist (X, %) lokalkompakt, so ist % die « starke »

Topologie auf 3t(X) ([7], p. 41), d.h. der induktive Limes der
Topologien der gleichmäßigen Konvergenz auf den Banachräu-
men 3t(X, K) (K kp. in X).

Wir führen noch folgende Bezeichnungen ein :
2^:={g^(X, %): ||g|| ^ 1}
S a : = { g e 3 t ( X , B) : Ug l l ^ 1} (Be%).

Nunmehr lassen sich die Maße auf (X, %) wie folgt klassi-
fizieren :

DEFINITION 1.4.2. — Sei (JL ein Maß auf (X, %). Dann
heiße :

(a) (JL (j-stetig -^==> Für jede absteigende Folge (g„) c 3t̂  mit
gn\0 gilt ^(gn)-^O;

(&) [JL ^-stetig <=^ Für jedes abst. filtr. System (ga) c ̂  ̂

ga\0 gilt [J.(ga) ->0;
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(c) p. straff -^==> pi i5( 5(e(ig auf S^ bzgl. der Topologie der

^'kompakten Konvergenz.

Genügt pi keiner der Bedingungen (a)-(c), so heiße (JL
unstetig. Jlfk^, Jlll^, eM/ bezeichne resp. die Teilmenge der
a-stetigen, T-stetigen und straffen Maße von Mo = «jlb(X, %).
Dann gelten folgende Inklusionen : Mo1 c Mo^ c Mo^ c JIHo.

Hierbei bedarf nur die erste Inklusion einer Erläuterung;
die restlichen sind aufgrund der Definitionen evident. Sei also
(ga) e11! abst. filtr. System in 3t ,̂ das gegen Null konvergiert.
Offenbar gilt (ga) <= 3t(X, B) für ein B e %. Nach dem Satz
von Dini [6], chap. x, strebt (ga) gleichmäßig gegen Null
auf den kompakten Teilmengen von B. Somit folgt aus der
Straffheit von (JL : lim p.(ga) == lim (^-(gaA l) = 0.

rr na a

SATZ 1.4.3. — S bezeichne eine der Mengen Mo, JIU^, JM^
oder Jiy. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) ( X e S

(ii) (A+, [X- e S
(iii) |(x|eS.

Der Beweis verläuft analog zu den entsprechenden Sätzen 7,
8 und 9 im Teil I von Varadarajan [4l], wobei lediglich
überall der Ring C(X) durch den Ring 3t(X, %) zu ersetzen
ist.

In 4.2 werden Charakterisierungen der Stetigkeitseigens-
chaften der Maße auf (X, %) mit Hilfe des Darstellungssatzes
gegeben. Der Paragraph 5 ist den Zusammenhängen zwischen
der Struktur eines lokalbeschränkten Raumes und den Stetig-
keitseigenschaften seiner Maße gewidmet.

1.5. Trägerfilter und Träger von Maßen.

Der Träger eines Radonmaßes ^ ist bekanntlich das Kom-
plement der größten offenen [JL- Nullmenge. Die Existenz einer
solchen Menge hängt mit der T-Stetigkeit der Radonmaße
zusammen. Aus diesem Grund definieren Varadarajan [41]
und Krickeberg [27] den Träger nur für T-stetige Maße.
Daß diese Definition für allgemeinere Maße wie die in Abschnitt
1.2 definierten versagt, kann man sich leicht an dem nachste-
henden Beispiel 1.5.2 klarmachen.
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Der Begriff eines « Trägers » ist jedoch auch für nicht
T-stetige Maße sehr nützlich, wie sich insbesondere in den
Paragraphen 4 und 5 zeigen wird. Da sich einem nicht T-stetigen
Maß jedoch keine ausgezeichnete Teilmenge von X als
Träger zuordnen läßt, definieren wir:

DEFINITION 1.5.1. — (a) Sei pi ein Maß auf (X, S>). Für
eine beliebige Teilmenge Y von X bedeute die Aussage
« Y trägt (J. », daß für alle Funktionen g aus ,̂ welche
auf Y verschwinden, gilt | [x| ([ g\) = 0.

(6) Das System der Teilmengen

3^: == {Z6S(3t): Z trägt p.}

heiße der Trägerfilter von [JL.
Die Beschränkung auf z-Mengen in der Definition von 3«

ist notwendig, damit 3p. einen Filter bildet. Daß 3^ tatsäch-
lich ein z-Filter [13] ist, wird in 5.3 mit Hilfe des Darstel-
lungssatzes gezeigt.

BEISPIEL 1.5.2. -- (X, %), ßX und (JL seien wie in Beipiel
1.4.1 definiert. Dann ist der Trägerfilter 3^ der z-Ultrafilter
A^ (siehe [13], 6.5); d.h. das System aller z-Mengen in X
mit XQ als Adhärenzpunkt.

Das obige Beispiel zeigt, daß der Filter 3, auf X nicht
« fixiert » zu sein braucht, d.h. es kann gelten n 3 = ̂ .
Für T-stetige Maße gilt jedoch :

SATZ 1.5.3. — Sei [^e JOb^X, %). Dann existiert eine kleinste
nichtleere abgeschlossene Teilmenge von X, welche pi trägt,
nämlich T^. = n 3^ Tp. heißt dann der Träger von pi.

Beweis. — Sei ge3^ mit Tp.cZ(g). Man betrachte
folgendes aufst. filtr. System in 3i^:

3): = {/•e ̂  : 0 ^ f ̂  |g|, Z c Z(/*) für ein Z e ̂ }.

Wegen der vollständigen Regularität von X gilt sup ® = [ g|.
Aus der T-Stetigkeit von |pi| folgt somit:

H(|g|)= sup ||x| (/•)=().
/e®

Da das System S(3t) nach [16], p. 228, eine abgeschlossene
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Basis von X bildet, ist Tu. die kleinste abgeschlossene
Menge, die [x trägt, n

Der Träger T« läßt sich wie folgt lokal charakterisieren :

SATZ 1.5.4. — Der Punkt XQ <= X gehört genau dann zu T p.,
wenn zu jeder beschränkten Umgebung V von XQ ein
ge3t(X, V) existiert mit (Jt.(g) 7^ 0.

Beweis. — Die Bedingung ist notwendig. Denn ang. es
existiere eine beschränkte Umgebung V von XQ, derart daß
für alle ge3t(X, V) gilt (x(g) == 0. Wegen der vollständigen
Regularität von X existiert insbesondere ein go e ̂ (X, V)
mit go(^o) = l- Jede Funktion ge3^, die auf Z(go) ver-
schwindet, gehört dann zu 3t(X, V) und hat somit das Maß
Null. Also gilt Z(go) «= 3^., aber XQ et Z(go). Somit XQ <t= T p,.

Sei umgekehrt XQ ^ T«. Dann existiert ein Z e 3^ und eine
beschränkte Umgebung V von XQ mit V n Z == ^. Somit
gilt für alle g e 3t(X, V) : g|Z = 0. Also a(g) == 0. D

SATZ 1.5.5. — Wenn zwei Funktionen /*, g€=3t^ auf einer
Menge Ze3p. übereinstimmen, so gilt pt.(/*) === p-(g).

Beweis. — n. Vor. gilt Z c Z(/* — g). Somit folgt:

W-8)\ ^\^\{\f-8\)=0 °.
KOROLLAR 1.5.6. — Ist die Funktion g€=3t^ positiv auf

einer Menge Z e 3^, so gilt: |(^|(g) ^ 0.
Beweis. — Aus g = |g| auf Z und 3 .̂ = 3,^ folgt:

Ip-K^-I^KIgl) ^ o n.
1.6. Maße mit endlichem Träger.
SQ == @o(X) bezeichne die Menge der Diracschen Maße

auf X, d.h. die Menge der Maße S^ die durch die Linear-
formen g -> g{x) (g e= 3!̂ ) auf (X, £B) definiert sind.

g === 8(X) sei der von §o aufgespannte Vektorraum.

SATZ 1.6.1. — Das Maß v <= jlfc(X, ^ß) gehört genau dann zu
8(X), we/zn der Träger Ty existiert und endlich ist.

Beweis. — Offenbar ist jedes Maß der Form

v-I^A, (^eR. ^ex)
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T-stetig. Somit existiert Ty nach Satz 1.5.3. Aus der voll-
ständigen Regularität von X und Satz 1.5.4 folgt außerdem
Ty = {Xi . . . Xn}.

Sei umgekehrt T v = {x^ . . . x^} der Träger des Maßes
vejlb(X, %). Dann ist v(g) ==0 für jede Funktion ge3t^
mit g(xi) = 0. D.h. aber S^{g) = 0 für i == l . . . n. Somit
ist v nach einem bekannten Satz der linearen Algebra Linear-
kombination der §3;.. D

Aus der Theorie der Radonmaße ist bekannt, daß jedes
positive Radonmaß auf einem lokalkompakten Raum X
vag adhärent ist dem Kegel der positiven Maße auf X mit
endlichem Träger ([10], p. 127). Dieser Sachverhalt ist jedoch
nicht charakteristisch für Radonmaße. Wir zeigen, daß er
auch für die Maße auf einem lokalbeschränkten Raum gilt.
Doch auch diese Tatsache ist nur ein Spezialfall eines wesent-
lich allgemeineren Zusammenhangs, der in Theorem 1.6.2
bewiesen wird. Dieses Theorem ist grundlegend für den Aufbau
der Integrationstheorie in § 2.

Zur Formulierung des Theorems werden zunächst folgende
Bezeichnungen eingeführt:

X sei eine beliebige Menge und äl ein punktetrennender
Vektorverband reeller Funktionen auf X mit den Eigen-
schaften :

(3) lAge^ Vgeäl;

(4) V^eX 3geäl: g(x) ^ 0.

g = §(X) sei wie oben definiert. Dann bildet <8, 3l> ein
separiertes Dualsystem. Durch die Familie der Halbnormen
p(L) = |L(/*)[ (fegl) wird auf äl* eine uniforme Struktur U^t,
die mit der schwachen Topologie cr<äl*, 3l> verträglich ist,
definiert.

THEOREM 1.6.2. — C sei ein konvexer, spitzer und o-<9l, 8>
abgeschlossener Kegel in äl.8c und ̂  seien die entsprechenden
dualen Kegel in 8 bzw. ät*. y^, bezeichne die Vervollständigung
bzgl. der uniformen Struktur U^t. Dann gilt:

T^c = ̂ .
Beweis. — (i) ä^ ist vollständig bzgl. U^t. Sei nämlich 9

ein Cauchyfilter auf ^. Da n. Def. von U^ jedes fe 3{
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auf 9l* gleichmäßig stetig ist, ist der Bildfilter f(9) ein
Cauchyfilter auf R und konvergiert somit gegen eine reelle
Zahl Lo(/*). Die Linearform f—>Lo{f) (/>€E^) ist somit der
Limes des Filters 9 in 9l*. Da für /*€= C außerdem gilt
f(9) <= R+ und somit Lo(f) ^ 0, liegt Lg in 9l*.

(ii) Es gilt 8c == 91*;. Da U^ hausdorffsch ist, folgt aus (i) :
9l* ist abgeschlossen in 9l*. Somit 8c c 9l*. Ang. es existiert
ein Lo e 9l^\§c. Da 8c eine abgeschlossene und konvexe
Teilmenge des lokalkonvexen Raumes 9l* ist, folgt nach
einem bekannten Trennungssatz die Existenz einer abge-
schlossenen Hyperebene H in 91*, die 8c und Lo streng
trennt. H ist von der Form H = {L<=91*: L(f) = 1} für
ein 0 ^ /*€=9l. Es gilt also:

(a) v(/1) < l für alle v e gc
und

w Lo(n > i.
Aus (a) folgt X . v(/*) < l für alle X > 0, was nur mit

(c) v(f) ^ 0 für alle v e @c

verträglich ist. Wir zeigen, daß aus (c) folgt: — fe C. Denn
falls — / * ^ C, so liefert eine nochmalige Anwendung des
Trennungssatzes diesmal auf den konvexen und n. Vor.
(r<9l, §> abgeschlossenen Kegel C und den Punkt —/*e9l
die Existenz einer abgeschlossenen Hyperebene H' in 91
der Form v(A) == l (h e 91), die C und — f streng trennt.
D.h. aber : es existiert ein 0 •=fc v e § mit der Eigenschaft:

(a') v(g) < l für alle g e C

und
(&') v(- f) > l.

Aus (a') folgt v(Xg) = Xv(g) < l für alle X > 0 und somit
v(g) ^ 0 für alle geC. D.h. aber — v e @ c . Somit folgt
aus (c) : v(— f) = — v(/*) ^ 0 im Widerspruch zu (&'). Also
liegt — f in C. Für Lo e 91*; gilt somit Lo(f) ^ 0. Das ist
aber ein Widerspruch zu (6). Hiermit ist (ii) bewiesen. Da Ug{
hausdorffsch ist, folgt aus (i) und (ii) die Behauptung, n
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KOROLLAR 1.6.3. — Jedes positive Maß (JL auf (X, %) ist
vag [siehe 1.3) adhärent dem konvexen Kegel der positiven
Maße auf (X, %), deren Träger endlich und in jeder Menge des
Träger filters 3n enthalten ist.

Beweis. — Man wähle 3{ = 3£^ und C = 9{+. Dann ist
JKb+(X, %) gleich 9^. und die vage Topologie auf M)+ wird
durch die uniforme Struktur U^, gegeben. Damit folgt der
erste Teil der Behauptung unmittelbar aus Theor. 1.6.2. Der
Rest der Behauptung ergibt sich aus der vollständigen Regula-
rität von X und der Definition von 3«. n

KOROLLAR 1.6.4. — Jedes (JL e Jllb(X, S>) ist vag adhärent
der Menge aller v e= 8(X), deren Träger in jedem Z e 3« enthal-
ten ist.

Beweis. — Dies folgt wegen pi == pi4" — pr" und

^ = { Z = Z + u Z - : Z+e^, Z-e^-}
unmittelbar aus Kor. 1.6.3. n

KOROLLAR 1.6.5. — l̂l?+(X, %) ist ein vag vollständiger
konvexer Kegel in Jlfk(X, S>).

Beweis. — Man wähle S{ und C wie in Kor. 1.6.3. n
Das Theorem 1.6.2 ist jedoch für die Zwecke der Maßtheorie

noch nicht ausreichend, da in der Maßtheorie gewisse nume-
rische Funktionen (vgl. Def. 2.1.1) eine Rolle spielen, die in
dem Vektorverband äl in Theorem 1.6.2 nicht zugelassen
sind. Zu diesem Zweck beweisen wir noch folgende Verallge-
meinerung :

SATZ 1.6.6. — 3t sei ein konvexer Kegel (mit Spitze 0) von
numerischen Funktionen auf X mit der Eigenschaft:

V O ^ veg,. 3/e3£: v(y) ^ 0.

Uĵ  sei die gröbste uniforme Struktur auf 8+, bzgl. welcher alle
Abbildungen der Form v —> v(/1) von 8+ in den kompakten
Raum R für jedes feSI gleichmäßig stetig sind.

Dann existiert zu jeder additiven, isotonen, reellen (und
damit positiv homogenen) Funktion L auf 3t genau ein



54 DIETER SONDERMANN

minimaler Cauchy filier 3^ ciuf 84. mit
L{f) = lim v^) /ur aMe /•e 3t.

V.^L

Beweis. — 84. bezeichne die Vervollständigung von 84.
bzgl. U^. Aufgrund der Eigenschaften des Kegels 3t ist die
uniforme Struktur Uj^ hausdorffsch. Die Behauptung ist
somit äquivalent mit: L e: 84..

^ bezeichne die Menge aller additiven, isotonen, numerischen
Funktionen M auf 3t. Dann läßt sich S+ in ^ einbetten.
Ist L e ̂ \8+, so existiert eine Umgebung
V=V(L)= {Meä: |M(/,)-L(/;.)| < £ , /;e3t, l ^ ̂  n},

von L mit V(L) n 8+ = ̂ ./: ä -^ R" bezeichne die Abbil-
dung

M-^(M(A), . . . , M{Q)= :/(M).
Dann sind die Mengen /(V) und C : =/(&+) n R" disjunkte,
konvexe Teilmengen des R". Aufgrund der Definition von V
ist /(V) die offene £-Umgebung des Punktes /(L) im R".
Somit existiert eine Hyperebene

H == {.reR": <a, a?> == 1}

im R", die /(V) und C trennt, d.h. es gilt

(a) <a,/(V)> < l Vveg+:/ ; (v) < oo für l ̂  i ^ n
W < a , / ( L ) > > l .

Aus (a) folgt für jedes v e g+ mit /^(v) < oo (l ^ i ^ n)
und jedes X ^ 0 :

<a,/(Xv)> = X . < a , / ( v ) > ^ l
und somit

(c) <a, /(v)> ^ 0.

Die Komponenten des Vektors a seien wie folgt geordnet:

a == (ai, . . ., a^, 0^4.1, . . ., a„)
^^^o^^^ """«T^

Dann gehören die Funktionen
K n

g '- = S /̂/!/ und /i: = S (— ^)/j
y=i 7=K+l
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ebenfalls zu 3t, und aus (c) folgt: g(v) ^ A(v) für alle v e S+
mit g(v) < oo. Für die Punktmaße v = S ^ { x e X ) folgt
insbesondere :

{d) g{x) ^ h{x) V r p e X : g(x) < oo.

Aus (d) ergibt sich die Beziehung

g + { h / \ g ) = 2 g .

Aufgrund der Voraussetzungen über L folgt hieraus :

L{g)=L(h/\g) ^ L(Ä).

Dies impliziert aber

0 > L(g) - L(Ä) =|̂ ,L(/-,) -^{- a,)L(y,)

=Sa,L(/-,)=<a,/(L)>

im Widerspruch zu (&). D

2. Fortsetzung eines Maßes. ^-Räume.

2.1. Fortsetzung eines Maßes auf die integrierbaren Funk-
tionen.

Sei (X, ^B) ein lokalbeschränkter Raum und [JL ein posi-
tives (2) Maß auf (X, S>). P. Def. ist [JL also eine positive
Linearform auf dem Ring 3t .̂ Bezieht man den funktional-
analytischen Standpunkt zur Maßtheorie, wie er zuerst 1911
von Young [42] und 1918 von Daniell [11] sowie später von
Stone [39], Bourbaki [7] und Loomis [29] eingenommen
worden ist, so besteht die wesentliche Aufgabe einer Maß-
theorie auf (X, S>) darin, das Elementarintegral p.|3^ß auf
eine größere Menge ^(p.) von pL-integrierbaren Funktionen
fortzusetzen. Je nach Stetigkeit des Maßes pi (siehe 1.4)
bieten sich hierzu die verschiedenen zitierten Integrations-
theorien an. So ist für beliebiges ^ e Jlil+(X, S>) (3( ,̂ p.) ein

(2) Die Voraussetzung der Positivität von (JL bedeutet in Anbetracht des Satzes
1.4.3 keinen Verlust an Allgemeinheit.
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Elementarintegral im Sinne von Loomis; ist (JL cr-stetig bzw.
T-stetig, so ist (3t^, p,) außerdem ein erstes bzw. zweites
Stonesches Elementarintegral. Ist schließlich (X, S>) lokal-
kompakt, so steht die ausführliche Maßtheorie von Bour-
baki [7] zur Verfügung.

Wir wollen jedoch von keiner der angeführten Fortsetzungs-
methoden Gebrauch machen, da diese je nach dem Stetigkeits-
charakter des Maßes p. unterschiedliche Integralkonstruk-
tionen vorschreiben. Ziel dieses Paragraphen ist es vielmehr,
eine einzige Fortsetzungsmethode, die für jedes Maß p. auf
(X, %) unabhängig von seiner Stetigkeit anwendbar ist, zu
entwickeln. Letztere geht lediglich in die Definition 2.1.1 ein.
In § 3 werden die so erhaltenen Ergebnisse mit denen der
oben zitierten Integrationstheorien verglichen, wobei sich
zeigt, daß diese Spezialfälle der hier entwickelten allgemeinen
Fortsetzungsmethode sind.

Das Prinzip der Fortsetzung eines jeden Maßes p. e <jlfl)+(X, %)
auf die Menge ^(p.) der (x-integrierbaren Funktionen ist das
folgende : Man bestimme ^(p.) als den größten Teilraum des
Vektorraums R3^ aller reellen Funktionen auf X, auf den
sich (JL unter Berücksichtigung seiner Stetigkeitseigenschaft
auf genau eine Weise positiv linear fortsetzen läßt. Die erhal-
tenen Ergebnisse sind natürlich aufgrund der Definition 2.1.1
vom Stetigkeitscharakter von pi abhängig — die Methode
selbst ist jedoch hiervon unabhängig.

Den Schlüssel zur Realisierung des angegebenen Fortset-
zungsprinzips liefert das Theorem 1.6.2. Sei nämlich
ät = ^((x) der gesuchte maximale Teilraum von Rx und p.
die eindeutige Fortsetzung von pi auf 3{. Wegen äi D ̂
ist <8, äl> ein separiertes Dualsystem und somit das Theorem
1.6.2 anwendbar. Demnach existiert ein U^-Cauchyfilter 3^
auf 8+, der gegen pl konvergiert; d.h. aber n. Def. von
U^,: pL(/') == lim^ f für alle /"e^pi). Das Fortsetzungs-
problem ist somit äquivalent zu der Aufgabe, einen möglichst
feinen Cauchyfilter ^p. auf 8+ mit u. als Adhärenzpunkt zu
bestimmen. Hierzu dient die folgende Definition :

DEFINITION 2.1.1. — Sei (JL ein positives Maß auf dem
lokalbeschränkten Raum (X, %). Eine numerische Funktion
auf X heißt [^'Oberf unktion, wenn sie obere Einhüllende eines
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aufst. filtr. Systems H c ;K^ ist mit den folgenden Eigenschaf-
ten:

(al) H ist endlich für pi e jll̂ \Jllfc ;̂
(a2) H ist abzählbar für p. e ̂ \Jllb ;̂
(a3) H ist beliebig für pisjllfc^;
(&) sup (J.(g) < oo.

ffeH

W bezeichne die Menge aller (x-Oberfunktionen. Man veri-
fiziert leicht, daß W einen konvexen Verbandskegel mit den
Eigenschaften (3) und (4) (vgl. 1.6) bildet.

SATZ 2.1.2. — Durch die Definition

^{h) : = sup {(^(g) : g ^ h, g e 3^} {h e U^)

wird das Maß p. eindeutig zu einem additiven, isotonen reellen
Funktional auf U^-/fort gesetzt.

Zum Beweis des Satz 2.1.2 dient folgendes Lemma :

LEMMA 2.1.3. — Sei H ein aufst. filtr. System in 3t̂  wie in
Def. 2.1.1 mit sup H = heW. Dann gilt:

(X(A) = sup ^(g).
^GH

Beweis (nach Jacobs [21]). — Sei go e ̂  mit go ^ sup g.
Dann ist das System { g o - - ( g o A g)}^n abst. filtr.^Snd
konvergiert punktweise auf X gegen Null. Unter der jewei-
ligen Stetigkeitsvoraussetzung von a folgt:

inf(x(go - (goAg)) ==0
ffeH

und somit

^g V-(g) > SUp (x(gAgo) = SUp ([X(go) - pL(go - (goAg))

= f^go) — inf fA(go — (go A g))
== ^(go)-

Daraus folgt aber:

sup (J.(g) ^ sup (A(go) = : y.{h).
»GH ffo^ft

Aus H c {g es 3^: g ^ A} folgt « ^ » und damit die Be-
hauptung. D

Beweis des Satzes 2.1.2. — Aus den Definitionen folgt unmit-
telbar : p. ist reell und isoton.
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Seien also h^ /^sll^ und Hi, Hg aufst. filtr. Systeme in
3^a mit AI bzw. h^ als obere Einhüllende. Dann ist auch
Hi + H2 eln [^-zulässiges aufst. filtr. System, das gegen
AI + ^2 e ö^ konvergiert. Aufgrund des Lemmas 2.1.3 und der
Linearität von j^ auf 3t̂  folgt daher:

P-(AI + ^2) = SUp (X(g) = SUp {|x(gi) + ^(gg)}
^GHi+Ha ^.EH^

= SUP ^(gl) + SUp ^(gg) = p.(Äi) + t^). D
0'ieHi ^GHa

^^ pi erfüllen somit die Voraussetzungen des Satzes 1.6.6.
Folglich entspricht dem Funktional pil^ genau ein mini-
maler U<U[*-Cauchyfilter 3^ auf 8+, nämlich die Spur des
Umgebungsfilters von p. e 8+ auf 8+. N. Def. von Vuv-
bilden die Mengen

M. ... ̂  : = {v e 8^ : \^{hi) — ^{hi)\ < £, l ^ i ^ n)}
(/l.e^, £ > 0)

eine Basis von 9 .̂
Für jedes / leRX sei

p{f): = i n f { ^ ) : / < AeW}(3)

(inf ^ == oo). Für die gesuchte Fortsetzung L des Maßes a
wird man wegen der Isotonie fordern : L ^ p (4). Ist umge-
kehrt L eine beliebige Linearform auf einem linearen Unter-
raum ä von R^ der 3^ enthält, mit der Eigenschaft
L ^ p, so folgt für alle g e 3t̂  :

P(g) = - P(- g) ^ L(g) ^ p(g) - p.(g).
Ferner gilt für jedes 0 ^ /*e ^ :

L(- /") < p{- f) < 0.
Also ist L eine positive Fortsetzung des Maßes a.

(3) p ist ein Oberintegral auf R^ d.h. p ist eine subadditive (für [jieJil^ abzählbar
Subadditive), isotone, numerische Funktion auf R^ Man kann das Problem der
Integralerweiterung des Elementarintegrals (3^6a, pi) auch unter folgendem Gesichts-
punkt betrachten : Bestimme die Teilmenge ^ von R^ auf der p additiv und endlich
ist. Dann ist Rest <y p eine positive, lineare Fortsetzung von [A auf ^, und somit (^, p)
eine Integralerweiterung von (^<ü, (x). Das Theorem 2.1.4 zeigt, daß dieser Erweite-
rungsprozeß mit dem oben formulierten Prinzip der maximalen Fortsetzung identisch
ist.

(4) Man beachte, daß in diese Forderung die Stetigkeitseigenschaft von (JL eingeht.
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Die Lösung des Fortsetzungsproblems liefert nun das folgende
Theorem, das gleichzeitig aufgrund der Aussage (iv) die Bezie-
hung zu den eingangs erwähnten Integrationstheorien her-
stellt :

THEOREM 2.1.4. — ^ sei ein Vektorraum reeller Funktionen
auf X, der 3t̂  enthält. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(i) Das Maß pi auf 31^ kann auf genau eine Weise zu einer
von p majorisierten (positiven) Linear form auf jeden linearen
Teilraum ^' c ̂  fortgesetzt werden.

(ii) L = p ist die einzige von p motorisierte (positive)
Linearform auf ^.

(iii) p ist reell und additiv auf ^.
(iv) V/*eäV£ > 0 3g, h^W: - g ^ f^ h, ^.(g + h) < £.
(v) Der Bildfilter f{^u) ist konvergent für alle ^eä.
(vi) 9 n ist ein V^-Cauchyfilter auf 8+.

Beweis. — (i) —> (ii) : L bezeichne die n. Vor. existierende
einzige lineare Fortsetzung von ^ auf ^ mit L ^ p. Zu
zeigen ist: L == p auf ^.

Die Menge S% aller linearen Teilräume ^ von ^ mit
Rest^ L = Rest^ p ist induktiv geordnet und wegen
3t̂  e 3% nicht leer. Nach dem Zornschen Lemma existiert
somit ein maximales Element äo e 3%. Angenommen es gilt
äo 7^ ^. Dann existiert ein fo^^\So mit L(/o) < p(/o). Sei
ä' = ̂ o + R/o und y eine reelle Zahl mit L(/o) < y < p(/o).
Für f = g + a/o <= ̂  ist durch L(/') : = L(g) + ay eine
lineare Fortsetzung von [JL auf ä' definiert. Aus y < p(/o)
folgt: ay < ^pifo} == PWo) fü1' Jedes a ^ 0. Ist a < 0,
so folgt aus L(/o) < y und L ^ p : ay < L(a/o) < p(a/o).
Somit gilt für jedes /* == g + ^o e ̂ / :

ay ^ p(a/o) < p(g + a/o) + p(- g) == ?(/•) - L(g)

und somit
L{f} = L(g) + ay < ?(/•).

Also ist L eine von Rest^' L verschiedene, von p majori-
sierte Fortsetzung von (JL auf ^ im Widerspruch zur Voraus-
setzung. Somit ist ^o == X

(ii) —> (iii) : evident.
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(iii) —^ (iv) : Da p reell ist auf ^, existiert zu jedem /*e ^£
und zu jedem & > 0 ein f ̂  /isW mit (x(/i) —p(/*) < £/2.
Aus der Additivität von p auf ä folgt:

o == P(O) = p(/+ (- f)) = p{f) + p(~ n
und somit: — p(— /*) == ?(/*)• Der Rest der Behauptung folgt
daher aus :

P{f) = - P(- f) = - inf ^(g) = ^P ^(- 8)'—f^geW —g^f
(iv) -^ (v) : Zu beliebigen /*eä und s > 0 seien die Funk-

tionen g, h e ̂  wie in (iv) definiert. Dann gilt n. Vor. sowie
n. Def. des Filters ^:

l^(g)+^)l < ^
Kg) - ^(g)l < s V^ ^M^
KW-PWI < 6 Vv'eM^

Hieraus folgt für alle v, v' e M^.^g:

1^) - ̂ {f)\ ^ sup {|v(Ä) + v'(g)|, |v(g) + v'WI} < 3£.
Somit ist /^u.) ein Cauchyfilter auf R und damit konvergent.

(v) -> (vi) : Dies ist eine bekannte Tatsache aus der Theorie
der uniformen Räume (siehe z.B. [6], chap. 2).

(vi) -> (i) : Wir zeigen zunächst die Existenz einer Fortset-
zung L < p von p. auf den ganzen Raum ä. Nach Theorem
1.6.2 ist die Vervollständigung von 8+ bzgl. der uniformen
Struktur U^ der Raum .̂. Somit ist L: == lim ^p. eine
positive Linearform auf ä, die p. fortsetzt. Für jedes /*<= ^
und h e= °IL mit f ̂  h gilt außerdem :

L(/*) == lim^ /* ^ lim^ /i = (x(A),
und somit

L(f)<. int ^{h)=p{f).
f^heW

Zum Beweis der Eindeutigkeit benötigen wir folgendes Lemma :

LEMMA 2.1.5. — Sei L eine Linearform auf einem linearen
Teilraum ^ von R^^ mit der Eigenschaft L(g) ^ p{g) für alle
g e ̂ . 3t sei der POM ä und H^ erzeugte konvexe Kegel in R^
Dann kann L zu einem reellen^ additiven^ isotonen Funktional
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L auf 3t mit der Eigenschaft L(/*) ^ p(f) für alle /e 3t
fortgesetzt werden.

Beweis. — Es ist 3t == ^ + 'UÄ Für f === g + A e 3t setze
man L(/*) : == L(g) + pW- L ist additiv auf 3t und wegen
p(^h) •==- (x(Ä) < oo reell. Ferner gilt:

L(f) == L(g) + P{h) ^ p(g) + p(h) = p{g + h) = ?(/•).

Sei fi == gi + A] < ga + Ä2 = /z. Dann folgt:

L(gi — g2) + P(/»i) < P(gi — ga) + P(hi) == p(gi — ga + hi) ^ p(hs)

und damit

L(A) = L(g,) + A) ^ L(g,) + pW = L(/,).
Somit ist L isoton auf 3t und damit insbesondere eindeutig
definiert. Aus g == g -)- 0 und p(0) = 0 folgt schließlich :
L(g)=L{g) für alle geä. D ^

Mit Hilfe dieses Lemmas läßt sich nun der Beweis wie folgt
zu Ende führen :

Sei T ein beliebiger linearer Teilraum c ̂  und L' ^ p
eine Linearform auf ^'. 3t sei der von T u W erzeugte
konvexe Kegel in R^^ und L ^ p die nach obigem Lemma
existierende Fortsetzung von L auf 3t. 3t und L erfüllen die
Voraussetzungen des Satzes 1.6.6. Somit existiert ein mini-
maler Uj^-Cauchyfilter 3^ auf 8+ mit L == lim ^f:. Nach [6],
chap. 2, bilden die Mengen

M^ = {V e 8„ : |L(/-) - V(/1)! < £} (^e 3t, £ > 0)

eine Subbasis von 3^- Aus L ^ p folgt für jedes Äe^:
— p(—h) ^ L{h) ^ p{h) == (Ji(/i). Es ist aber wegen 31̂  c — ̂  :

— p(— A) == sup ^(Ä') ^ sup ;x(g) == (J.(A).
h'^h g^h

h'e—Uv- ^e^

Also ist L(A) == (Ji(A) und damit M^g == Mh^g für alle Aell^.
Somit ist der Filter ^f: feiner als der Filter 9 .̂. Dieser ist
aber n. Vor. ein Cauchyfilter bzgl. V<£ und somit erst recht
bzgl. der gröberen uniformen Struktur U^. Also gilt für
alle ge^ ' :

L(g) -===- lim^ g == lim^ g == L(g). n



62 DIETER SONDERMANN

KOROLLAR 2.1.6. — Der Vektorraum

^(pO := {f^^: f(9^) konvergent}

ist der größte lineare Teilraum von R^, auf den sich das Maß
pi|3t% unter Berücksichtigung seiner Stetigkeitseigenschaft auf
genau eine Weise positiv und linear fortsetzen läßt.

DEFINITION 2.1.7. — ^(pO heißt der Raum der ^-integrier-
baren reellen Funktionen auf X. Für jedes /'eä1^) heißt

l fdy.: = lim v(/') = lim^? f
J v,^

das Integral von f (bzgl. pi).

SATZ 2.1.8. — ^(pO ist ein Vektor verband.

Beweis. — Es genügt zu zeigen, daß mit f auch /l+ zu ^(p^)
gehört. Nach Theor. 2.1.4 (iv) existieren zu beliebigem £ > 0
Funktionen g, hf=W mit — g ^ f ̂  h und pL(g + h) < s-
Dann gehören die Funktionen gi: == gAO und h^: = hV 0
ebenfalls zu ^ll^, und es gilt: — gi ^ />+ ^ h^ sowie
gi + AI ^ g + A und damit [^(gi + Ai) ^ [^.(g + A) < £. D

2.2. Integrierbare und meßbare Mengen.

Sei pi e Jll).i_(X, %) und ^(pO der Vektorraum der reellen
p.-integrierbaren Funktionen auf X.

DEFINITION 2.2.1. — Eine Teilmenge A c X heißt [x-inte-
grierbar, wenn ihre charakteristische Funktion IA [^-integrierbar
ist.

@u. bezeichne das System aller [ji-integrierbaren Teilmengen
von X.

SATZ 2.2.2. — @u. ist ein Ring. Durch

(.(A):=J'I^

wird ein (im Sinne von Loomis [29]J vollständiger Inhalt auf
(£« definiert.
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Beweis. — Die Ringeigenschaft von @a folgt aus den
Beziehungen

n
i \ \ A k = SU? IA,

/c=l
sowie

1̂  = (1^ - 1^)+

und damit aus Satz 2.1.8. Ferner gilt für disjunkte Mengen
AI . . . A^ <= ̂ :

^(Ü^) == fl S A, ̂  = S f IA, ̂  = S ^.(AJ.
\ ^ ^ l v k k t/ A--—1
\ /C=l / /c /< Ic-l

Sei nun M c X, derart daß gilt:
Y£ > 0 3A, B e= @^ : A c M c B A [x(B\A) < £.

N. Theor. 2.1.4 (iv) existieren Funktionen g, h e W:
— g ^ IA ^ IM ^ IB ^ h sowie pi(g + A) < 3s. Somit
gehört IM zu ^(pO. Aus IA ^ 0 folgt schließlich
p.(A) = lim^ IA ^ 0. n

Nach Haupt-Pauc [19] heißt ein Inhalt y. auf einem
Ring 3 von Teilmengen eines lokalkompakten Raumes X
an X adaptiert, wenn folgendes gilt:

(a) Jedes Q e 2 ist relativ kompakt;
(6) 2 enthält eine offene Basis von X;
(c) Mit Q gehören auch Q und Q zu 2 und es gilt:

^(Q)-^)-^);
{d) V Q e 2 V £ > 03off. U e a : Q c U A a ( U \ Q ) < £.

Es liegt nahe, diesen Begriff auf Inhalte auf lokalbeschränkten
Räumen zu übertragen und einen Inhalt ü!.]3 an (X, S>)
adaptiert zu nennen, wenn er die Eigenschaften :

(a') Jedes Q e 2 ist beschränkt (bzgl. %)
sowie (6), (c) und (d) besitzt. Dann gilt:

SATZ 2.2.3. — Ist das Maß pi e JUl̂ X, ^ß) unstetig, so ist der
Inhalt |̂@ui. ein (X, £8) adaptiert.

Beweis. — Der Beweis verläuft analog zu Satz 7 in [3],
wenn man überall die Funktionenmenge 3{ durch den Ring
3t̂  und « relativ-kompakt » durch « beschränkt » ersetzt, a



64 DIETER SONDERMANN

&% bezeichne das System aller beschränkten z-Mengen von
(X,%);

Jb^ bezeichne das System aller abgeschlossenen und be-
schränkten Teilmengen von (X, %).

SATZ 2.2.4. — (i) Für jedes pLeJIA^ gilt: %BC@^;
(ii) Für jedes pi e M)^ gilt: Jb^ c ®^.

Beweis. — (i) Sei Z == Z(g) e %ß. Wegen

z=n^i ^n-l]
n

und Axiom (B3) existiert eine aufsteigende Folge (gj c 3£^
mit — 1z == sup gn. Wegen sup (^(gj < 0 ist — 1z eine

n n
pi-Oberfunktion. Somit gilt Ize^dji).

(ii) Für jede abgeschlossene und beschränkte Teilmenge A
von (X, %) gilt

- I A = = S U P {ge^ : g ^ - IA}CW. D

Die Definition 1.4.2 legt folgende Klassifizierung der Inhalte
p.|@„ nach Additivitätseigenschaften nahe:

DEFINITION 2.2.5. — Der Inhalt p.|@p. heiße:
(a) (j-additiy <4==^ Für jede fallende Folge (ZJ c 2^ mit

Dt.

Zn\^ g^t [^(Z,)->0.
(6) ^-additiv ^==^ Für jedes abst. filtr. System (Za)cS^

Df.

mit Za \ ^ g^( ^(Za) -> 0.
(c) kompakt ^=^ VB e % Vs > 0 3kp. K c B : p.(B\K) < £.

Df.

Zwischen der Stetigkeit des Maßes (A auf (X, %) und der
Additivität des zugehörigen Inhalts pt.|@(i besteht folgender
Zusammenhang:

SATZ 2.2.6. — Sei pLe=Jl(l^(X, %) und pi|(gp. der aus (JL
abgeleitete Inhalt. Dann gilt:

(i) Das Maß pi ist <r-stetig <==^ (^[©{A ist <r-additiv.
(ii) Das Maß [x ist T-stetig -^==^ P1!®», ist T-additiv.
(iii) Das Maß (JL ist straff ^=> P-|@(J. ist kompakt.
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Beweis. — Wir beweisen zunächst (ii). Sei (Za)aeA ein abst.
filtr. System in 2^ mit Za \ ^. Dann ist

ä): == {ge3^: 0 ^ g ^ l A g|Za == l für ein a e A }

ein abst. filtr. System (g^)xeA m ^ mit g^ \ 0. Somit
existiert n. Vor. zu jedem £ > 0 ein \Q e A mit (^(gXo) < £-
Nach Konstruktion von 3) gilt ferner g)JZ^==l für ein
(X.Q e A. Daraus folgt aber :

^) ^ (A(ZJ < ^(g?J < £ Vao < a.

Sei umgekehrt (ga)aeA ein abst. filtr. System in 3t^, das
punktweise gegen Null strebt. O.B.d.A. sei (ga) c SB für ein
B e %. Dann ist für jedes £ > 0 Za: == [ga ^ £] (aeA) ein
abst. filtr. System in S^ mit Za \ ^. Also gilt n. Vor.
p.(Za) -> 0. Nach Axiom (B3) existiert ein goe ̂ ^ "^it
T^ c E(go) für alle a e A. Somit folgt:

0 < ^(ga) ^ ^(IzJ + (^.ITJ = ^(Z,) + e.^(TJ.

Da e > 0 beliebig war, ist hiermit (ii) bewiesen.
Der Beweis von (i) verläuft analog. (Das System ® kann

in diesem Fall abzählbar gewählt werden.)
Sei nun [JL e Jllk^ und B; e äL Nach Axiom (B3) existiert

ein By e S> mit B^ c B^. Aus der ^-Stetigkeit von pi auf
SB, folgt:

Ve > 0 akp .KcB, V g e 2 ^ : g | K - 0 — — l ( x ( g ) | < £.

Hieraus folgt für die kompakte Menge K = K n B^ c B^:

i^(B,\K) ^ (X(B,\K) = sup {(x(g) : geS^, glK = 0} ^ £.

Sei umgekehrt (ga)aeA ein System in SB? das gleichmäßig
auf den kompakten Teilmengen von B gegen Null strebt.
Dann existieren n. Vor. zu jedem £ > 0 eine kompakte
Teilmenge K von B sowie ein ag e A, derart daß gilt
(Ji(B\K) ^ £ und [ ga| ^ £. IK + IB\& für alle ao < a.

Hieraus folgt aber:
|^(g,)| ^ £.(^(K) + p.(B\K) ^ £.((X(K) + l).

Hiermit ist auch (iii) bewiesen. D
Ist speziell (X, ä6) beschränkt, so erhält man aus Satz 2.2.6

die entsprechenden Sätze 20, 24 und 29 von Varadarajan [41].
3
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Je nach Additivität besitzt der Inhalt p.|@p. folgende
Regularitätseigenschaften:

SATZ 2.2.7. — Für jede Menge Q <= ©^ gilt:
(i) ;x(Q) == sup {(JL(Z) : Z c Q, Z e %%}, faM5 (J. 5(n/c( (5)

(T-additiv ist.
(ii) [X(Q) ==sup{p.(A) :AcQ,AeJfc^} , /'a^ [x ^additiv ist.
(iii) (JL(Q) == sup {p.(K) : K c Q, K kp.}, /a;^ (x kompakt

ist.
Beweis. — (i) Zu jedem Qe@p. und zu jedem £ > 0

existiert n. Theor. 2.1.4 (iv) eine Funktion g e — W mit
g < IQ und P.(IQ — g) < £. N. Def. von W ist g das Infi-
mum einer absteigenden Folge (gj c 3t̂ . Sei nun S eine
beliebige positive Zahl. Dann ist die Menge

z : = [ g ^ si^n^ ^
n

als Durchschnitt von abzählbar vielen beschränkten z-Mengen
ebenfalls eine beschränkte z-Menge. Aus g ^ 1z + S. IQ folgt

p-(Q) < P-(g) + s ^ p-(Z) + S.p.(Q) + £•
Da § > 0 beliebig war, folgt daraus die Behauptung.

(ii) Der Beweis verläuft analog wie in (i). Die Menge
A : == [h > S] == C^\ [ga ^ S] leistet das Verlangte.

a

(iii) Nach (ii) existiert zu Qe@^ und £ > 0 eine abge-
schlossene und beschränkte Menge A c Q mit p.(Q\A) < £.
A ist in einem B e % enthalten.N. Vor. existiert eine kompakte
Menge KB c B mit P.(B\KB) < £. Für die kompakte Menge
K = KB n A folgt somit: K c A c Q sowie

;JL(Q\K) < p.(A\K) + £ ^ (^(B\KB) + £ == 2£. n

SATZ 2.2.8. ~ Ist p.eJDl)(r(X, %), so ist der Inahlt [J.|@ .̂ ein
Prämaß [5] und kann somit auf genau eine Weise zu einem
vollständigen Maß [x auf den von @ .̂ erzeugten a'Ring ^
fortgesetzt werden.

(5) Der Inhalt (JL heißt strikt o-additiv, falls (JL o-additiv, aber nicht r-additiv ist.



MASSE AUF LOKALBESCHRÄNKTEN RÄUMEN 67

Beweis. — Nach [5], S. 19, ist (A genau dann ein Prämaß,
wenn gilt: (o-) Für jede absteigende Folge (QJ c @« mit
Qn \ ^ gilt ^(Qn) -̂  0- tst [̂  €2 jlHA ,̂ SO folgt (0-) BUS
den Sätzen 2.2.6 (i) und 2.2.7 (i). Ist pieJIH^, so gilt n. Satz
2.2.6 (ii) (Ji(Za)->0 für jedes System (Za)c%% mit Za\^.
Da jede Menge aus Jb^ Durchschnitt von beschränkten
z-Mengen ist, folgt daraus [^(AJ --> 0 für jede Folge
(AJ c Jb^ mit A„ \ ^. Die Bedingung (o-) folgt daher in
diesem Fall aus Satz 2.2.7 (ii). Daß ein endliches Prämaß
auf einem Ring @ auf genau eine Weise zu einem Maß auf
den von @ erzeugten o--Ring fortgesetzt werden kann, ist
eine wohlbekannte Tatsache der allgemeinen Maßtheorie
(siehe z.B. [5], [18], [21]).

Diese Fortsetzung kann aber auch unabhängig davon mit
dem in 2.3 eingeführten äußeren Maß [x* durchgeführt
werden, d.h. durch

p.(B) : = (^(In) = lim sup^le (B e ̂ )

wird das Prämaß (x| @(A eindeutig zu einem Maß auf SS«
fortgesetzt. Die Vollständigkeit von [x schließlich folgt aus
Theor. 2.1.4 (iv). Ist nämlich A c B e 3S^ mit ;x(B) == 0,
so existiert zu jedem £ > 0 ein h e= ̂  mit 0 ^ IA < IB ^ h
und (JL(A) < £. Somit folgt IA s ̂ (pi) und damit A e SB«. D

DEFINITION 2.2.9 (Gould [16]):
(i) Der von dem System Z>^ aller beschränkten z-Mengen von

(X, S>) erzeugte a-Ring SSo == S8o(^) heißt das System der
Baireschen Mengen von (X, %).

(ii) Der von dem System Jb^ aller abgeschlossenen und
beschränkten Teilmengen von (X, S>) erzeugte a-Ring SB = SS(%)
heißt das System der Boreischen Mengen von (X, %).

SATZ 2.2.10. — Zu jedem pi e jlfk^X, %) gehört ein vollstän-
diger Maßraum (X, SB?., (x) mit folgenden Eigenschaften:

(a) Ist pi e jlfb^JII^, so enthält SB^j. die Baireschen Mengen
von (X, %), und gx ist regulär auf SS .̂ bzgl. innerer Appro-
ximation mit beschränkten z-Mengen.

(6) Ist pejIH^, so enthält S3u. die Boreischen Mengen von
(X, %), und (x ist regulär auf SBp, bzgl. innerer Approxi-
mation mit abgeschlossenen und beschränkten Mengen.
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(c) Ist (JL e JDW, so enthält SSp. die Boreischen Mengen von
(X, %), und p. ist regulär auf SSp. bzgl. innerer Approxi-
mation mit kompakten Mengen.

Beweis. — Der jeweils erste Teil der Behauptungen folgt
unmittelbar aus den Sätzen 2.2.4 und 2.2.8 sowie aus Def. 2.2.9.
Die Regularitätseigenschaften folgen aus folgender Überlegung :
Das System aller Teilmengen von SB .̂, deren Maß wie angege-
ben approximierbar ist, bildet einen a-Ring 31, der n. Satz
2.2.7 jeweils den Ring @^ enthält. Da @p. aber SBp. erzeugt,
ist 81 == SB^. a

Der Satz 2.2.10 gestattet nun, folgende in der Maßtheorie
wohlbekannte Sprechweise einzuführen : Ist A.[x) eine Aussage
für alle x e X, so ist die Aussage A.(x) ^fast überall (pi-jf.ü.)
äquivalent zu [x{^e X: 1 A.{x)} = 0. Somit können wir i.f.
von Konvergenz, Definiertheit, Gleichheit etc. (x-fast überall
auf X sprechen. Insbesondere heißen zwei p.-f.ü. auf X
definierte Funktionen /', g p.-äquivalent, wenn gilt f{x) == g{x)
[x-f.ü. Mit diesem Begriff läßt sich die Klasse der (A-integrier-
baren Funktionen wie folgt erweitern:

DEFINITION 2.2.11. — Eine numerische (x-f.ü. auf X defi-
nierte Funktion heißt ^-integrierbar, wenn sie einer Funktion
aus ^(l^) ^'äquivalent ist.

Von dieser Möglichkeit, die Klasse der integrierbaren
Funktionen zu erweitern, werden wir jedoch i.f. keinen Ge-
brauch machen, sondern uns auf die Betrachtung reeller,
überall auf X definierter Funktionen beschränken.

Bemerkung. — Die Bestimmung von SS» als den « pi-meß-
baren » Mengen von (X, %) entspricht dem Standpunkt von
Halmos zur Meßbarkeit in lokalkompakten Räumen [18],
§ 51. In der Tat fallen die Definitionen der Baireschen und
Boreischen Mengen gem. Def. 2.2.9 mit denen von Halmos
zusammen, wenn (X, S>) lokalkompakt ist.

2.3. Äußeres und inneres Maß. Vp-Normen.

Im Gegensatz zu den Fortsetzungsmethoden von Stone [39]
und Bourbaki [7] wurde die Fortsetzung des Maßes pi in 2.1
ohne Verwendung eines äußeren Maßes durchgeführt. Die
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Bestimmung der ^-Räume (und damit der ä^-Räume-siehe
Def. 2.4.1) sowie der integrierbaren und meßbaren Mengen
geschah vielmehr alleine mit Hilfe des in 2.1 definierten
Filters 3 .̂

Man kann den Filter 9^ aber auch dazu verwenden, um
auf natürliche Weise ein äußeres (und analog ein inneres)
Maß auf der Menge aller reellen Funktionen auf X zu defi-
nieren. Mit Hilfe dieses äußeren Maßes können dann die
Fortsetzungmethoden von Stone und Bourbaki angewendet
werden. Es erhebt sich die Frage, wie sich die auf diese Weise
erhaltenen Ergebnisse zu den in den beiden vorigen Abschnitten
ohne Verwendung eines äußeren Maßes gewonnenen Resultaten
verhalten. Es wird sich zeigen, daß beide übereinstimmen —
und zwar für jedes Maß (x e Jlfb(X, %) unabhängig von seinem
Stetigkeitscharakter.

I.f. sei pi ein beliebiges positives Maß auf (X, %).

DEFINITION 2.3.1. — Für jede reelle Funktion f auf X
heiße:

(a) (x*(/1) == f fdy.: = lim sup^ f

das äußere Maß oder das Oberintegral von /*;

W ^(f}=f^fdy.:=limint^f

das innere Maß oder das Unterintegral von f.
Aus der obigen Definition folgt unmittelbar:

SATZ 2.3.2. — Eine reelle Funktion f auf X ist genau dann
integrierbar, wenn das Oberintegral und das Unterintegral von f
übereinstimmen und endlich sind.

Aus den Eigenschaften des oberen und unteren Limes einer
numerischen Funktion auf einer gefilterten Menge (siehe z.B.
[6], chap. 4) folgt unmittelbar:

Eigenschaften von p.* und ^ (6) : /*, g seien beliebige reelle
Funktionen auf X. Es gilt:

W ^{f)=-^{-f)-
Diese Beziehung gestattet es, sich im weiteren im wesen-

(6) Man vergleiche die entsprechenden Resultate für Radonmaße [7], chap. 4.
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fliehen auf die Untersuchung des Oberintegrals zu beschrän-
ken.

(ß) / • < g-^(/~) ^ ^(g)
(y) (Ji*(af) == api*(/") für jede reelle Zahl a > 0

(S) ^(f) + ̂ (g) < ^{f+ §} ^ ^{fi + ̂ (g)
^(/•+^) < ?•*(/)+^(g).

(e) Für jedes aufst. filtr. System Hc0^ mit den Eigen-
schaften (al) bzw. (a2) bzw. (a3) v. Def. 2.1.1 gilt:

[x* /sup h\ == sup (x*(/i)
\ h€H / /iGH

Beweis. — Aus der Monotome von p.* (ß) folgt:
PL* (sup A) ^ sup [^(h). Somit ist die Behauptung evident

für den Fall: sup [x*(/i) == oo.
Sei also sup y*(h) < oo und HQ = sup H. Jedes h e H

ist n. Def. von U^ obere Einhüllende eines aufst. filtr. Systems
G^ c X^, das die gleichen Eigenschaften wie H besitzt.
Dann ist das System Go == [ J G ^ , aufst. filtr., enthalten

/i€H
in 3£ ,̂ besitzt mit H und G^ ebenfalls die Eigenschaft (al)
bzw. (a2) bzw. (a3), und es gilt: HQ = sup Go. Ferner gilt:

sup [Ji.(g) == sup sup pi(g) == sup u^{h} < oo.
geGo /ieH geGh hev.

Folglich gehört Ao zu U^. Aus ho = sup Go e U^ folgt
nach Lemma 2.1.3 :

[x* /sup h\ = p.(Äo) = sup j^(g) == sup p*(A). o
\ /i€H / g^Go /i6H

(0 P-*(fVg) + ̂ (/-Ag) < ^(/-) + ̂ (g).
Aufgrund der Eigenschaften (ß), (y) und (S) ist (JL* auf R^^

monoton, positiv homogen und konvex. Somit gelten nach [7],
p. 11-12, die folgenden Ungleichungen von Minkowski und
Holder:

(Y)) Für jede reelle Zahl p > l gilt:

(^(1/>+ gP))^ < WfW^ + WgW^

(8') Für reelle Zahlen p, q ^ l mit l/p + l/g == l gilt:

^(If.gl) ^ (^/"^^.(^(Igl9))^
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Ist die Funktion g (x-integrierbar, so gilt zusätzlich:
(0 ^(/>+g)==^(/>)+^g)
W ^{f+g}=^f^8)+^{f^g)

Für jede reelle Zahl p ^ l und jede reelle Funktion f auf X
sei NW) : = wm)1'"-
^((x) bezeichne die Menge aller reellen Funktionen f auf X
mit N^(/') < oo. Wegen der Eigenschaften (y), (S) und (•/])
von p.* ist N^ eine Halbnorm auf dem linearen Raum
^(pO. Mit ^(p.) wird i.f. stets der lokalkonvexe Raum ^p

versehen mit der Np-Halbnorm bezeichnet. Die Topologie von ^p

heißt nach [7] auch die « Topologie der Konvergenz im p-ten
Mittel ». Wegen der Ringeigenschaft von 3t̂  ist offensichtlich
für jedes (JL e= Jllb^ und jedes l ^ p < oo Si^ in S^) enthal-
ten und somit ein lokalkonvexer Teilraum von ^(p.).

SATZ 2.3.3. — Sei 9 ein Filter auf ^(pi), der (Ji-f.ü. auf X
gleichmäßig gegen die reelle Funktion /o konvergiert. Ferner
existiere ein B e S> und ein Mo e 3?, derart daß für alle /*e Mo
gilt (Ji(B\Ty) = 0. Dann gehört fo zu 3^(p0 und 9 konver-
giert im p-ten Mittel gegen fo.

Beweis. — Nach Axiom (B3) existiert ein g <= 3^ mit
BcE(g). N. Vor. existiert zu s > 0 ein Mg e S mit
\f{x) — fo{x)\ < & (^.-f.ü. für alle /"eMg. Somit gilt für alle
/*e Mg n Mo:

\f{x) —fo{x)\ < ^g{x) [x-f.ü.

Daraus folgt aber : Np(/* - /o) ^ £.Np(g). Wegen ^ c ̂ (pi)
ist Np(g) endlich, womit die Behauptung bewiesen ist. n

2.4. Die ^-Räume (l ^ p < oo).

DEFINITION 2.4.1. — Eine numerische p.-f.ü. aiA/' X defi-
nierte Funktion heißt p-fach [x-integrierbar (l ^ p < oo),
wenn die Funktion \f\p~~l .f ^-integrierbar ist.

^(m.) bezeichne den Vektorraum aller reellen und auf ganz
X definierten p-fach pi-integrierbaren Funktionen. Offen-
sichtlich gilt:

^^{/•eRX:!^-!./^^)}.
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Da (JL* auf ä1 endlich ist, ist ^ offenbar ein lokalkonvexer
Teilraum von ^(pi). L^ bezeichne den ^ zugeordneten
normierten Raum, d.h. 1 :̂ == ̂ /^ mit

%P= {/•e^N^/^O}.

SATZ 2.4.2. — Für jedes [x e JI)l)+(X, 3ö) und jede reelle Zahl
p ^ l bezeichne h^Vi^ den Abschluß von 3t̂  IM rfem fo/caZ-
kowexen Raum (̂p.). Für /edß positive reelle Funktion f
auf X smrf rfann folgende Aussagen äquivalent:

(i) /•e/^
(ii) - a) < ^(^) = ix*(/'P) < + oo
(iii) f^W
(iv) ^äP(t.).

Beweis. — Die Äquivalenz von (ii) und (iii) folgt aus Satz
2.3.2; diejenige von (iii) und (iv) aus der Definition von
^((A). Es bleibt zu zeigen :

(iii) —^ (i) : N. Theor. 2.1.4 (ii) existiert zu jedem £ > 0
eine Funktion h e W mit />p ^ h und p.(A — />p) < £. Mit
Hilfe der elementaren Ungleichung

(a — bY ^ aP — ^ (0 ^ b ^ a, l ^ p < oo)
folgt

Np(/1- h1^ = ̂ {(h^ - fY) < ^{h - f^) < e.

Ferner existiert zu Ae0)!^ n. Satz 2.1.2 ein ge+3t^ mit
g ^ h und pi(A — g) < s. Hieraus folgt analog:

N,(/^ - g^Y == ^{{h^P - g11^) ^ ^(h - g) < s.

Somit gilt
Np(/1- g^) ^ N,(f- h1^ + N,(/^ - g1/^) < 2e1^

mit g^e^.
(i) -> (iv) : Wegen 3t̂  c ̂  c 9^ genügt es zu zeigen, daß

^ abgeschlossen ist in 9 .̂ Diese Tatsache beweist man mit
Hilfe des folgenden Lemmas :

LEMMA 2.4.3. — Für beliebige positive reelle Funktionen
f, g auf X gilt:

W ~ ^) < P.Np(^ g).(N,(f)^ + N,(g)P-i).
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Beweis. — (nach Stone [39]) Mit Hilfe des Mittelwertsatzes
beweist man die folgende elementare Ungleichung von
Mazur [31] :

\aP — b^ < p.a — b\.(aP-1 + fc^-1) Va, b es R+

Mit Hilfe der Ungleichungen von Holder und Minkowski
(Eigenschaften (v]) und (-8-) von [JL*) folgt hieraus :

W - )̂ ^ P.rW- g).N,(^-i + g^) mit l/p +1/9=1-
^ P.Np(/1- g).(N,(^-^)^ + N,(^-^)^)
-P.N^-^^N^^+N^r)

Wegen p / q = p — l ist damit das Lemma bewiesen.
Sei nun /o <= ̂ \ä$.. Dann existiert n. Satz 2.3.2 eine reelle

Zahl a > 0 mit ^*(/'g) — ^(/'g) == a. Für eine beliebige
Funktion fe3^. folgt dann aus (S) :

t^W = ̂ ((/p - /•§) + ffi ^ ̂  - /•§) + ^(/•g)
sowie

^(^) = ̂ (^ + (/>p - /W ^ ^(/'§) + ̂ (/>p - /•£)•
Hieraus folgt:

^(/>p) - ̂ (/lp) ^ a-2.ix*(|/ lg-^|).
N. Lemma 2.4.3 ist aber

^-/•^WS-^) < a/2
für

^-^^e,^^^^-
Somit gilt für alle /•e U§(/'o) = {/•es ̂ : Np(/o - /•) < S}
^(^) < ^{fP) und damit /*^^. D

Aus Satz 2.4.2 folgt nun unmittelbar das folgende Theorem,
das die Verbindung zu den Fortsetzungsmethoden von Stone
und Bourbaki herstellt.

THEOREM 2.4.4. — Für jedes (Jiejl(b(X, %) und jede reelle
Zahl p ^ l ist der Raum ^(a) der Abschluß von 3t(X, %)
in dem lokalkonvexen Raum S^a).

Beweis. — Die folgt unmittelbar aus dem vorigen Satz
aufgrund der Beziehung \f\P-1 ./* == {f+)P — (/>-)^ D
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Das Theorem 2.4.4 besagt also : Die p-fach integrierbaren
Funktionen auf (X, %) sind genau die Limiten der konver-
genten Folgen in 3t(X, %) bzgl. der Topologie der Konver-
genz im p-ten Mittel.

KOROLLAR 2.4.5. — ^(pO ist ein V'ektorverband.

Beweis. - Aus \\f\ - \g\\ ^ \f - g\ folgt

N p d / t - l g l ) ^ N,(y~g) < s.
KOROLLAR 2.4.6. — Für alle reellen Zahlen p ^ l und

q ^ l gilt: Die Funktion f gehört genau dann zu ^(pQ,
P--I

wenn die Funktion \f\q .f zu ^(p0 gehört.

p.-!

Beweis. — Sei g:=\f\q .f. Dann gilt n. Def. von ^:

^e^^—^l/'l^./'eäl^—^lgl^.ge^-^-^ge^. D

Die Bedeutung des Korollars 2.4.6 das hier natürlich einfach
aus der Definition der ä^-Räume folgt, beruht darin, daß sich
nun aufgrund des Theorems 2.4.4 die ^-Räume auch als
Abschluß von 3^ in ^(pi) interpretieren lassen. Für den
Spezialfall, daß (X, %) lokalkompakt ist, erhält man damit
das Theorem 7 von Bourbaki [7], p. 139. Dieses Theorem,
das ja die Definition der ^-Räume nach Bourbaki erst recht-
fertigt, wird in [7] unter Benutzung des Theorems der abzähl-
baren Konvexität, der Vollständigkeit der ä^-Räume sowie
des Satzes von Lebesgue bewiesen. Diese Hilfsmittel stehen
hier aber i. allg. nicht zur Verfügung — und werden auch
nicht benötigt, wie der Beweis des Theorems 2.4.4 zeigt, bei
dem lediglich die Ungleichungen von Minkowski und Holder
verwendet wurden. Es handelt sich hier also um einen allge-
meineren Zusammenhang, der insbesondere nicht von der <r-
Stetigkeit des zugrundeliegenden Maßes abhängt. Das bedeutet
aber, daß sich auch für das Riemann-Integral (vgl. 3.1) die
^-Räume völlig analog zum Lebesgue-Integral definieren
lassen — nämlich als Abschluß von 3Ŝ  in den lokalkonvexen
Räumen ^(p.).

Die bisherigen Resultate galten für beliebige Maße p- auf
(X, %) da — wie gesagt — keine Stetigkeitsannahmen über ;x
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benötigt wurden. Für o-stetige Maße läßt sich nun das Theorem
der abzählbaren Konvexität (Theorem 2.4.8) auf den ^p-
Räumen beweisen, aus dem dann die bekannten spezifisch
maßtheoretischen Aussagen wie Vollständigkeit der ^-Räume,
Monotones Konvergenztheorem und Satz von Lebesgue ([7],
[39]) folgen.

SATZ 2.4.7. — Sei pLejM/^X, %). Dann gilt für jede aufstei-
gende Folge (/•Jc^(pL):

(x*(supA)=sup(.^),

Beweis, — Wegen der Monotonie von (JL* ist nur zu zeigen
« ^ ». N. Theor. 2.1.4 (ii) existiert zu jedem £ > 0 und zu
jeder natürlichen Zahl n ein /^eW mit f^ ^ h^ und

(^•(/n) < (̂ n) < (x(/„)+£.2-n.

Für die Funktionen g„: = Ai V - • • V A„ e U^ zeigt man mit
Hilfe vollständiger Induktion (vgl. [7], p. 113) :

^8n) ^ ^fn)+^{i-2-n) VneN.

Da (gn) eine aufsteigende Folge in U^ ist, die die Folge (/^)
majorisiert, folgt aus (e):

^(SUP fn) < ^(Sup g„) = SU? (X(g„) < SU? ^(f,) + £.

Da £ > 0 beliebig, ist der Satz bewiesen, o

THEOREM 2.4.8. — Ist pi e JIU^X, %), 50 gilt für jede Folge
(/n)<=W:

^p(^fn) ^ S N^^) (abzählbare Konvexität)

Beweis. — Man betrachte die Funktionen /*: = Y fn

und gn : = A + • • • + /n s ̂  (n e N). Dann gehören die
Funktionen g^ zu ^ und es gilt />p = sup gg. N. Satz 2.4.7

7» n

gilt ^ p.TO = sup ^.(g?). Wegen N,(gJ ^ ^ N,(^) folgt
somit: n ».=1

n

N,(/") == sup N,(gJ < sup ̂  N,(/,). D
" K=l



76 DIETER SONDERMANN

SATZ 2.4.9. — Ist (Ji €E Jllb^X, %), 50 15t dfer lokalkonvexe
Raum (̂p.) vollständig und der zugehörige normierte Raum
L^pi) ein Banachraum.

Beweis. — Dies folgt aufgrund des Theorems 2.4.8 völlig
analog wie in [7], pp. 127. D

2.5. Konvergenzsätze.

Für jedes Maß (JL auf (X, %) gilt der folgende Konver-
genzsatz :

SATZ 2.5.1. — Sei 9 ein Filter auf ^(pQ, der [x-f.ü. auf X
gleichmäßig gegen die reelle Funktion /o konvergiert. Ferner
existiere ein B e % und ein Mo e 3?, derart daß gilt
(x(B\Ty) == 0 für alle fe. Mo. Dann ist /o p-fach [^-inte-
grierhar und S konvergiert im p-ten Mittel gegen /o.

Beweis. — Der Satz folgt unmittlebar aus Satz 2.3.3 und
Theor. 2.4.4. n

Ist das Maß pi cr-additiv, so steht das Theorem der abzähl-
baren Konvexität (Theorem 2.4.8) zur Verfügung. Mit seiner
Hilfe lassen sich nun für die ^-Räume die bekannten Konver-
genzsätze der Maßtheorie, nämlich:

Monotones Konvergenztheorem (Satz von Beppo Levi)
Fatou'sches Lemma
Satz von Lebesgue

beweisen. Die Beweise verlaufen aufgrund des Theorems 2.4.8
völlig analog wie bei den entsprechenden Aussagen für Radon-
maße (siehe [7], p. 136-38), so daß auf deren Ausführung
verzichtet werden kann. Für die Banachräume L^ läßt sich
das Monotone Konvergenztheorem verschärfen zu der Aus-
sage :

SATZ 2.5.2. — Ist pi G Jlfb^X, %), so ist L^pi) ein vollstän-
diger Vektor verband.

Der Beweis verläuft ebenfalls analog zu [7], p. 134.

2.6. Integration vektorwertiger Funktionen.

Gegeben sei ein Maß pi e= tjT(fc+(X, %) und ein Banachraum F
über R. Fx bezeichne die Menge aller Abbildungen von X
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in F. 3tp(X, %) oder kurz 3tp sei die Menge aller g e ¥^ der
Form:

(6) g=^^g, (a,eF, g.e3t(X, %)).
1=1

Für F = R gilt offenbar 3tp = 3t.
Für jedes a e F bezeichne |a| die Norm von a. Setzt

man für jedes l ^ p < oo und jede Abbildung /eF^

Np(/): - ̂ d/ir^
so ist wegen der Eigenschaften (y), (S) und (Y)) von p.*
Np eine Halbnorm auf dem Vektorraum

^ = ̂ (p.) : = {/e ̂  : N,(/) < 00}.

SATZ 2.6.1. — 3tp i$( ein linearer Unterraum des lokalkon-
vexen Raumes ä^p-

Beweis. — Sei g von der Gestalt (6). Dann gilt wegen
3^c^:

Np(5) ^ S N,(a,g,) = S l^|N,(g,) < oo. D
1=1 i=i

DEFINITION 2.6.2. — (a) äp === ^(pi) bezeichne den Ab-
schluß von 3tp in dem lokalkonvexen Raum 9^([x).

(&) Für jede reelle Zahl p ^ l heiße

^ = ̂ (p,) : = {/e Fx : l/IP-Ve ̂ ((X)}

die Menge der p-fach integrierbaren Abbildungen von X in F.
Aufgrund des Theorems 2.4.4 stimmt die obige Definition
für den Fall F == R mit der in 2.1 bzw. 2.4 gegebenen über-

n
ein. Für jede Abbildung feF^ und jedes v = ̂  X,§a;.e§
ist J=1 J

v(/)= SV(^)

wohl definiert in F. Man kann somit jedes fe¥x auch als
eine lineare Abbildung v —> v(/) von 8 in F auffassen.
Ist ^p. der nach 2.1 dem Maß p. zugeordnete Filter auf §+,
so ist folglich /(9y eine Filterbasis auf F.
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THEOREM 2.6.3. — Für alle g e ̂ (pi) ist g{9^) konvergent.

Beweis. — Da F ein Banachraum ist, genügt es z.z.:
g{9^ ist ein Cauchyfilter auf F.

(a) Sei zunächst g e 3tp, also g = ̂  a^ mit a; <= F
i==l

und gi e 3t.<%. Dann gilt für jedes v e g die Beziehung :

^(g) == 5 ^(g»)-1=1
Hieraus folgt:

K,?)~v'(,?)| = ^^(g,)-^^))!
^ Sl^i|v(gi)~^)l

< s S l^-l Vv, v'eM^...? >f "= •LTA^...^ £.

(fc) Zu /eä^ und e > 0 existiert n. Def. von ^ ein g
aus 3tp mit

Ni(/ - g) = lim sup v(|/ ~ 5|) < e.
v. ̂

Somit existiert ein Mo e ^05 so daß für alle v e Mo gilt:

|v(/)-v(5)l ^vd/-,?!) < ^

Daraus folgt zusammen mit (a) :

K/)^'(/)l < 3s Vv, v'e Mo n M,,,,,,.

/ " \~1

mit £' = £ (V[a^ | ) , falls wenigstens ein a; 7^ 0, und
\i==l /^i==l

s' == s sonst. D
Bekanntlich wird von Bourbaki [7], p. 75 bzw. 140, das

Integral der [x-integrierbaren Funktionen mit Werten in
einem Banachraum F definiert als die stetige Fortsetzung

von 3tp auf ^ derjenigen Linearform g -> f g dy. auf 3tp
mit der Eigenschaft

</gd^ z'> = f <g, z'> dy. V^e3tp V^'eF'.
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Das Theorem 2.6.3 gestattet nun die folgende einfache Integral-
definition :

DEFINITION 2.6.4. — Für jedes /e^pi) heiße

ff dy.: == lim^/

das Integral von f (bzgl. pi).
Man verifiziert leicht, daß das so definierte Integral die

Eigenschaft besitzt, die bei Bourbaki als Definition verwendet
wird.

SATZ 2.6.5. — Für jedes f es äp und jedes ^f e F' gilt:

(7) <ffd^ z^=f^ z'>J|x.

Beweis. — Für jedes v e 8 ist die Beziehung (7) evident.
Aus der Stetigkeit von z ' auf F folgt:

lim v«/, ^'» = lim <v(/), z^ = <lim^ /, ^'>. D
v, ̂  v, ̂

SATZ 2.6.6. — Für jedes /es ̂  gilt:

\ffd^^ f |/| ̂  = N,(/).

Beweis. — Für v e g+ gilt |v(/)| ^ v(|/|). Hieraus folgt:

|lim^v(/)| ==lim^|vr/)| < lim^v(|/(). n

SATZ 2.6.7. — Wenn die Funktion f zu ^ gehört, so gehört
die Funktion |/| zu .̂ Die Abbildung f->\f\ von ^ in ^
ist gleichmäßig stetig (bzgl. der Topologie der Konvergenz
im p-ten Mittel).

Beweis. -— N. Def. von ^ existiert zu jedem s > 0 ein
^e^p mit Nid/p-1/—.?) < s. Die Funktion \g\ gehört
zu 3t^ und es gilt:

Nid/p-1^1) <s ^W-V-g} < 1.
Aus Theor. 2.4.4 folgt somit |/| s 'Sf. Für /, g s ̂  gilt ferner:
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Np(|/| —\g\) ^ Np(/—5), woraus die gleichmäßige Stetig-
keit der Abbildung f —^\f\ folgt, n

2.7. Maße auf lokalbeschränkten uniformen Räumen.

Jeder lokalbeschränkte Raum (X, %) ist p. Def. vollständig
regulär und somit uniformisierbar. Bisher wurde nur die
Topologie von (X, £B) benutzt, ohne auf eine spezielle uni-
forme Struktur Bezug zu nehmen. Zeichnet man jedoch auf
(X, %) eine feste, mit der Topologie von X verträgliche,
uniforme Struktur U aus und ersetzt den bisher betrachteten
Ring 3i^ durch den Unterring 3t(X, U, %) aller U-gleichmäßig
stetigen, beschränkten, reellen Funktionen auf X mit
^-beschränktem Träger, so läßt sich das bisher behandelte
maßtheoretische Konzept unter Beibehaltung aller Defini-
tionen und Sätze ohne weiteres ausdehnen auf Maße, die nur
auf Unterringen der Baireschen Mengen definiert sind. Wir
definieren also :

DEFINITION 2.7.1. — (X, U, %) heißt ein lokalbeschränkter
uniformer Raum, wenn gilt:

1. U ist eine separierte uniforme Struktur auf X;
2. S> ist eine Familie von abgeschlossenen Teilmengen B

von X mit folgenden Eigenschaften:
(Bl) S) ist aufsteigend filtrierend
(B2) % überdeckt X
(B3) Zu jedem B; e S> existieren ein By e S> und eine

gleichmäßig stetige reelle Funktion f auf X, derart daß gilt:

f(^_ S1 x^!
lw ~~ (0 ^eCB,

3t(X, U, %) sei die Menge aller gleichmäßig stetigen, beschränk-
ten, reellen Funktionen auf X mit beschränktem Träger.
Auf 3t sind die Topologien 3^ und 3^ wie in Abschnitt
1.2 bzw. 1.4 definiert. Der Raum der Maße Jlfl)(X, U, %) ist
der Dualraum von (3£, 3^) und hängt nun außer vom Be-
schränkungssystem S> auch von der Uniformität U ab. Alle
Definitionen und Sätze der vorigen Abschnitte behalten ihre
Gültigkeit, wobei überall der Ring 3t̂  durch den Ring
3i(X, U, S>) zu ersetzen ist.
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Insbesondere sind die Baireschen Mengen von (X, U, S>)
analog zu Def. 2.2.9 definiert als der a-Ring, der von dem
System

S(U, %) = {Z c X : Z = g-^O) für ein g <= 3£(X, U, äS),
Z beschränkt bzgl. %}

= {Z es S(3t): Z beschränkt}

erzeugt wird. Das System S(U, %) ist identisch mit dem
System aller Mengen der Form (g) : == [g == l] für ein
ge3t(X, U, %), so daß die BaireschenMengen von (X, U, S>)
auch als der von dem System der « Eins »-Mengen von
3t(X, U, %) erzeugte (7-Ring definiert werden können. Somit
hängen die Baireschen Mengen von (X, U, %) außer von S>
nun auch von der uniformen Struktur U ab, und sind i. allg.
echt enthalten in den Baireschen Mengen von (X, %) (ohne
Berücksichtigung von U). Dagegen sind die Boreischen Men-
gen von (X, U, %) von der spezielle uniformen Struktur U
unabhängig, da sie nach Def. 2.2.9 von dem System Jfc^ der
abgeschlossenen und beschränkten Teilmengen erzeugt werden
und somit nur von der Topologie von X abhängen. Hierin
äußert sich die Tatsache, daß die T-stetigen Maße auf (X, U, S>)
stets auf genau eine Weise auf den Ring 3t(X, %) fortsetzbar
sind. Genauer gilt:

SATZ 2.7.2. — Jedes ^-stetige Maß auf (X, U, %) läßt sich
auf genau eine Weise zu einem ^"stetigen Maß auf (X, ä?)
fortsetzen.

Beweis. — Jede positive stetige Funktion auf einem unifor-
men Raum ist obere Einhüllende der von ihr majorisierten
gleichmäßig stetigen Funktionen. Hieraus folgt, daß für jedes
ge 3t+(X, %) ein aufst. filtr. System H c 3t(X, U, %) existiert
mit g = sup H. Ferner existiert zu g nach (B3) ein
go e 3t(X, U, %) mit g ^ l l g i . g o . Somit gilt:

sup^(A) ^ ||g||.^(go) < oo.
heH

Folglich ist g gemäß Def. 2.1.1 eine [JL- Oberfunktion, falls pi
T-stetig. Nach Lemma 2.l.3 ist somit pi auf genau eine Weise zu
einer positiven Linearform auf 3t = 3t+ — 3£+ fortsetzbar, die
nach Abschnitt 2.3 (s) T-stetig ist. Also gilt p. e= jlb^X, %). n
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Die Einführung einer uniformen Struktur auf dem lokal-
beschränkten Raum (X, ^B) bedeutet somit nur für unstetige
und (T-stetige Maße eine Erweiterung in maßtheoretischer
Hinsicht. Ist speziell S> ein System kompakter Mengen, d.h.
ist X lokalkompakt, so ist ebenfalls die Maßtheorie auf (X, %)
von der speziellen uniformen Struktur unabhängig, da wegen
der eindeutigen Uniformisierbarkeit der kompakten Mengen
gilt: 3t(X, U, %) = 3t(X, S>) für alle verträglichen U auf X.

3. Beziehungen zu den « klassischen » Integrationstheorien.

3.1. Das Riemann-Integral für unstetige Maße.
Für jedes positive Maß [x auf (X, £8) erfüllt das Tripel

(X, 3t ,̂ (Ji.) die Voraussetzungen der Theorie des Riemann-
Integrals nach Loomis [29]. Somit sind die Loomisschen
Resultate anwendbar, und es erhebt sich die Frage, in welchem
Zusammenhang diese mit den in 2.1 und 2.2 gewonnenen
Ergebnissen stehen.

Nach Loomis leitet sich aus (X, 3t^, ;x) ab :
(a) Das System 2 == 2(3^, ^) der (x-quadrierbaren Teil-

mengen von X;
(fc) Der vollständige Inhalt p. auf S;
(c) Das System ^ = ^(3^, (x) der bzgl. (JL (eigentlich)

Riemann-integrierbaren Funktionen auf X;
(d) Das Riemann-Integral T(g) = J g d[i auf ^.

SATZ 3.1.1. — Für jedes unstetige (7) positive Maß ^ auf
(X, %) gilt:

(i) ©p. sei das System der nach 2.2 [^-integrierbaren Mengen
von X und p. der zugehörige Inhalt. Dann gilt

^ = 2( ,̂ [x)

und die Inhalte pi und pi. stimmen überein.

(7) Ist (JL stetig, so wird (JL wegen des Prinzips der Maximalität der Fortsetzung über
die Riemann-integrierbaren Funktionen hinaus auf die Lebesgue-integrierbaren
fortgesetzt. In diesem Fall gilt somit Sc@^ und ^c^^) und die Restriktionen
von [L auf ^ bzw. 9* stimmen mit jl bzw. I überein.
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(ii) ^((x) sei der Vektorverband der nach 2.1 [^-integrierbaren
Funktionen auf X. Dann gilt

äi(;x) = ̂ , y.)

und die Integrale pi und l stimmen überein.

Beweis. — Wir zeigen zunächst (ii). N. Vor. ist [A e M)^\M)^.
Folglich, da ^ ein Vektorverband ist, gilt W = 3i^. N.
Theor. 2.1.4 (iv) besteht somit ^((A) genau aus denjenigen
reellen Funktionen f auf X mit der Eigenschaft:

(8) Y£ > 0 3g, A e 3 t : g < f ̂  h A y.{h— g) < s.

Das ist aber gerade die Definition der zweiseitigen Vervoll-
ständigung im Sinne von Loomis 3t == (̂31, pi). Wegen
^ c X = = ^ 1 bleibt nur zu zeigen: Jedes /*e3£ ist Riemann-
integrierbar. Für jedes feSi gilt aber: (a) f ist (x-meßbar im
Sinne von Loomis [29], S. 171; (b) f ist beschränkt; (c) f
verschwindet im Komplement einer pL-quadrierbaren Menge.
(c) ist nach Bauer [3], S. 452, äquivalent zu :

(c') 3k e ̂  : k{x) < l -^ /•(^ = 0.

Beweis von (c') : Zu den Funktionen g, h in (8) existieren
nach Axiom (B3) Funktionen go? ^o e ̂  mlt Ty c E(go)
und T\ c E(Ao). Für die Funktion k: = |go| V \ho\ e 3t+ gilt
dann :

k(x) < l — — ^ e C ( T ^ u T,) -^0 == g(^) < f{x) ^ h(x) = 0.

Hiermit ist (c') gezeigt. Jede Funktion f mit den Eigenschaf-
ten (a), (fc) und (c) ist aber nach Bauer [3], S. 452, Riemann-
integrierbar.

Die Identität von (x und T folgt aus der Eindeutigkeit
der Fortsetzung von (JL auf ^(p») gem. Theor. 2.1.4 (i).

(i) folgt unmittelbar aus (ii) aufgrund der Beziehungen :

A€s(^^-^lAe^((Jl)^~^lAe3t^——-Ae2. D

3.2. Das D aniell-Integral für (j-stetige Maße.
Für jedes Maß (JL e JIK^.(X, %) erfüllt das Tripel (X, 3 ,̂ pi)

die Voraussetzungen der Integrationstheorien von Daniell [11]
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bzw. Stone [39]$ denn nach Lemma 2.1.3 gilt für jede auf-
steigende Folge (gn) c 3t̂  mit sup g^ e 3t̂  :

(M) ^ / s u p g „ \ = supp.(gj.
\ n / ra

(x ist somit ein Daniell- bzw. erstes Stone-Integral auf X^.
Von (JL ausgehend definiert man nach dem ersten Stoneschen
Integrationsprozeß [39/1] für jede positive numerische Funk-
tion f auf X ein Oberintegral (I(/1) wie folgt: o-(/*) bezeichne
die Menge aller aufsteigenden Folgen (g„) c X+ mit f ̂  supg„;
man definiert (vgl. [4], p. 56) : n

+ oo (^) = ̂
inf (sup[x(g,)\ «) ^)(9) (̂ ) =

(^)eo(/) V n /

F sei ein Banachraum mit der Norm \a \ für a e F. Für jede
Abbildung / von X in F und jede reelle Zahl p ^ l
setzt man nach Stone :

^p(/) •• = WW-
Mit Hilfe von Mp werden bei Stone genau wie in Abschnitt 2.6
die Mengen ^ ==^(X, ̂ , (x) und ^=^(X,^,pL) definiert.
Allerdings läßt Stone als Elemente von S^ und ^ auch
Funktionen zu, die nur pi-f.ü. auf X erklärt sind. 9% (X, 3t ,̂ pi)
und ät3(X, 3t ,̂ (A) bezeichne daher die Menge aller reellen
Funktionen aus 9^ bzw. ä^, die auf ganz X definiert sind.

SATZ 3.2.1. — Sei (JL ein strikt (8) d-stetiges Maß auf (X, %).
J^ür /edI^TZ Banachraum F imdl /e^5 l ^ p < oo 5^1 ^((JL)
d?er ^TZ 2.6 definierte lokalkonvexe Raum versehen mit der Np-
Halbnorm. Dann ist

W = ̂ (x, ̂ , ;x)
und die Halbnormen Np und ]Sfp (und somit die Integrale der
p-fach integrier baren Abbildungen von X in ¥ ) stimmen auf
^ überein.

Beweis. — (a) Sei zunächst p = l und F = R. Es gilt
folgendes Kriterium für Integrierbarkeit im Sinnes des l.

(8) Ist (JL T-stetig, so entspricht die Fortsetzungsmethode in § 2 wegen der Maxi-
malität der Fortsetzung dem zweiten STONEschen Integrationsprozeß (siehe 3.3).
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Stone- Integrals [23] : Eine positive reelle Funktion f auf X
ist genau dann (x-integrierbar, wenn zu jedem £ > 0 eine
aufsteigende Folge (AJ c 3t+ und eine fallende Folge
(gn) c ̂ + existieren mit inf g„ < f < sup h^ und

sup (X(AJ - inf p.(g„) < £.

Dies ist aber gerade die Aussage (iv) des Theorems 2.1.4.
Somit folgt: ^((J.) = ä!^(X, 3t ,̂ p.) und damit die Äquivalenz
der y-Räume. N. Theor. 2.1.4 (ii) gilt außerdem:

^{f) = ̂ {f) = mf (.(A) = inf sup (x(^) = ̂ ).
r^/ie^ (/»n)e<r(.0 n

Somit stimmen die Halbnormen N1 und ISTi auf ^(pt.)
überein.

(V) Da die Definitionen der ä^-Räume nach Stone und nach
12.4 identisch sind, folgt aus der Äquivalenz der ^-Räume
auch die Gleichheit der ^-Räume. Die Gleichheit der Halb-
normen Np und f^p auf ^ folgt aus der Beziehung

1/leäP-^l/pe^

und pi* = pL auf ä1.
(c) Für einen beliebigen Banachraum F folgt die Äqui-

valenz der ä^-Räume für p = l aus der Übereinstimmung der
Ni-Halbnormen auf ^ und für l < p < oo aus den über-
einstimmenden Definitionen, n

3.3. Das Bourbaki-Integral für ^-stetige Maße.

Für jedes ^eJlfb^X, %) ist das Tripel (X, ̂  pi) ein
«tonesches Elementarintegral mit der stärkeren Stetigkeits-
eigenschaft : Für jedes aufst. filtr. System (ga) c 3t̂  mit
«up ga e ̂  gilt (Lemma 2.1.3) :

(M*) ^(^Pga) = SUp(x(^).
V a / a

Somit ist der zweite Stonesche Integrationsprozeß [39/1 V]
anwendbar. Anstelle des in (9) definierten Oberintegrals tritt
dabei das wie folgt definierte Oberintegral p.*: Für jede
positive numerische Funktion f auf X bezeichne ^(f) die
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Menge aller auf st. filtr. Systeme Hc3t+ mit f < sup g;
man definiert (vgl. [4], p. 61): flr€H

-^ (+°° W)=^)
^ (n ^ = inf sup fx(g) (T(/) ^ ^)

VHex(/) ^eH

Für jedes l ^ p < oo und jede Abbildung / von X in
einen Banachraum F setzt man nach Stone:

NX/) ^ == CT/I^.
Ersetzt man in den Definitionen der Räume 9^ und ^ nach
dem ersten Integrationsprozeß jeweils die Halbnormen ]SL
durch N^, so erhält man die Räume 3̂ * und äg". Nach [4],
p. 61, ̂ gelten die Inklusionen ^ c ̂  und die Halbnormen Np
und ]Ŝ  stimmen auf ^ überein.

SATZ 3.3.1. — Sei (xejDb^X, %). Für /edeyi Banachraum F
unrf /edes l < p < oo sei ^(p0 der in 2.6 definierte lokal-
konvexe Raum versehen mit der Np-Halbnorm. Dann ist

W = äT(X, ̂  (x)
uyirf die Halbnormen Np UMC? 1^^ ^UTZC? somit die Integrale der
p-fach integrier baren Abbildungen von X in F) stimmen auf
^ überein.

Beweis. — Es genügt, den Satz für den Fall p = l und
F = R zu beweisen. Die restlichen Überlegungen verlaufen
analog wie beim Beweis des Satzes 3.2.1.

Das Kriterium für Integrierbarkeit einer positiven reellen
Funktion f auf X im Sinne des zweiten Stone-Integrals
lautet [23] : Zu jedem s > 0 existieren ein auf st. filtr. System
H c 3£^ sowie ein abst. filtr. System G c 3{^ mit

inf g ^ f ̂  sup h und sup m.(A) — inf afff) < s.
ffGG h<EH /i€H geG

Diese Bedingung ist für p. e «jlfb^ jedoch wiederum genau analog
zu der Bedingung (iv) des Theorems 2.1.4 Somit stimmen die
reellen (x-integrierbaren Funktionen nach 2.1 und nach Stone
überein. Ferner folgt aus Theor. 2.1.4 (ii) für jedes fe ̂ ((x) :

^(f) = î ) = inf (^(A) = inf sup ;x(A) = ;!*(/•). n
f^heW- Her(/) /ieH
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Wir betrachten noch gesondert den Spezialfall, daß (X, %)
lokalkompakt ist. In diesem Fall ist ̂  der Ring aller stetigen
reellen Funktionen auf X mit kompakten Träger, und jedes
{j. e till(X, %) ist ein Radonmaß. Da wegen S> = ̂  (siehe
Satz 1.1.5) die Topologien .% und 3^ auf 3t^ übereinstimmen,
ist jedes Radonmaß straff — also speziell T-stetig. Aufgrund der
Äquivalenz der Bourbakischen Integralerweiterung für Radon-
maße mit dem zweiten Stoneschen Integrationsprozeß, liefert
der Satz 3.3.1 die Übereinstimmung der 3^-Räume nach 2.6
und nach Bourbaki [7].

J = }(X) bezeichne die Menge aller numerischen, nach
unten halbstetigen Funktionen auf X. Das System U^
besteht dann n. Def. 2.1.1 und nach Bourbaki [7], p. 106,
aus allen AeJ+(X) mit pi(/i) < oo. Somit liefert Theorem
2.1.4 (iv) folgendes Integrationskriterium :

SATZ 3.4. — Eine positive Funktion f auf X ist genau dann
^-integrierbar, wenn zu jedem s > 0 eine nach oben halb-
stetige reelle Funktion g mit kompaktem Träger und eine nach
unten halbstetige integrierbare Funktion h existieren, so daß gilt
0 < g < f ^ h und f (h — g) d^ < £.

Man vergleiche die analoge Aussage des Theorems 3 in [7],
p. 147. Aus Theor. 2.1.4 (ii) folgt außerdem für jedes /'e ^(p.) :

^{f) = y-{f) = int î W = inf sup [^.(g).
f^he%v' f^h g^h

he3+ ge^i

Dies ist aber gerade die Definition des Oberintegrals nach
Bourbaki [7], p. 106.

Hiermit ist noch einmal direkt die Äquivalenz des Bourbaki-
Integrals in lokalkompakten Räumen mit dem in § 2 entwickel-
ten Integralbegriff gezeigt.

3.4. Eingliederung der abstrakten Theorie des Riemann-
Integrals nach Loomis.

In 3.1 wurde gezeigt, daß für jedes unstetige Maß pi die
Integrationstheorie auf dem lokalbeschränkten Raum (X, %)
äquivalent ist zu der abstrakten Theorie des Riemann-Inte-
grals nach Loomis angewandt auf (X, 3t ,̂ pi). In diesem



88 DIETER SONDERMANN

Abschnitt soll gezeigt werden, daß auch die Umkehrung gilt-
D.h. genauer: Zu jeder positiven Linearform I auf einem
Vektorverband ä{ von reellen Funktionen, die auf einer
beliebigen Menge X definiert sind, existiert ein lokalbe-
schränkter uniformer Raum (X, U, %) und ein pi e jll)(X, U, %),
(vgl. Abschnitt 2.7) derart daß die Integrationstheorie auf
(X, U, %) bzgl. p. äquivalent ist zu der Loomisschen Theorie
angewandt auf (X, äl, I).

Es dedeutet somit keinen Verlust an Allgemeinheit gegen-
über dem Standpunkt von Loomis, stets von dem konkreten
Fall eines Maßes auf einem lokalbeschränkten Raum auszu-
gehen. Der « konkrete » Standpunkt hat zudem den Vorteil,
daß die zusätzliche Struktur, die durch die Einführung einer
Topologie und eines Beschränkungssystems auf der Menge X
erzeugt wird, präzisere Aussagen (vgl. Abschnitt 2.2) als im
abstrakten Fall ermöglicht.

Im Gegensatz zur Konkretisierung der Loomisschen Theorie
mittels Kompaktifizierung durch Bauer [3], bei der der
ursprüngliche Definitionsbereich der Funktionen aus S{ durch
Einführung von idealen Punkten zu einem lokalkompakten
Raum erweitert wird, wird bei der Konkretisierung durch
Einführung einer lokalbeschränkten Struktur auf X der
Definitionsbereich von 9{ beibehalten.

Ausgangspunkt der Loomisschen Theorie sind ([3], [29]) :
1° Eine beliebige Menge X mit Elementen x, y, . . . $
2° Ein Vektorverband äi von reellen Funktionen /*, g, ...

auf X mit der Eigenschaft:

(10) lAgeäl Vgeäl

3° Eine positive Linearform I auf 31.
Nach Bauer [3], S. 470-71, bedeutet es in Hinblick auf die

Loomissche Theorie keine Einschränkung, über ät die fol-
genden drei Zusatzvoraussetzungen zu machen:

(11) Jede Funktion aus 9{ ist beschränkt;
(12) 31 ist punktetrennend auf X;
(13) vx e x 3g e Q{ : g[x) ^ o.

Mit H. Bauer bezeichnen wir mit S^o den Teilverband aller-
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Beschränkten Funktionen go e 91 mit der Eigenschaft:

(14) 3Ä e ̂  : Ä(;r) < l —— go(^) = 0.

Nach [4], p. 63, genügt ä^o ebenfalls den Bedingungen
(10) bis (13). Mit Hilfe des Vektorverbandes ^ läßt sich
folgende lokalbeschränkte uniforme Struktur auf X einfüh-
ren :

U^t sei die gröbste uniforme Struktur auf X, bzgl. welcher
alle Funktionen aus 9{ auf X gleichmäßig stetig sind.
Wegen (12) und (13) ist U^ separiert.

LEMMA 3.4.1. — Das System

^ = (E(g)),e^

'bildet ein Beschränkungssystem auf dem separierten uniformen
Raum X.

Beweis. — (B l) folgt unmittelbar aus der Verbandseigen-
schaft und (B2) aus der Eigenschaft (13) von S^o. Sei nun
B, = E(g) für ein ge^c6„(X). Wegen (14) existiert ein
h e= S{+ mit Tg c E(A). Aufgrund der Verbandseigenschaft von
äl läßt sich h e ä^Q wählen. Somit folgt für Bj =E{h/\ l) e= S>:

, ^ (l x e Bi
^-io ^CB, n

SATZ 3.4.2. — Zu (X, äl, I) mit den Eigenschaften 1°-3°
existieren eindeutig ein lokalbeschränkter uniformer Raum
(X, U, %) und ein (J(.eJtfb+(X, U, %) derart daß gilt:

(i) Das System @n. ßfer nach 2.2 [^-integrierbaren Mengen von
X i^ identisch mit dem System 2(3{, I) rfer nacA Loomis I-
quadrierbaren Mengen. Die Inhalte pi und p. stimmen überein.

(ii) Das System ^(p.) dernach2A ^-integrierbaren Funktionen
auf X i5< identisch mit dem System tf(äl, I) rfer nacÄ Loomis
Riemann-integrierbaren Funktionen, und die Integrale (x und T
stimmen überein.

Beweis. — Wie bereits gezeigt, ist X versehen mit der
uniformen Struktur U == U^, und dem Beschränkungssystem
% == (E(g))^g^ ein lokalbeschränkter uniformer Raum gem.
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Def. 2.7.1 Mit Hilfe von [33] zeigt man, daß jede Funktion
g e Ä == 3t(X, U, %) gleichmäßig durch Funktionen aus S^o
approximiert werden kann. Folglich läßt sich die Linearform
lo == Rest^ I auf genau eine Weise zu einer positiven Linear-
form (JL auf 3i und damit zu einem positiven Maß auf
(X, U, S>) fortsetzen.

°0(3{^ I) = 3{ bezeichne die zweiseitige Vervollständigung
von 31 bzgl. I im Sinne von Loomis. Dann gilt n. Theor.
2.1.4 (iv): ^([x)_= ^(Ä, (x) = : X

Wir zeigen : 3t = (̂81, I) Da jedes /*e 3t durch Funktionen
aus äl gleichmäßig approximiert werden kann und der Bedin-
gung (14) genügt, ist nach [3], Kor. 2 zu Satz 2, f Riemann-
integrierbar. Hieraus folgt 3t c tf == if.

Sei umgekehrt /'e ^. Aus [3], Satz 2, folgt: f gehört genau
dann zu ^f, wenn /l+ und f~ zu ^ gehören. Sei also o.B.d.A.
/*e^. Aus t f c ^ folgt:

Vs > 0 3g, h e 91,.: g ^ f ̂  h A I(A — g) < £.

Aus [3], Satz 2 u. Lemma 2, sowie aus der Verbandseigenschaft
von S{ folgen die Existenz einer natürlichen Zahl n sowie
einer Funktion A-o e älg : \f(x)\ ^ n für alle rc e X und
T/c E(Ä*o). Dann gehören die Funktionen Ao == h/\nko sowie
go == g A nA-o zu ä^o ü11^ es gilt: go < f ̂  Ao sowie
I(Äo — go) ^ I(^ — g) < s- Also gilt /'eä^. Aus älocx

folgt aber ^oc^ folglich /'eX
Die Gleichheit der Integrale (x(/*) und T(/*) ergibt sich aus

der Übereinstimmung auf älo, der Eindeutigkeit der Fortset-
zung auf 3t und weiter wegen Theor. 2.1.4 (i) auf ^(p^).
Hiermit ist (ii) vollständig bewiesen.

Zum Beweis von (i) genügt es, zu bemerken, daß nach [3],
Satz 2, die Teilmenge A von X genau dann I-quadrierbar
ist, wenn IA zu (̂81, I) gehört. D

3.5. Eingliederung der abstrakten Integrationstheorie von
M. H. Stone.

In 3.2 und 3.3 wurde gezeigt, daß die Integrationstheorie
auf dem lokalbeschränkten Raum (X, %) für jedes o-stetige
bzw. T-stetige Maß (JL dem ersten bzw. zweiten Stoneschen



MASSE AUF LOKALBESCHBÄNKTEN RÄUMEN 91

Integrationsprozeß angewandt auf (X, 3t̂ , pi) entspricht.
Ähnlich wie im vorigen Abschnitt läßt sich zeigen, daß auch
hier die Umkehrung gilt (Satz 3.5.1).

Somit ist es auch in diesem Fall kein Verlust an Allgemein-
heit, Maße stets auf lokalbeschränkten Räumen zu betrachten.
Die Konkretisierung der abstrakten Integrationstheorie von
Stone hat zudem den Vorteil, daß durch die zusätzliche Struk-
tur auf dem « Meßraum » X präzisere Aussagen-insbesondere
über Regularitätseigenschaften (vgl. Abschnitt 2.3) — als im
abstrakten Fall gemacht werden können.

Ausgangspunkt der Stoneschen Integrationstheorie ist
bekanntlich wie bei Loomis ein Tripel (X, 91, I) mit den
Eigenschaften 1°-3° in 3.4. Von I wirdZusätzlich gefordert:

(M) Für jede aufsteigende Folge (gj c 91 mit sup g^ e 91
gilt:

I f^P^n) = su? Ugn)
\ n / n

bzw.
(M*) Für jedes aufst. filtr. System H c 91 mit sup H e 91

gilt:
I (supg\ = sup I(g).

\ gen l geB.

Wir setzen außerdem voraus, daß 91 den Bedingungen (12)
und (13) genügt (dies kann stets durch Äquivalenzklassenbil-
dung in X erreicht werden).

Für jeden Banachraum F und jede reelle Zahl p ^ l
bezeichne :

(i) ä^(X, äl, I) den lokalkonvexen Raum aller im Sinne des
ersten Stone-Integrals p-fach integrierbaren Abbildungen von
X in F versehen mit der Halbnorm Mp (vgl. 3.2); U(X, 3{, I)
den ^ zugeordneten normierten Raum.

(ii) ^*(X, 91, I) den lokalkonvexen Raum aller im Sinne
des zweiten Stone-Integrals p-fach integrierbaren Abbildungen
von X in F versehen mit der Halbnorm ^ (vgl. 3.3);
L^X, 91, I) den äg" zugeordneten normierten Raum.
Es gilt der folgende Darstellungssatz :

SATZ 3.5.1. ~ Zu (X, 91, I) mit den Eigenschaften 1°-3°
existieren eindeutig ein lokalbeschränkter uniformer Raum
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(X, U, %) und ein positives Maß p. auf (X, U, %), derart
daß gilt:

(i) Genügt I der Bedingung (M), 50 IÄ^ (JL (j-stetig. Die
lokalkonvexen Räume ^((A.) und ^(X,äl,I) sowie die Banach-
räume U(pi) und L^(X, %, I) 5ind identisch, und für jedes
/e ä^- stimmen die Integrale überein.

(ii) Genügt I der Bedingung (M*), 50 i$( pi ^-stetig. Die
lokalkonvexen Räume ä^([x) imd ^(X, äl, I) sowie die
Banachräume L^([x) und L^*(X, äl, I) ^md identisch, und
für jedes feS,^ stimmen die Integrale überein.

Beweis. — Wie in 3.4 bezeichne ^ den Teilverband aller
Funktionen aus ä{, die der Bedingung (14) genügen. IQ,
bezeichne die Restriktion von I auf ^R/o- Von (X, älo, I^)
leiten sich nach Stone ab : das Oberintegral Io, die Halbnor-
men N^ sowie die Räume %(Io),^(Io) und U(Io). H.Bauer
hat in [4] gezeigt, daß für jede positive numerische Funktion f
auf X gilt l(f)=l^f) und daß die Räume ^(Io), ^(Io)
und U(Io) mit den jeweils entsprechenden Räumen 3^(1),
ä^(I) und L^-(I) übereinstimmen. Der lokalbeschränkte
Raum (X, U, %) sowie das Maß (x werden wie in 3.4 kon-
struiert. Da jede Funktion g e 3t == 3t(X, U, 3S) durch Funk-
tionen aus ä^o gleichmäßig approximiert werden kanny
stimmen die oberen Einhüllenden aller nicht endlichen aufst.
filtr. Systeme in S^o und in 3t überein. Insbesondere gelten
die Bedingungen (M) und (M*) auch für die Fortsetzung (JL
von Io|^o au^ ^* Somit ist pi 7-bzw. T-stetig, falls I der
Bedingung (M) bzw. (M*) genügt.

Aufgrund dieser Bemerkungen lassen sich nun die Aussagen
(i) und (ii) völlig analog wie die entsprechenden Aussagen der
Sätze 3.2.1 bzw. 3.3.1 beweisen, n

Die Sätze 3.3.1 und 3.5.1 (ii) sind den Aussagen von Köl-
zow [23]-[25] über das zweite Stone-Integral über einem
Elementar-Integral (X, ^, I) analog. Für das von Kölzow
statt eines Beschränkungssystems benutzte System ^ wird
in [25] folgende Beziehung zur Bauerschen Kompaktifizierung
X' von X bzgl. 3{ [4] bewiesen: tUg besteht aus den
Durchschnitten aller kompakten Teilmengen von X' mit X
(wenn die unwesentlichen Voraussetzungen (11)-(13) für äl
gemacht werden).
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4. Charakterisierung der Stetigkeitseigenschaften der
Maße auf einem lokalbeschränkten (9) Raum.

4.1. Die 3^-Kompaktifizierung eines lokalbeschränkten (9)
Raumes,

H. Bauer hat in [3] und [4] gezeigt, daß zu jeder Menge X
und zu jedem Vektorverband äl von reellen beschränkten
Funktionen auf X mit den Eigenschaften (12) und (13) ein
bis auf Homöomorphien eindeutig bestimmter lokalkompakter
Raum X^, existiert mit den Eigenschaften:

(i) X ist eine dichte Teilmenge von X^$
(ii) Jede Funktion ge=ät kann auf genau eine Weise zu

einer auf X^ stetigen und im Unendlichen verschwindenden
Funktion g' fortgesetzt werden $

(iii) Die Menge äl' der stetigen Fortsetzungen aller Funk-
tionen ge9{ besitzt auf X^, die Eigenschaften (12) und (13);

(iv) Die Funktion go aus Sl genügt genau dann der
Bedingung (14), wenn ihre stetige Fortsetzung auf X|% einen
kompakten Träger besitzt.

Konkretisiert man den « abstrakten » Ausgangspunkt
(X, 81) des Satzes von Bauer durch Einführung der Topologie
^R (10) sowie des Beschränkungssystems S> = %(älo)? wie in 3.4
ausgeführt, so erhält man den folgenden « konkreten » Darstel-
lungssatz :

THEOREM 4.1.1. (Bauer [3], [4]; Gould [16]). — Zu jedem
lokalbeschränkten Raum (X, %) existiert ein lokalkompakter
Raum X^ mit folgenden Eigenschaften:

1° X ist ein dichter Unterraum von X^;
2° Jede Funktion g e= 3£(X, %) läßt sich auf genau eine

(9) Der einfacheren Darstellung halber beschränkt sich die folgende Darstellung
auf lokalbeschränkte Räume im Sinne der Def. 1.1.1. Die Ergebnisse lassen sich
jedoch leicht auf lokalbeschrankte uniforme Räume gem. Def. 2.7.1 übertragen,
wenn man im folgenden überall den Ring ^00 durch den Ring 3t(X, U, ^B) (vgl.
Abschnitt 2.7) ersetzt.

(10) ̂  ist die zu der umformen Struktur ü^ (vgl. Abschnitt 3.4) gehörende Topo-
logie und somit die gröbste Topologie, bzgl. welcher alle Funktionen aus 01 stetig
sind.
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Weise zu einer Funktion g' des Ringes 3l(X^) aller stetigen
reellen Funktionen mit kompaktem Träger auf X^ fortsetzen.
Die Ringe 3t(X, S>) und 3t(X^) sind isomorphe

3° Eine Teilmenge von (X, %) ist genau dann beschränkt,
wenn ihr Abschluß in X^ kompakt ist.

Durch die Eigenschaften 1°-3° ist X^ bis auf Homöomor-
phien, die X punktweise festlassen, eindeutig bestimmt.

l. Beweisskizze (nach H. Bauer [3]). — 3t̂  bezeichne die
Menge aller reellen Funktionen auf X, die durch Funktionen
aus dem Ring 3£^ gleichmäßig approximiert werden können.
Dann ist die Menge 51 := {f^ R3^: f = a + g, g e 3t ,̂ a e R}
eine hinsichtlich gleichmäßiger Konvergenz abgeschlossene
Algebra mit Einheit. X<a; sei der Raum der maximalen Ideale
von 81 nach Gelfand-Silov [12]. Das System (Z(g))^g^ hat
entweder einen leeren Durchschnitt, falls (X, %) beschränkt
ist, oder ist Umgebungsbasis eines eindeutig bestimmten
Punktes co e ^Xa. Der Raum

X^:=X<,\F|Z(g)
f7€=J^

besitzt die zitierten Eigenschaften.

2. Beweisskizze. — X^ läßt sich auch direkt mit Hilfe der
maximalen Ideale von 31̂  konstruieren. Und zwar versehe
man die Menge 3% aller maximalen Ideale von 3£^ mit der
Stoneschen « Hüllen-Kern-Topologie » 3^ (siehe z.B. [13],
7M); d.h. mit der Topologie, für die die Mengen

A^^Me^/'eM} (fe^)

eine abgeschlossene Basis bilden. Die Konstruktion verläuft
dann weitgehend analog zu der des Stoneschen Strukturraumes
SÄA eines kommutativen Ringes A mit Einheit ([13], 7M). An
die Stelle der fehlenden Einheit in 3t̂  treten dabei die «lokalen
Einheiten » [16]. Analog wie man mit Hilfe der Eins in A
die Kompaktheit von S%A zeigt, beweist man mit Hilfe der
lokalen Einheiten die Lokalkompaktheit von 3%. Die restli-
chen Überlegungen verlaufen dann ähnlich wie bei Gelfand-
Silov [12]. Da der Raum (3%, 3^) die Eigenschaften 1°-3°
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besitzt, ist er wegen der Eindeutigkeit der Existenz dem oben
konstruierten Raum X^ homöomorph. D

Bemerkung 4.1.2 :
(i) X^ ist derjenige ^-kompakte Raum (siehe 5.1), in den

X 3^-einbettbar ist. Deshalb wird X^o i.f. auch als die
tW

3!>-Kompaktifizierung von (X, %) bezeichnet.
(ii) Ist (X, %) beschränkt, so ist wegen 3t(X, %) = C^X)

SÄ der Raum der maximalen Ideale von 6&(X), und somit
fällt die %-Kompaktifizierung von (X, SH) in diesem Fall mit
der Stone-Öech-Kompaktifizierung zusammen (vgl. [16]).

(iii) Ist (X, %) lokalkompakt (und damit nach 5.1 So-
kompakt), so ist X == X .̂

4.2. Charakterisierung der Stetigkeit von Maßen mit Hilfe des
Darstellungssatzes.

(X, %) bezeichne wie üblich einen lokalbeschränkten Raum
und X^ seine äS-Kompaktifizierung nach 4.1. Für jedes
ge3£(X, %) sei g'€=3t(X^) die stetige Forstsetzung von g
auf X^. Da die Ringe 3£(X, äS) und X(X^) algebraisch
und verbandstheoretisch isomorph sind, sind auch ihre ord-
nungstheoretischen Dualräume <M)(X, %) und Jl)b(X^) iso-
morph; und zwar ist die Abbildung ^([^) == (^' definiert
durch

^{g)^=^g) (g-^)

ein Isomorphismus von Jlfk(X, S>) auf JIH)(X^) (vgl. [4]).
Für jedes pLejl)b(X^) sei (X', SB^ ü.') der n. Satz 2.2.10 zu p.'
gehörende vollständige Maßraum. Da X.% lokalkompakt ist,
ist jedes Maß pi' auf X^ ein Radonmaß und somit T-stetig.
Nach Satz 2.2.10 enthält daher SBp. die Borelmengen SS' und
erst recht die Baireschen Mengen SB^ von X^. Die Restrik-
tion von pi' auf SS' bzw. SSo ist somit ein Borelmaß bzw.
ein Bairesches Maß auf X^ im Sinne von Halmos [18].
Zwischen den Baireschen Mengen SSo bzw. den Borelmengen SS
von (X, %) und SSo bzw. SS' bestehen nach Gould [16]
folgende Beziehungen :

SS = SS' n X.
i£kr»iTr» r«"r»T"» rrvxniIn diesem Abschnitt sollen die Beziehungen zwischen den
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Maßen auf (X, %) und den entsprechenden Maßen auf X^
untersucht und mit ihrer Hilfe die Stetigkeitseigenschaften
der Maße auf (X, S>) charakterisiert werden. Spezialfälle der
folgenden Ergebnisse sind die Charakterisierungssätze von
Bauer [2], Le Cam [28] und Knowles [22]. Wir folgen der letzte-
ren Darstellung und lösen zugleich das von Knowles aufge-
worfene Problem, wie die Charakterisierungssätze für nicht
endliche Maße verallgemeinert werden können.

Hierfür erweist sich folgende Begriffsbildung von Halmos
als nützlich :

DEFINITION 4.2.1. (Halmos [18], p. 74). — Eine Teilmenge
Xo eines Maßraumes (X, @, pi) heißt [k-dicht (« ^-thick»)
in X, wenn für alle S e= @ gilt (J^(S\Xo) == 0.

THEOREM 4.2.2. — Für jedes pi e jlb(X, %) sind die folgenden
Aussagen äquivalent:

(i) piejI^X, ^).

(ii) X ist ^Q-dicht in (X^, 3%)-
(iii) p^(Bo) = 0 /ur J^de Bairesche Menge Bö c X^\X.
(iv) ^o(Ko) = 0 für jede kompakte G§- Menge KQ c X^\X.
Beweis. — Aufgrund des Satzes 1.4.3 genügt es, die Behaup-

tung für ^ e jlfc+(X, S>) zu beweisen. Die Äquivalenz von (ii)
und (iii) folgt unmittlebar aus Def. 4.2.1. Die Äquivalenz von
(iii) und (iv) folgt aus der Regularität von ^ Somit bleibt
zuzeigen:

(i) -> (iv) : Sei Kg eine kompakte Gg-Menge in X'\X.
Dann existiert eine fallende Folge (gn) c 3t(X') mit g„ \ 1s..
Für die Restriktionen g„==gre |Xe3t gilt somit gn \ 0.
Hieraus folgt aber n. Vor.

^o(Ko) - lim ^(g„) = lim a(gj = 0.
n n

(iii) -> (i) : Sei (gj c 3t+ eine fallende Folge mit g^ \ 0.
Für jedes s > 0 gehören die Mengen B„ == [g^ ^ s] zu SBo.
Die Menge B' == ( ^ B ^ ist somit eine Bairesche Menge in X',

n
die wegen gn \ 0 in X'\X enthalten ist. Somit gilt n. Vor.

lim pLo(B^) = pLo(B') = 0.
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Da {g'n) eine fallende Folge in 3t(X') ist, existiert eine
Bairesche Menge Bö in X' mit T^ c Bö für alle n und
(Xo(Bo) < oo. Somit gilt

gn ^ ||grl||.lB^+ £.IB;\B„
Hieraus folgt

^{gn) = ̂ (g'n) ^ HglU .^(B,) + £.(Xo(Bo). D

Bei der folgenden Charakterisierung der T-stetigen Maße
verlagert sich das Interesse von den Baireschen Maßen auf
X^ auf die Boreischen Maße. Es gilt:

THEOREM 4.2.3. — Für jedes ^ e Mo(X, S>) sind die folgenden
Aussagen äquivalent:

(i) (JLeJM^X, %).

(ii) X ist ^f-dicht in (X^, 33').
(iii) (^'(B') = 0 für jede Borelmenge B' c X^\X.
(iv) (^.'(K') == 0 für jede kompakte Menge K' c X^\X.

Beweis. — Die Äquivalenz von (ii) und (iii) folgt wiederum
unmittelbar aus Def. 4.2.1. Die Äquivalenz von (iii) und (iv)
folgt aus der Tatsache, daß jedes Maß pi' auf dem lokalkom-
pakten Raum X^ straff und somit das zugehörige Borelmaß
;x'|SS' n. Satz 2.2.10 (c) kompakt-regulär ist. Der Rest des
Beweises verläuft analog zu dem des vorigen Satzes, indem
man überall Folgen durch gefilterte Systeme und « Bairesch »
durch « Borelsch » ersetzt und beachtet, daß der beliebige
Durchschnitt der Mengen Ba = [ga ^ e] kompakt und somit
borelsch ist. D

THEOREM 4.2.4. — Folgende Aussagen sind äquivalent für
jedes p. e jlfb(X, %) :

(i) (^e.lV(X,ä3).
(ii) Zu jeder relativ kompakten offenen Menge U' c X^ und

zu jedem £ > 0 existiert eine kompakte Menge K c X mit
(X'(U'\K) < £.

(iii) X ist [/.'-dicht und ^-meßbar (im Sinne von Bourbaki
[7]} in X^B.

Beweis. — (i) -> (ii) : N. Theor. 4.1.1 ist die Menge U' n X
offen und beschränkt in X. Aus Axiom (B3) und der Straff-

4
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heit von y. folgt die Existenz einer Menge B e S> mit
U == U' n X c B, derart daß gilt:

Y£ > 0 3kp. K c B VgeSB:g |K=0—|^ . (g ) [ < £.

Hieraus folgt:

i^(U'\K) == sup { p L ' ( g ) : g' ^ 1̂ , g^^(X^)}
^ ^P {^(g) : & ^ ^K, g^^}
< SUp {^ (g ) :geSB, g |K=0} ^ £.

(ii) -> (iii) : Sei K' kp. c X' und U' eine relativ kompakte
offene Menge, die K'\X enthält. N. Vor. existiert zu £ > 0
eine kompakte Menge K c X mit pi/(U'\K) ^ £. Die
Funktion IU'ML ist nach unten halbstetig und gehört somit
zu W. Somit folgt 0 ^ IKAX ^ IU'\K niit p.'(ü'\K.) ^ £•
Also ist die [Menge (X'\X) n K' - K'\X n. Theor. 2.1.4 (iv)
[ji'-integrierbar für alle kompakten Teilmengen K' von X'.
Daraus folgt aber nach [7], p. 170/77, die pi'-Meßbarkeit von X.

Hiermit ist gleichzeitig gezeigt, daß für jede kompakte
Menge K' c X'\X gilt: (JL'(K') = ̂ {K'\X) = 0. Also ist n.
Theor. 4.2.3 X ^'-dicht in X^.

(iii) -> (i) : Sei B e % und (ga)aeA c SB ein System, das
gleichmäßig auf den kompakten Teilmengen von B gegen
Null strebt. Aus (iii) sowie der Regularität von p.' (Satz 2.2.10)
folgt: pi'(B) = ̂ *(B n X) = [X'(B) = sup {(JL'(K) : K kp c B}.
Somit existieren zu jedem £ > 0 eine kompakte Menge K c B
sowie ein (XQ e A, derart daß gilt p/(B\K) < £ sowie

| ga,(x)\ < £ Vx €= K Vao < a.

Für die stetigen Fortsetzungen g' auf X^ß gilt somit:

|ga| ^ £ . I K + IB\K Vao < a.
Hieraus folgt

li^a)| = |^(ga)| ^ ^'(K) + ^(B\K) < £ . (^ ' (K) + l). D

Aufgrund der Isomorphie von jl'k(X, S>) und JTII)(X^) folgt
unmittelbar aus obigem Theorem :

KOROLLAR 4.2.5. — Es gilt ll^X, ä3) = ̂ (X, S>) genau
dann, wenn X universell meßbar ist in X^.
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5. Struktur eines lokalbeschränkten Raumes
und Stetigkeit seiner Maße.

Bekanntlich hat die Topologie eines topologischen Maß-
raumes Auswirkungen auf die Stetigkeitseigenschaften seiner
Maße. Ein bekanntes Resultat dieser Art besagt z.B., daß
jedes (T-additive) Maß auf einem polnischen Raum straff ist
(siehe etwa [2l], [32]). Doch schon die Tatsache, daß jedes
Radonmaß auf einem lokalkompakten Raum straff ist, läßt
sich nicht mehr alleine durch die Topologie von X erklären.
Es gibt nämlich auf lokalkompakten und nicht a-kompakten
Räumen nach [36] nicht reguläre Bairesche Maße, die somit
nicht straff sein können. Bei der Straffheit der Radonmaße
spielt vielmehr neben der Topologie von X das Beschränkungs-
system % der kompakten Mengen von X eine wesentliche
Rolle. M.a.W. : Die Straffheit der Radonmaße ist eine Struk-
tureigenschaft des lokalbeschränkten Raumes (X, %).

Umgekehrt lassen sich gewisse topologische Räume, wie z.B.
die kompakten und pseudokompakten Räume, durch die
Stetigkeitseigenschaften ihrer Maße charakterisieren [14], [41].
Da die Maße auf einem lokalbeschränkten Raum (X, %)
wesentlich von dem Beschränkungssystem ä8 abhängen,
hängen Struktursätze dieser Art ebenfalls neben der Topologie
von X notwendig von S> ab, was auf Begriffe wie 33-Kompakt-
heit etc. führt, die im nächsten Abschnitt eingeführt werden.

5.1. Verschiedene Kompaktheitsbegriffe in lokalbeschränkten
Räumen.

(X, %) bezeichne wie üblich einen lokalbeschränkten Raum.
Mit 3t(X, S>) oder kurz ^ werde der Ring aller stetigen
reellen (nicht notwendig beschränkten) Funktionen auf X
mit beschränkten Träger bezeichnet. Als natürliche Topologie
auf 3t(X, S>) betrachten wir stets die in 1.4 definierte Topo-
logie 3^ der ^-kompakten Konvergenz. Der bisher betrachtete
Ring 3£(X, %) ist somit der Teilring aller beschränkten
Funktionen aus 3t(X, %).

Nach Gillman-Jerison [13] heißt ein Ideal I in einem Ring
91 von reellen Funktionen auf X fixiert, wenn ein x e X
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existiert mit f(x) = 0 für alle /*€= L Ein maximales Ideal M
in ä{ heißt reell, wenn A/M isomorph zu R ist.

DEFINITION 5.1.1. — Der lokalbeschränkte Raum (X, %)
heißt :

(a) Sf-kompakt ^=^ Jedes maximale Ideal in 3t(X, S>) ist
fixiert. Df-

(fc) 3^-pseudokompakt ^=^ 3t(X, %) = :K(X, %).
Df.

(c) S>-reellkompakt <4==>- Jedes reelle maximale Ideal in
3t(X, %) i5( /i^r(. Df'

Beispiel 5.1.2. — Nach Gould [16], p. 233, ist jedes maximale
Ideal in dem Ring 3t(X) aller stetigen reellen Funktionen mit
kompaktem Träger auf einem lokalkompakten Raum X
fixiert. Somit ist jeder lokalkompakte Raum (X, %) %-kom-
pakt. In Satz 5.1.4 wird gezeigt, daß auch die Umkehrung gilt.

Bemerkung 5.1.3. — Ist (X, S>) beschränkt und gilt somit
J{^ == (°(X) sowie 3t̂  == 6&(X), so fallen die obigen Defini-
tionen mit den üblichen Definitionen von Kompaktheit etc.
zusammen (vgl. [13]). In diesem Fall kann man somit i.f.
überall das Präfix « ä? » fortlassen.

SATZ 5.1.4. — Für jeden lokalbeschränkten Raum (X, %)
sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(i) X ist ä^-kompakt.
(ii) X = X^.
(iii) Jede beschränkte Teilmenge von (X, %) ist relativ

kompakt.
(iv) X ist 35-pseudokompakt und äS-reellkompakt.

Beweis. — (i) —> (ii) : N. Theor. 4.1.1 ist X^ß homöomorph
zur Menge SD? der maximalen Ideale von 3t(X, %) versehen
mit der Stoneschen Topologie 3^. Da aber nach Definition
der .^B-Kompaktheit jedes M «= 9% fixiert ist, gilt somit
x^=m=x.

(ii) -> (iii) : N. Theor. 4.1.1 3° ist für jede beschränkte
Teilmenge A von (X, ä5) ~K kompakt in X^ = X.

(iii) — (iv) : Für jede Funktion / 'e ;K(X,%) ist T^ abge-
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schlössen und beschränkt in (X, %), also n. Vor. kompakt.
Somit gilt ;K(X, %) == 3t(X) = 3t(X, %), wobei 3t(X) den
Ring der stetigen reellen Funktionen auf X mit kompaktem
Träger bezeichnet. Nach [16], p. 233, ist aber jedes maximale
Ideal in X(X) fixiert. Somit ist X ä^-reellkompakt und
wegen 3t^ = 3t̂  ^B-pseudokompakt.

(iv) -> (i) : N. Vor. ist jedes reelle maximale Ideal in
3^ == 3i^ fixiert. Die maximalen Ideale in 3t̂  sind aber
sämtlich reell. Somit ist X ^B-kompakt. n

Nach Theorem 4.1.1 existiert zu jedem lokalbeschränkten
Raum (X, S>) ein äS-kompakter Raum, in den X 3^-einbett-
bar ist. Gould hat in [16] gezeigt, daß zu jedem lokalbeschränk-
ten Raum außerdem ein äS-reellkompakter Raum u^X exi-
stiert, in den X Jt^-einbettbar ist. u^X ist isomorph zur
Menge 3Äp(3^) aller reellen maximalen Ideale in ^. Auf-
grund der Beziehungen

u^x = ̂ A) c mw = mw = xk
kann u^X mit einem (dichten) Teilraum von X^ identifi-
ziert werden. Macht man diese Identifizierung, so besteht
folgender Zusammenhang zwischen X^ und u^X : Für jedes
feSi^ aufgefaßt als Abbildung in den kompakten Raum R
bezeichne f die eindeutig bestimmte stetige (nicht notwendig
endliche) Fortsetzung von f auf X^. Dann gilt:

(16) U^X = {X e X^B : 1/^)1 < 00 V/*e 3^}

5.2. Einige Struktursätze.
Der folgende Satz gibt eine hinreichende Bedingung dafür,

daß jedes d-stetige Maß auf einem lokalbeschränkten Raum
T-stetig ist. Diese Bedingung ist für beschränkte Räume
wohlbekannt ([32], [41]). Die Bedeutung des Satzes 5.2
beruht jedoch darin, daß die Bedingung unabhängig ist von
dem Beschränkungssystem S). Da die Sätze von Go-Din Hu
und Knowles (siehe 5.4) falsch sind, ist es u.W. immer noch
ein ungelöstes Problem, ob die Bedingung auch notwendig ist.

SATZ 5.2.1. — Ist X ein vollständig regulärer Lindelöf-Raum,
so gilt ^IV^X, 35) == tAV^X, %) für jedes Beschränkungssystem
S) auf X.
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Beweis. — Sei 33 ein beliebiges Beschränkungssystem auf X
und K' eine kompakte Menge in X^\X. Nach den Theoremen
4.2.2 und 4.2.3 ist die Behauptung bewiesen, falls eine kom-
pakte z-Menge Z' c X^\X existiert, die K' enthält. Ist dies
nicht der Fall, so ist

9 = (Z' n X)K'cz'

ein z-Filter auf X, dessen abzählbare Durchschnitte nicht
leer sind. Da X ein Lindelöf-Raum ist, ist dann aber 9
nach [13], 8H, fixiert, d.h. n ^ = K ' n X ^ im Wider-
spruch z. Vor. n

Der Satz 5.2.1 gilt insbesondere für jeden (T-kompakten und
jeden seperablen metrischen Raum.

Die folgenden Sätze liefern eine maßtheoretische Kenn-
zeichnung der ^ß-kompakten und ^-pseudokompakten lokal-
beschränkten Räume. Ist (X, %) speziell beschränkt, so
erhält man die klassischen Sätze von Alexandroff-Glicksberg
[14], [41].

SATZ 5.2.2. — Der lokalbeschränkte Raum (X, S>) ist genau
dann S>-kompakt, wenn gilt ^(X, ^ß) = ̂ (X, ^B).

Beweis. — Aus Satz 5.1.4 (ii) und Theorem 4.2.4 folgt
unmittelbar die Notwendigkeit der Bedingung. Ist umge-
kehrt X nicht ^-kompakt, so existiert n. Satz 5.1.4 (ii) ein
Punkt o;o€=X^\X. Für das Maß ^ { g ) : = g { x o ) (ge3t^)
folgt dann nach Theor. 4.2.4:

0 == ^{{x,}\X) = a'({a-o}\X) = UM) = l. D

Betrachtet man die Theorie der Radonmaße auf lokal-
kompakten Räumen nach Bourbaki von dem übergeordneten
Standpunkt der Maßtheorie auf lokalbeschränkten Räumen,
so zeigt der soeben bewiesene Satz, daß die Radonmaße einen
wichtigen Spezialfall innerhalb dieser Theorie darstellen.
Nach Satz 5.1.4 sind nämlich die lokalkompakten Räume
(mit den kompakten Mengen als Beschränkungssystem) genau
die 9^-kompakten Räume. Diese sind aber nach Satz 5.2.2
genau diejenigen Räume, auf denen jedes Maß straff ist.
Somit ist die Theorie der Radonmaße nach Bourbaki die allge-
meinste Maßtheorie mit dieser Eigenschaft.
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SATZ 5.2.3. — Der lokalbeschränkte Raum (X, S>) ist genau
dann S>-pseudokompakt^ wenn gilt Jüb(X, ä5) = Jllb^X, äi).

Der Beweis des Satzes 5.2.3 folgt unmittelbar aus dem
folgenden Lemma sowie aus Theorem 4.2.2.

LEMMA 5.2.4. — (X, S>) ist S>-pseudokompakt genau dann,
wenn die leere Menge die einzige kompakte G^-Menge in X^\X
ist.

Beweis. - Sei K' = Z'(f) (feC(X')) eine kompakte
Gg-Menge in X^\X. Dann existiert ein g' e 3t(X') mit
K' c E(g'). Die Funktion

SM ^K'
^):= f ' { x ) ^K

+00 x <= K'

ist stetig auf X' und hat einen kompakten Träger. Somit
gehört die Restriktion h = A'|X zu ^K+(X, S>). N. Vor.
existiert eine natürliche Zahl n mit h(x) ^ n für alle
a; <= X. Da A' die stetige Fortsetzung von h ist, gilt dann
h\x} ^ n für alle x e X'. Somit K' = ̂ .

Um zu zeigen, daß die Bedingung hinreichend ist, nehmen
wir an, daß eine Funktion ge3t(X, S>) existiert, die nicht
beschränkt ist, und betrachten ihre stetige Fortsetzung g
auf X^. Da Tg n. Vor. beschränkt ist, ist Tg n. Theor.
4.1.1 3° kompakt in X'. Somit sind die Mengen der Form
^n = [l S\ ^ n] kompakte Gg-Mengen auf X', deren endliche
Durchschnitte nicht leer sind. Somit ist die Menge

z'=n^i ^ ^-[ig^^]
n

eine nichtleere kompakte G§-Menge in X^\X. D

5.3. Maße mit pseudokompakten Träger filier.
In diesem Abschnitt soll untersucht werden, welche Maße

^eJl)b(X, %) auf den Ring 3t(X, S>) fortsetzbar sind. Das
Theorem 5.3.6 liefert hierfür notwendige und hinreichende
Bedingungen.

Für jedes piejlt(X, S>) bezeichne 3^ den Trägerfilter
sowie T^ den Träger von [JL, falls dieser existiert (siehe 1.5).
Tp/ sei der Träger des zu [JL gehörenden Maßes (x' == $((x)
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auf X^ (siehe 4.2). Da jedes Maß auf X^ nach Satz 5.2.2
straff ist, folgt aus Satz 1.5.3 die Existenz von T«'. Zwischen
dem Trägerfilter 3u. und Tu/ besteht folgender Zusammen-
hang :

SATZ 5.3.1. — Die Menge Ze^(X) gehört genau dann zu
3«, wenn ihr Abschluß in X^ den Träger T n ' enthält.

Beweis. — Sei Z <= 3u.. Da X^ lokalkompakt ist, existiert
zu jedem Punkt XQ $ Z eine kompakte Umgebung V von a;o
mit V n Z == ^. Für jedes g' e= 3t(X^, V) gehört die Restrik-
tion g= g'|X zu 3t̂  und verschwindet auf Z. Somit gilt
pL'(g') = pi(g) == 0. Also folgt aus Satz 1.5.4 XQ ^ Tu/.

Sei umgekehrt Tu.'c Z. Dann gilt für jedes g e 3t̂  mit
g|Z == 0: g'[Z = 0. N. Satz 1.5.5 folgt hieraus aber:
I ^ K I g ' D - l i ^ K I g D - O . Also gilt Ze3u, n

KOROLLAR 5.3.2. — Der Punkt XQ e X^ gehört genau dann
zu Tu.', wenn ri;o Adhärenzpunkt von 3u. i5(.

Beweis. — Da das System Z eine abgeschlossene Basis von
X^ bildet, gilt: T^n^r^a

T^,,CZ 2^^

KOROLLAR 5.3.3. — 3u. is^ genau dann ein z-Filter [13]
auf X, wenn pi nic/it das Nullmaß ist.

Beweis. — (i) : Nach [16], p. 229, gilt für Z„ Z^<=S(3t):
Z; n Zy == Z, n TLj. Für Z;, Zy e 3^ folgt daher aus Satz 5.3.1 :
Tu.' c Z; n Zy == Z, n Zy. Somit Z; n Zy e 3u.. (ii) : Für Z e 3^
und Z c Z ' folgt n. Satz 5.3.1 : T ^ c Z c Z ' . Somit Z'e3u..
Die Behauptung folgt nun aus der leicht einzusehenden
Tatsache : pi = 0 -<—>- ^ e 3«. n

KOROLLAR 5.3.4. — Existiert der Träger Tu. von (JL, 50
g^( T p , = T ^ n X .

Beweis. — Aus Kor. 5.3.2 folgt:

T^nX=/f^|Z\nX=f^|Z=T„. n
Vze^ / ze^
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DEFINITION 5.3.5. — Der Trägerfilter 3^ eines Maßes pi
auf (X, %) heißt Sf-pseudokompakt genau dann, wenn für alle
g e 3t(X, %) ein Z e 3^ existiert, so daß die Funktion g auf Z
beschränkt ist. Jlbo(X, 3S) bezeichne die Menge aller pi e JTH)(X, %)
rfereyz Trägerfilter ä3- pseudokompakt ist.

THEOREM 5.3.6. — Für /ede5 ^e=jllb+(X, ^B) 5iW folgende
Aussagen äquivalent:

(i) (^ ist fortsetzbar zu einer positiven Linearform auf 3t(X, %).
(ii) 3^ ist 3^-pseudokompakt.
(iii) T^c^X.

Beweis. — (i) -> (ii) : pl bezeichne die Fortsetzung von p.
auf 3 .̂ Für jede Funktion g <= J^ existiert nach [16], p. 239,
eine natürliche Zahl n = n{g), derart daß gilt

^((Igl-^-O.

Somit gilt für die Funktion ho: = (\g\ — M)+Ale3t^ erst
recht p.(Ao) = 0. Für die stetige Fortsetzung h'o auf X^
gilt dann : h, = (| g \ - n)+A l e ̂ (X^) und ^{h,) = 0.
Hieraus folgt nach [7], p. 69 :

T,,cZ'(Ao) - [| g | ^ n]a[\g\ ^ n+i].

Also gehört nach Satz 5.3.1 die js-Menge [|g| ^ n + l] zu 3«.
(ii) -> (iii) : Sei XQ e X^\u^X. Dann existiert nach (16)

ein feSi^ mit \f(xo)\ = oo. N. Vor. existieren aber ein
Z e 3^ und eine natürliche Zahl n mit \f(x)\ ^ n für alle
x e Z. Somit gilt für die stetige Fortsetzung ~f von /* auf
X^: [ 7(^)1 < n für alle a;eZ. Folglich ist XQ ^ Z und somit
M. Kor. 5.3.2 o;o ^ T^.

(iii)-> (i) : Sei /*e3{^ unf /* die stetige Fortsetzung von /*
auf X^. Da T^ beschränkt, ist Ty n. Theor. 4.1.1 3° kom-
pakt und somit ebenfalls die Menge K' === Tj n T„. N. Vor.
liegt K' in L^X. Da die Restriktion von J auf u.^X nach (16)
reell ist, ist somit f|K' beschränkt. Somit ist wegen

l^'OOl ^ ̂  171 d^ = ̂  \J\ d^ ^ ||7llK-.p(K') < oo
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~f pi/-integrierbar und p.(/1) : == ^(f) (/^ 3^ß) eine positive
Fortsetzung von pi auf 3 .̂ D

KOROLLAR 5.3.7. — jlfbo(X, %) i$( der ordnungstheoretische
Dualraum von 3i(X, %).

Beweis. — Ist 3„ ä^-pseudokompakt, so auch 3^- und
3^-. Folglich kann n. Theor. 5.3.6 jedes (JL e jTbo zu einer rela-
tiv beschränkten Linearform auf 3t̂  fortgesetzt werden. Ist
umgekehrt p. == pL+ — p._ eine relativ beschränkte Linear-
form auf 3î  und pi = Rest^ p. das zugehörige Maß, so ist
^ == {Z : Z = Z4- u Z-, Z-^ e 3^, Z- e 3^-} ^ß-pseudokompakt. D

KOROLLAR 5.3.8. — JH>o(X, ä^cil^X, %).

Beweis. — Nach Gould [16], p. 241, ist jede positive Linear-
form auf 3^ß (T-stetig. Die Behauptung folgt somit aus Theor.
5.3.6 und Satz 1.4.3. n

KOROLLAR 5.3.9. — Die Fortsetzung von (x e M)Q auf 3î
ist eindeutig.

Beweis. — Für jedes /'e3t^ gilt: [!(/') = sup ^(/*An). D
n

Für den Spezialfall eines entarteten Beschränkungssystems
% folgt aus der Äquivalenz der Aussagen (i) und (iii) in
Theorem 5.3.6 das Theorem 14 (l) von Choquet [9].

Sei nun I eine beliebige Menge und R1 die Menge aller
reellen Funktionen auf I. Nach Choquet [9] heißt eine
positive Linearform L auf R1 elementar, wenn ein S-Ultra-
filter (oder « reeller » Ultrafilter [13]) 81 auf I existiert mit
L{f) = linM f für alle /'eR1. Mit Hilfe des Theorems 5.3.6
läßt sich nun ein einfacher Beweis des folgenden Satzes von
Choquet ([9], Theor. 8) geben:

SATZ 5.3.10 (Choquet). — Jede positive Linearform auf R1

läßt sich auf genau eine Weise als endliche Linearkombination
mit positiven Koeffizienten von elementaren Linearformen dar-
stellen.
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Beweis. — Sei (XL = Rest^i) L das von L induzierte
Radonmaß auf I und (XL das (XL eineindeutig entsprechende
(positive) Radonmaß auf ßl. Nach [7], p. 242, exerc. 16, hat
(XL einen endlichen Träger, der n. Theor. 5.3.6 in u I enthalten
ist. Jeder Punkt von u I ist aber nach [13] 8.7 Limes genau
eines 8-Ultrafilters auf, womit die Behauptung bewiesen ist. D

5.4. Charakterisierung der Sf-reellkompakten Räume.

Go-Din Hu [15] und Knowles [22] haben folgende Charak-
terisierung der reellkompakten Räume oder Q-Räume von
Hewitt [20] zu beweisen versucht:

(17) X reellkompakt -4=^ jlt^X) = ̂ (X).

Aus dieser Aussage, angewandt auf einen diskreten Raum mit
der Mächtigkeit des Kontinuums, würde die Nichtmeßbarkeit
des Kontinuums folgen. Sowohl der Beweis von Go-Din Hu als
auch der von Knowles sind jedoch — obwohl auf ganz unter-
schiedlichen Beweisideen beruhend — falsch. Vermutlich ist
die Aussage (17) auch falsch, denn die in (17) verwendeten
Maße im Sinne von Alexandroff-Varadaraj an (siehe Bsp.
1.2.4 (ii)) sind Elemente des Duals von C^X). Die Eigenschaft
der Reellkompaktheit eines Raumes X ist aber eine Struktur-
eigenschaft des Ringes C(X) (vgl. [13], [20]). Für eine
maßtheoretische Charakterisierung der reellkompakten Räume
können somit u.E. nur diejenigen Maße auf X in Frage
kommen, die auf C(X) fortsetzbar sind. Diese werden aber
gerade durch das Theorem 5.3.6 gekennzeichnet.

In der Tat läßt sich mit Hilfe des Theorems 5.3.6 eine
maßtheoretische Kennzeichnung (Theor. 5.4.1 (ii)) der ^B-reell-
kompakten — und damit für beschränkte Räume (X, %)
der reellkompakten — Räume geben.

Es sei daran erinnert, daß 3t° den ordnungstheoretischen
und 3t' den topologischen Dualraum (bzgl. der Topologie der
äS-kompakten Konvergenz) von 3t̂  bezeichnet.

THEOREM 5.4.1. — Für jeden lokalbeschränkten Raum (X, £B)
sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) X ist S>-reellkompakt.
(ii) jll)o(X,%)cjW(X,%).
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(iii) 5t(X, %)° = 3t(X, %)'.
(iv) Jede positive Linear form auf 3t(X, S>) Äa( einen 3^-kom-

pakten Träger.

Beweis. — (i) -> (iv) : Sei pi eine positive Linearform auf
3t̂  und [x = Rest^ p. das zugehörige Maß. N. Theor. 5.3.6 (iii)
gilt dann T^' c u^X = X. Aus Theorem 4.2.3 folgt die
T-Stetigkeit von pi und somit n. Satz 1.5.3 die Existenz von
Tu.. Aus Kor. 5.3.4 folgt ferner : T« = Tu/ n X == Tu.'. Sei nun
A eine abgeschlossene und beschränkte Teilmenge von (X, %).
Dann ist A n T« eine abgeschlossenene und beschränkte
Teilmenge des lokalbeschränkten Unterraums (Tu., % n Tu.)
von (X, 3S). N. Satz 5.1.4 ist die Behauptung bewiesen, wenn
gezeigt ist: A n Tu. kompakt. N. Theor. 4.1.1 ist S kompakt
in X^. Somit ist die Menge A n Tu.' kompakt. Wegen
Tu.' c X folgt aber :

S n Tu.' = (K n Tu,') n X == A n Tu,

(iv) —> (iii) : Eine Linearform p. auf 3t̂  ist nach 1.4 genau
dann stetig bzgl. der Topologie der 35-kompakten Konvergenz,
wenn gilt:

(18) V B e % B k p . K c B BMa ^ 0 V g e 3 t ( X , B ) :
|;l(g)| ^ MB.||g||K.

Es gilt stets: 3t'c 51°. Sei nämlich ge3t+. Dann gilt für
alle feSI mit \f\ < g : Ty-cT^cB für ein B e % und somit
nach (18): |[1(|/'|)| ^ MB||/HK ^ MBlIgk. Also ist pi relativ
beschränkt.

Sei nun umgekehrt p. eine positive Linearform auf 3î .
N. Vor. ist Tu. ä^-kompakt. Somit ist n. Satz 5.1.4 die Menge
KB = B n Tu. kompakt für jedes B e S>. Nach Axiom (B3)
existiert eine positive Funktion h^ aus 3t̂  mit KBC:E(/I()).
Für jedes Ae3£(X, B) gilt somit \h\ ^ | |Ä| |KB.ÄO auf Tu..
Daraus folgt aber M. Kor. 1.5.6 und Kor. 5.3.9 :

\^{g)\ == ISUP P-(gA^| ^ SUp p.(|gA7z|)

^ P-(Ao).||g||K, Vge^(X, B).

Somit ist (18) mit K == KB und MB == p(Ao) erfüllt.
(iii) —> (ii) : Dies folgt unmittelbar aus der Beziehung
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Jbo(X, ^ %) = Jt(X, %)o = 3l(X, %)' (Kor. 5.3.7) und der
Definition der Straffheit in 1.4.

(ii) —> (i) : Ang. es existiert ein Punkt XQ €E u^X\X. Da X
3^-einbettbar ist in u^X, wird durch

W):-/^) (/•^)

eine positive Linearform auf 3t̂  erklärt. Das Maß
p, == Rest^ pL gehört somit n. Theor. 5.3.6 zu JHbo(X, %).
Andererseits gilt für die kompakte Menge {XQ } c X^\X und
das zu (Ji gehörende Borelmaß pi' = Sx, auf X^ : ̂ ({xo}) = l.
Somit ist nach Theorem 4.2.4 pi nicht straff, n

Ist speziell (X, SS) beschränkt, so ist 5t(X, 35) der Ring
ß(X) aller stetigen reellen Funktionen auf X versehen mit
der Topologie der kompakten Konvergenz. Das Theorem 5.4.1
nimmt dann folglich die folgende Gestalt an :

SATZ 5.4.2. — Für jeden vollständig regulären Raum X sind
folgende Aussagen äquivalent:

(i) X ist reellkompakt.
(ii) A)(X)cjlV(X).
(iii) e(X)° = qx)'.
(iv) Jede positive Linear form auf C(X) ist stetig.
(v) Jede positive Linear form auf C(X) hat einen kompakten

Träger.
Wir bringen nun einige Anwendungen des Satzes 5.4.2.
Zunächst folgt aus dem Satz 5.4.2 die folgende Charakteri-

sierung der reellkompakten Räume innerhalb der Klasse der
lokalkompakten von Choquet ([9], Theor. 17) :

SATZ 5.4.3. (Choquet). — Ein lokalkompakter Raum X ist
genau dann reellkompakt, wenn die Menge jIfc^X) der positi-
ven Maße auf X mit kompaktem Träger schwach vollständig
ist bzgl. der Dualität mit C(X).

Beweis. — jlb^X) ist mit dem Kegel C^_(X) identisch
([7], p. 156) und liegt n. Theor. 1.6.2 schwach dicht in dem
vollständigen Kegel C^(X). Folglich ist die Bedingung des
Satzes von Choquet derjenigen des Satzes 5.4.2 (iv) äqui-
valent. n
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Ist X speziell ein diskreter Raum, so folgt das Theorem 10
von Choquet [9].

Mit Hilfe des Satzes 5.4.2 lassen sich ferner verschiedene
Ergebnisse aus der Theorie der Radonmaße (z.B. [7], Chap. 4,
§ 4 No. 8 sowie exerc. 16) für lokalkompakte und reellkompakte
Räume verschärfen. Wir bringen zwei Beispiele :

SATZ 5.4.4. — Sei X lokalkompakt und reellkompakt (spez.:
^-kompakt). Dann gilt: Das Radonmaß (x auf X ist genau
dann zu einer relativ beschränkten Linear form auf C(X) fortsetz-
bar, wenn der Träger von (JL kompakt ist.

Nach Satz 5.4.2 kann diese Aussage nicht für beliebige lokal-
kompakte Räume richtig sein. In der Tat liefert der Raum Q
aller abzählbaren Ordnungszahlen versehen mit der Ordnungs-
topologie ein Gegenbeispiel.

Beispiel 5.4.5. Sei Q == W((0i) der Raum aller Ordnungs-
zahlen, die kleiner sind als die erste nicht abzählbare Ordnungs-
zahl cüi ([13], 5. 11-13). Versehen mit der Ordnungstopologie
ist Ü lokalkompakt und pseudokompakt. Für alle
/*ee(ü) = e&(ü) bezeichne J die stetige Fortsetzung von f
auf ßQ = W(coi + l)* Dann ist die positive Linearform

^f)^=7^i) {f-W)
ein Radonmaß auf ß, das trivialerweise auf C(ß) fortsetzbar
ist, aber keinen kompakten Träger hat. Aus Satz 5.4.2 folgt
außerdem: (JL ist nicht stetig auf (°(ß) und ß ist nicht
reellkompakt.

SATZ 5.4.6. — Sei X eine Menge, deren Kardinalzahl nicht
stark unerreichbar ist [40]. Dann hat jede positive Linear form L
auf Rx einen endlichen Träger. M.a.W. : L ist von der Gestalt:

un- iw(^) (^> °. ^-ex)y=i
für alle fe R^

Beweis. — Jeder diskrete Raum, dessen Kardinalzahl nicht
stark unerreichbar ist, ist nach [13], chapt. 12, reellkompakt.
Somit folgt die Behauptung aus Satz 5.4.2 (v), a
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5.5. Folgerungen bzgl. der Existenz meßbarer Kardinalzahlen.
Eine Kardinalzahl m nennen wir mit Gilman-Jerison [13],

12.1, meßbar, wenn eine Menge X mit der Mächtigkeit m
und ein zweiwertiges cr-additives Maß (JL auf der Potenzmenge
von X existiert mit (^(X) = l und y-({x}) == 0 für alle
x e X. Die Kardinalzahl m heiße dagegen reell-meßbar^ wenn
ein reellwertiges m-additives Maß [JL ^ 0 auf der Potenz-
menge von X existiert mit [^({x}) = 0 für alle xe X.

Die Frage nach der Existenz solcher Kardinalzahlen ist ein
wohlbekanntes ungelöstes Problem. Mit Hilfe des Satzes 5.4.2
lassen sich nun die nicht-meßbaren Kardinalzahlen wie folgt
charakterisieren :

SATZ 5.5.1. — Die Kardinalzahl einer Menge X ist genau
dann nicht-meßbar, wenn jede positive Linearform auf R^
einen endlichen Träger hat.

Beweis. — Da ein diskreter Raum genau dann reellkompakt
ist, wenn seine Kardinalität nicht-meßbar ist [13], 12.2, folgt
die Behauptung unmittelbar aus Satz 5.4.2 (v). D

Mit Hilfe eines neueren Resultats von Solovay [38] läßt
sich nun folgende Aussage über die Existenz reell-meßbarer
Kardinalzahlen machen :

SATZ 5.5.2. — Läßt sich unter der Voraussetzung der axioma-
tischen Mengentheorie von Zermelo-Fraenkel (ZF) und der
Gültigkeit des Auswahlaxioms (AC) beweisen, daß jede positive
Linear form auf R^^ (X beliebige Menge) einen endlichen
Träger hat (L), so ist damit auch die Nichtexistenz einer reell-
meßbaren Kardinalzahl bewiesen — und umgekehrt.

Beweis. — N. Vor. gilt: (ZF) + (AC) impliziert (L). (L)
impliziert n. Satz 5.5.1 die Nichtexistenz einer (zweiwertig)
meßbaren Kardinalzahl (i32MC). Somit ist die Theorie
(ZF) + (AC) + (3 2MC) inkonsistent. Dann ist nach Solovay
[38], Theor. 2, auch die Theorie (ZF) + (AC) + (3 KMC ^ 2^°)
inkonsistent. Insbesondere impliziert also (ZF) + (AC) die
Nichtmeßbarkeit des Kontinuums. Dann impliziert nach Ulam
[40], Satz 3, (ZF) + (AC) aber auch die Nichtexistenz einer
reellmeßbaren Kardinalzahl. Die Umkehrung folgt unmittelbar
aus Satz 5.5.1. D
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