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IDEAUX DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES I

par Jean-Claude TOUGERON

Introduction.

Ce travail est une contribution a la théorie locale des idéaux
de fonctions différentiables. Il s’inspire, d’une part, de la théorie des
singularités des applications différentiables, développée d’abord par
H. Whitney et R. Thom ; d’autre part, de résultats de L. Hormander,
S. kojasiewicz et B. Malgrange, concernant les idéaux analytiques
de I'anneau & des germes de fonctions numériques et C™ au voisinage
de lorigine de R”.

lwl

Si p=1(p,,...,9,) €&, on pose 9;°(p) = —a—f‘- Tout éIé-
= - x

ment de ®, , = R[9;’],, <, opére sur &7 et y définit un homo-
ie[1, p]

morphisme noté ¢* de l'anneau des opérateurs différentiels @, ,

dans &. Soit II un idéal fixé de @, o le but de cette thése est I'étude

de l'idéal p* I1 engendré par ¢* (II) dans &. Nous démontrons, en

suivant une idée de R. Thom, qu’“en général® T'idéal p* Il posséde

d’aussi bonnes propriétés qu’un idéal analytique.

26

Donnons d’abord un sens précis & l'expression “en général®.
Si & =RI[[x,,...,x,]] est 'anneau des séries formelles & n variables
a coefficients réels, on désigne par n I'idéal maximal de & et par T la
projection canonique de &” sur ¥°. En considérant F° comme limite
projective de ses quotients par les n?9*!. %P on définit la notion de
provariété algébrique dans ¥, Nous dirons qu’une propriété (P) des
éléments de &P est “générale” s’il existe une provariété algébrique
V C &P de codimension infinie telle que (P) soit vérifiée par tout
pE T~' (%% — V). (Cette notion ne doit pas étre confondue avec
celle de “propriété générique” au sens ou l'entend R. Thom : le
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fait, par exemple, pour une fonction d’étre “de Morse® est “générique”
mais c’est une propriété bien trop restrictive pour étre “générale®’).

Le chapitre O est consacré a des préliminaires. Dans le chapitre 1,
nous précisons d’abord la notion d’idéal (ou d’ensemble) stratifiable.
Notre définition, trés algébrique, différe de celles de H. Whitney [13]
et R. Thom [11]. Le but du chapitre 1 est la démonstration du théo-
réme de quasi-transversalité qui est une variante algébrique et locale
du théoréme de transversalit¢ de R. Thom [10]. Si II est un idéal
fixé de @, ., il en résulte qu’en général I'idéal ¢* 11 est stratifiable.

La premiére partie du chapitre 2 traite de la stabilité locale des
idéaux de fonctions différentiables et s’appuie essentiellement sur une
généralisation du théoréme des fonctions implicites (§ 1). Le théo-
réme 1 (§ 2) joint au théoréme de préparation différentiable, permet
de construire, sous des hypothéses convenables, des bases adaptées
04 ....,,) dans lesquelles p* II est engendré par des polyndomes en
Vew1s--+>Y, & coefficients germes indéfiniment dérivables des autres
variables (§ 3). On étend ainsi dans plusieurs directions des résultats de
N. Levinson [4]. Le théoréme 1 fournit aussi de nombreux exemples
d’idéaux rigides (§ 4) : un idéal Il de @, , est rigide si en général
Iidéal o* Il est stable, ie. s’il existe un entier r tel que, pour tout
_‘g' r-plat & Porigine, on ait un difféomorphisme local et C”qui trans-
forme * II en (p + ¢')* IL. Sin = 3, il existe dans @, , des idéaux
non rigides. Ces résultats sont a rapprocher des théorémes de stabilité
topologique de R. Thom [11]. Enfin, les résultats des paragraphes 1
et 2 s’étendent, moyennant quelques légéres modifications, au cas
C* ; dans le paragraphe 5, nous donnons un exemple.

La seconde partie (§ 6 et 7) du chapitre 2 étudie la stabilité
locale des modules différentiables et emprunte des techniques de
démonstration a J. Mather [8]. Aprés quelques préliminaires algébriques
(§ 6), nous caractérisons a l'aide de conditions simples de quasi-
transversalité, les modules déterminants sur & (théoréme 2, § 7).

Un appendice est consacré aux fonctions différentiables et en-
sembles analytiques. Les résultats sont (ou s’inspirent) de B. Malgrange
[7]. Dans un article ultérieur, nous démontrerons que tout idéal stra-
tifiable de & est de fojasiewicz. Si O est un module de type fini sur
@ et si Pon désigne par & ¢ I'anneau & muni (par ¢*) de sa struc-

p.q
ture de module sur @ on en déduira qu’en général M ®CDP' &,

p,q’



IDEAUX DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES I 179

est un “module de Fréchet’ sur & et qu'en général les TORYP?
@1, &,) (i> 0) sont concentrés a I'origine.

Je remercie messieurs G. Glaeser, B. Malgrange et R. Thom pour
les encouragements et les conseils qu’ils m’ont prodigués tout au long
de ce travail. En particulier, certaines démonstrations initiales ont été
simplifiées ou méme totalement modifiées, grace aux suggestions de
monsieur B. Malgrange. Qu’il veuille bien trouver ici I'expression de
ma profonde gratitude.
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CHAPITRE 0

On désigne par N I'ensemble des entiers positifs ; par N* len-
semble des entiers strictement positifs. Si w = (w,,..., w,) EN" et
six,,...,x, sont des indéterminées, on pose : |w| = w; + ... tw,;

| = 1 1 1 y®W = 5“1 Wn
wl=w !t i x®=x" 0 x,m

1. Sous-modules fermés de & (2)° (Malgrange, [6]).

Si Q est un ouvert de I'espace euclidien R", on note & (2) l'al
gébre sur R des fonctions numériques indéfiniment dérivables sur §2.
L’algébre & (£2) est munie de sa structure habituelle d’espace de Fréchet
(i.e. topologie de la convergence uniforme des fonctions et de leurs
dérivées sur tout compact). Soit & = R|[[x,,...,x,]] lanneau des

N

séries formelles en »n indéterminées a coefficients réels.

alwl w
Sia€e et si p€ &), on pose T, (p) = Z ——%;Qi
- wENn ax w !

L’application T, : & () > F est un homomorphisme surjectif
d’algebres unitaires et le noyau de T, est I'idéal P, (€2) des fonctions
plates(') en a (i.e. nulles ainsi que toutes leurs dérivées au point a).

On désigne par Z Pg () le sous-module de & (£2)" forme des

r
éléments dont toutes les composantes appartiennent a P, (£2). Si
e=(p,...,9) € W), onpose: T, (p) =(T,(¢,),..., T, (p))EF".

Le théoréme suivant, dii 8 Whitney, caractérise les sous-modules
fermés de &(2)" (& (£2)" étant muni de la topologie produit) :

THEOREME 1. — Un sous-module O de & (2) est fermé si

et seulement si M = N [ + Y, P, ()]
ae) r -

(') Ladjectif “plat® aura deux sens différents (celui-ci et celui du § 3, 2). Le
contexte permettra toujours de les distinguer.
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Le module T + P, () est le module ponctuel de O au

r
point @ : un module JIT est donc fermé si et seulement si ANT est
I'intersection de ses modules ponctuels.

Si ¢ est un polyndme, I'idéal ¢ . & () est fermé (Hormander,
[2]) ; plus généralement, si ¢ est analytique sur §2, I'idéal ¢ . & (2)
est fermé (Eojasiewicz, [S5]). Ces résultats ont été généralisés par
Malgrange :

THEOREME 2. — Si I est un sous-module de & (2)" engendré
sur & () par des fonctions analytiques sur S et d valeurs dans R',
alors NC est fermé. Les chapitres 2 et 3 fourniront de nombreux
exemples d’idéaux fermés de type fini. L’exemple suivant montre
que la situation, pour les fonctions non analytiques est compliquée.

Dans & (R) la fonction f"=y% +e ~1jx? nengendre pas un
idéal fermé. En effet, VaER2 T, (e__”" JET, (f &R? )) mais
e ¢ £+ &(R?). Par contre, la fonction f =2 — e 1% o5t e
produit des deux fonctions f, =y —e 12 et f, =y + e 1/2%%,
qui peuvent étre rendues linéaires par changement de coordonnées.
D’aprés le théoréme 2, les idéaux f; .& (), f, . 8(2) sont fermés :
il en sera de méme de f~ .8& ().

2. Le théoréme de préparation différentiable de Malgrange
(Malgrange, [6]).

Soient &, I'anneau des germes de fonctions numériques indé-
finiment dérivables au voisinage de l'origine de R” =R[[x,,....,x, 1],
Panneau des séries formelles a »n variables a coefflclents reels ; T, la
projection &, —> &, qui a tout germe associe sa série formelle a
lorigine ; m, Iidéal maximal de &, ; n, celui de 3,. Lorsqu’aucune
confusion n’est possible, nous poserons &, =& ;%, =& ; m, = m etc.

Soit ¢ une application de classe C* de R" dans R telle que
¢(0) = 0. L’application ¢ définit un homomorphisme ¢* de 5,, dans
&, par la formule : VY€ &,, o*(7) =voyp. Si f=T,y, f définit
pareillement un homomorphisme f* de @ dans &, par la formule :

VgEF,, f*(g) =gof,etle diagramme :

o[ Tk

r*
_957'1
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est commutatif. Tout module sur &, (resp. &,) est ainsi muni canoni-
quement d’une structure de module sur &, (resp. F,).

THEOREME 3. — Soit O un module de type fini sur &,.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) M est un module de type fini sur &p.
2) M =M ®s, F, est un module de type fini sur F,.

3) m/mp . M est un espace vectoriel de dimension finie sur
&,/m, ~R.

4) Jﬁ/ﬂp .0 est un espace vectoriel de dimension finie sur
Fp[n, ~ R.

En outre, des éléments u, ,...,u, € N engendrent N sur &, si et
seulement si leurs classes (modulo. m,. W) u,,...,u engendrent sur
R lespace vectoriel I [m,, .M.

La forme donnée ici, un peu plus générale que la forme habi-
tuelle, est due a J. Mather [8].

3. Préliminaires algébriques.

1. Hauteur et cohauteur d’un idéal

Pour les détails, nous renvoyons a Serre [9].

Soit A un anneau commutatif et unitaire. On appelle chaine
d’idéaux premiers dans A toute suite finie, strictement croissante :
b,C »,C...C», didéaux premiers de A. L’entier r s’appelle la
longueur de la chaine. On appelle dimension de A, et I'on note
dim A, la borne supérieure (finie ou infinie) des longueurs de chaines
d’idéaux premiers de A. Si » est un idéal premier de A, on appelle
hauteur de » , la dimension du localisé A,. La hauteur d’un idéal
J quelconque sera la borne inférieure des hauteurs des idéaux premiers
qui le contiennent. La cohauteur de J sera la dimension de A/J.
Si ¥ =A,onposecoht @) =—1;ht@)=dim A + 1.

Soit k un corps commutatif. Posons x = (x, ,...,x,). Si A = k[[x]]
ou k[x] ; siJ et ¥’ sont deux idéaux de A :
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a) dimA =n et ht(J) + coht () =n
b) t@ +7)<ht@) + ht@")

Posons y = (y, ,...,y,). Nous démontrons la :

PROPOSITION 1. — Soit & un homomorphisme de k-algébres
de k([y]] dans k([[x]] et soit J un idéal propre de k[[y]]. Alors :
ht (@) . k[[x]D) < ht (I).

Soit E l’homomorph1sme de k[[x,y]] sur k[[x]] défini par
les formules : E ) =x ; £(y,) E(y) Soit i Iinjection canonique
de k[[y]] dans k[[x, y]]. Ona § = Eol Posons: &' = £ @) . k[[x]];

" =¥ . k[[x, y]l. Visiblement : £1@") Dkert +J". Inversement,

~ - q
si w(z,z)GE"(J'), E@ =73 ux).£(p (), obles g €J. Donc

i=1

E(w u, go,) =0, et pEker £ +J" : ainsi, £ induit un isomor-

phisme de kllx, y11/3" + ker £ sur k[[x]1/g". Or, ht(ker §) =
ht(J'"") = ht (J ) ; donc, d’aprés a) et b) : . ht (5*” +kerf) <p + ht (J) ;
coht (¥ +ker§) =dimk|[[x]]/¥ >n+p—p—ht@)=n— ht@),
d’ou finalement : ht(¥J') < ht(¥), c.q.f.d.

Soit J un idéal de &. On pose k (J) = ht(T¥) ;d (J) = coht (T J).
En général, h(J) #ht(¥) et d(J) # coht(J). Par exemple, d(0) =dim F=n
et coht(0) = dim & = + oo, Voici un corollaire immédiat du théo-
réme 3.

PROPOSITION 2. — Soit J un idéal de & tel que d(J)=r =0.

Alors il existe n formes linéaires indépendantes y, ,...,y,, telles
que, si & est l'anneau des germes de fonctions indéfiniment déri-
vables en y, ,...,Y,, l'anneau &/ soit un module de type fini sur

8, engendré sur & par un nombre fini de mondmes y. T ...y,
(les w,; sont des entiers positifs).

En effet, par le théoréme de normalisation (Serre [9]), il existe
des formes linéaires indépendantes y, ,...,y,, telles que ¥/TJ soit
un module de type fini sur &, = R[[y,,...,]]. Par le théoréme 3,
&/J est un module de type fini sur &,. Si m, est 'idéal maximal de
&, 8/ +m,. & est un espace vectoriel de dimension finie sur R,
engendré par un nombre fini de mondmes y " *‘...y;"". D’aprés

r+1
le théoréme 3, ces mondmes engendrent &/J sur &,.
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DEFINITIONS. — Soit J un idéal propre de &. Nous dirons
que J est un idéal de définition (resp. un idéal elliptique) si ¥ contient
une puissance de m (resp. si g est de type fini et D m™ = A m').

r=0

Les conditions suivantes sont équivalentes : a) J est un idéal de
définition de & ; b) &/J est un espace vectoriel de dimension finie
sur R;¢c)d@)=0.

Désignons par &, I'anneau des germes de fonctions numériques
u-fois continument dérivables au voisinage de I'origine de R”, et par
m,, l'idéal maximal de & ,,. On vérifie facilement que I'idéal J est
elliptique si et seulement si, VM EN, J. &["] contient une puissance
de Puy -

2. Modules plats. (Malgrange [6} ou Bourbaki [1]),

Soit T un module sur A. Soient u,,...,u;€A. Le module
R des relations dans JIT entre u, ,...,u, est le sous-module de

5
T formé des s-uples (m, ,...,m) tels que ) u; m; =0. Le mo-
i=1
dule JIT est plat si 'une des conditions suivantes (équivalentes) est
satisfaite :

a) Pour toute suite exacte O P’ > P > p" > 0
de modules sur A, lasuite0 —> P'®, M —>PQ®, M —> P"
®, M —> 0 est exacte.

b) Quel que soit sEN' et quels que soient Uy 5. U, €A,
le module des relations entre les u; a coefficients dans 1T est engendré
sur T par le module des relations entre les u; & coefficients dans A.

¢) Pour tout idéal ¥ de type fini de A, ’homomorphisme cano-
nique J @, N ——= AT est injectif.

d) Quel que soit le module % sur A, TOR}(®,0) = 0 dés
que p > 0. On vérifie facilement que & = R[[x,,...,x,]] est un
module plat sur lanneau &= R{{x,,...,x,}} des séries conver-
gentes en x, ,...,x, a coefficients réels. On déduit de 1a, du théo-
réme 2 et du théoréme de cohérence d’Oka, le :

THEOREME 4. — L’anneau & est un module plat sur .
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3. Le lemme de Nakayama.

Nous l'utiliserons souvent dans le chapitre 2 :

LEMME. — Soit A un anneau local (commutatif et unitaire)
d’idéal maximal m et soit NU un module de type fini sur A. Si
N est un sous-module de N tel que M= M + m. IR, alors
M= JT,



CHAPITRE 1

LE THEOREME DE QUASI-TRANSVERSALITE

1. Notations et définitions.

1. Soient k un corps commutatif ; % = k[[x,,...,x,]] I'anneau
des séries formelles a »n indéterminées, a coefficients dans k ; n
I'idéal maximal de %. Si p et g sont des entiers (p = 1, ¢ = 0),
on pose %if =%"/n?*!. &P . $P est un espace vectoriel sur k de

dimension p.(";%. Un élément de ¥ sera noté =08
ou f; = z afn x“. Nous désignerons par ( (f)Tidéal engendré par les
weN"

f; dans & et par 38(f) I'idéal engendré dans & par tous les jacobiens
D(f, ,....f,)

DGs, %) (0<i; <...<i,<n).Sip>n, %(f)=0.

Soit y., la forme linéaire sur & définie par <y, f> = w!dl,
Vf€gP. Lalgebre (Dp des polynomes sur &P s’identifie a

-]E[y:"] weN? ’
ie[1,p]

L’algebre @, , des polyndomes sur &} s’identifie a

ie[1,p]
Tout élément f = (f,..., fp ) € &P définit un homomorphisme
de k-algébres (noté f*) de M, dans &, par la substitution :

Soit II un idéal de @, , : on notera simplement f* II I'idéal engendré
par f* (Il) dans 9.
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Soit T, la projection canonique : ¥ —> 973 ;siq' > q, notons
T, 12 projection canonique : &%, ~av—> 7. Donnons-nous dans
chaque gg une variété algébrique (au sens ensembliste) Vq, de telle
sorte que m, .., (V,,)CV,, VqEN. Posons V = Li_rEVq. La suite

a9+

d, = co-dim ,V_ est croissante. Nous dirons que V est une prova-
%q

riété algébrique de codimension égale a lim d_ . Nous réservons le

q
q-
terme de variété a toute provariété de codimension finie.

La provariété V est de codimension infinie, si et seulement si
la condition suivante est satisfaire : ¥ g EN et V f(q) €EV,_, il existe
un entier ¢’ = q et f(q") Eﬂ;;, (f(@)) tels que V N n;,' F@n=9

Si I est un idéal de &, désignons par J, (I) 'idéal engendré dans

D(g,....8)
D(xil ,...,x,.k) ’
et 0<i <...<jp<n Sik>n I=J (D Soit w, I'ensemble
des multi-indices w € N" tels que |w| < g et ordonnons totalement
une fois pour toutes I'ensemble w, x [1,p]. Si Il est un idéal de
@y, q» SOIt T (IT) l'idéal engendré dans ®, , par Il et tous les jaco-
D® ,....,P)
DG rb)
est une suite strictement croissante d’éléments de w, X [1,p].

g par 1 et tous les jacobiens ou g,,...,8 €I

biens ,ouP ,...,P EMet (i, ,w"),..., (i, &)

Sii€|[l,n], posons [i] = (w,,...,w,) avec w; = 1 et w].=0,

sij#i SiP,...,P €E®D, 4, On vérifie la formule :

D(f* ()., f* ()

D(xi1 ,...,x,.k)

D®,,...,P) j
* V10t k7 (et h
2 hohe |~ wh iy
[1,k]

’ 3 ik
@i << @k g DO seesV 5)

€wgx([1,p]

D*(Pl,...,Pk)) N D*(P,,...,P)

D, s %)

=lﬁ"( € @y, q+1-

D(x,.l ,...,xik)
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D*(P,,..., P,)
ou P,....,P. €Il et 0<i <...<i <n. Visiblement,

Soit Ji¥ (II) I'idéal engendré dans @, , ., par [Tet les

JFADC, (D). ®, 4.,
et, VFES® 1 I (f* 1) = f* I (1.

Dans la suite de ce chapitre et les chapitres suivants, nous sup-
poserons toujours k = R, sauf aux paragraphes 2, 3, 4 de ce cha-
pitre, ou nous ferons éventuellement k¥ = C.

2. Tout élément ¢ = (¢, ,...,wp)esp définit un homomor-
phisme de R-algébres (noté simplement ¢*) de ®, , dans &, par

lwl

$i
ax®
on notera p* Il I'idéal engendré par p* (II) dans &.

la substitution y,~—> 9 p= . Soit IT un idéal de @, , :

Si J est un idéal de &, on désigne par J, (J) I'idéal engendré
' D(¥,,...,¥)
D(xil,...,xik)
eti=(,...,5)€[l ,nlF. Sigp=1(py,---,9,) € &P, on désigne par
(p) T'idéal engendré par o, ,...,p, dans & ; par 3 (p) I'idéal engen-
dré dans & par tous les jacobiens

dans & par J et tous les jacobiens ouy,,...,¥ € J

D(py,...59,)
D(x,l,...,x,.p) ’

ot i=(y,..., i) €[, nP.

Enfin, si II est un idéal de @

p,q» ON vérifie la formule :

Je (* ) = o* JE (ID)

3. Strates et idéaux stratifiables.

Soit A un anneau qui sera soit %, soit &, soit JDp < Soit J
un idéal de A : on désigne par J la racine de J (i.e. I'idéal des é1¢é-
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ments de A dont une puissance appartient & J ou encore 'intersec-
tion des idéaux premiers qui contiennent &J). Désignons par o, (),

Iidéal de A : 2 [(®): J], ou Z g est I'ensemble des k-uples
ez s k

¢=(P,...,9,), o0 ®,,..., P, € Jet (P) est I'idéal engendré par
les &, dans A.

DEFINITION. — Une k-strate de A est un couple (¥,3'") de
deux idéaux de type fini de A, tels que

JCc¥ Co, (NI @)

(0, @) =0, @) et J, () =3(9))

Pour éclairer la définition précédente, supposons un instant que
A=®,, (avec k = C). Désignons par V (J) la variété des zéros de
lidéal J. Si a €V (J) — VI, (¥)), V() est au voisinage du point
a, contenue dans une variété réguliére de co-dimension k. Si

a€eV@) - V(g %)

ilexiste ®E€EY J et £E€(P):¥ telsque £(@)#0.
k

Donc au voisinage- du point a, I'idéal & admet un systéme de k géné-
rateurs et V (J) est une variété de co-dimension < k. Ainsi, si (J,J")
est une k-strate de A, on voit que V (J) — V(J') (qui est contenue
dans V() — V (0, @)V V(J, (@))) est une variété réguliere de co-
dimension k.

Soit S, I'ensemble des idéaux de type fini de A. Soit %, T'en-
semble des parties §2 de S:\ qui vérifient les conditions suivantes :

1) Les idéaux (0) et A appartiennent a 2.

2) Sigdy,N...N4 DY ot IJ,,...,5 €Q et JES), alors
JeQ.

3) Si (J, J') est une strate de A, et si J' €Q, alors JE Q. Vi-

siblement, %, est stable pour lintersection. Posons S, = N Q.
Qe Ty



192 JEAN-CLAUDE TOUGERON

S, est le plus petit sous-ensemble de S, vérifiant les conditions (1),
(2) et (3). Par définition, un élément de S, sera un idéal stratifiable.

Une C.N.S. pour qu’un idéal ¥+ (0) de A soit stratifiable, est
qu’il existe une suite J,,..., J, d’idéaux de type fini de A telle
que :

a) JC P, CT et ¥, = A.

b) Si i€[0,s — 1], ou il existe j > i tel que le couple [, Ji]
soit une strate de A, ou il existe des indices j, >i,...,j;> i tels
que di:)dl.l ﬂ...ﬂJjID g,.

La suite (&), (0,5 ©st, par définition, une stratification de
ridéal J.

4. Exemples. Supposons A= @, , ou .

Soit I un idéal propre de A, de hauteur k > O et tel que A/I
soit sans nilpotents. Soient »,,..., », les idéaux premiers mini-
maux de hauteur k de I ; »; ,..., 9, les idéaux premiers minimaux
(s’il n’en existe pas, on fait s = 1 et hl' = A) de hauteur > k. Posons

r §
P=nN» ; »'=0N 9 :alorsI=»N »'. Démontrons les inclu-
i=1 j=1
sions :
J,(Hnes' Cg. (MCo' (1)

(en particulier, si ¥ "= A, ie. si I'idéal I est équidimensionnel, alors
J, D) C g, (I). En effet :

g, (I) C »' : sinon, il existerait
jell,s]; ¢I>=(fI>l,...,<I>k)€ZI
k
et £€(®P) : J) telsque ¢¢€ v,!.

Alors, dans Ap ,,» les idéaux I, » ,' , (®) engendreraient le méme idéal :
j
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1.Ay, =%/ Ay, =(®).Ay, Donc lidéal maximal de Ay, serait
J j i )
engendré par k éléments et dim Ay = ht( vl') < k. On aboutit a une
j

contradiction.

J. (») N »' Co, () : sinon, il existerait un idéal premier "' de A tel
que »" Do, (I) et P" DI (»)N»'. Soit €T, ()N, EE»".
D(py,..-,9)
D(x,.l ,...,x,.k)

si A= cop,q) odt ¢, ,...,0 €. Lidéal »"

Soit #, (») lidéal engendré dans & par tous les jacobiens

D(py,--.590)

Dy s Yo
contient », car »" D pN ¥ et " P »'. Posons £ =§, + &, ou
£, € v et £, € ¥ (¥) : I'élément &, n'appartient pas & ', car sinon
¢ appartiendrait a » "'. Donc ¢, (») ¢ »"'. Visiblement,

A "o

I'Apnzv'Ap"=’I'A”"n"'n’r' v

Puisque 5, (») ¢ »"”, d’aprés le critére jacobien des points simples,
lidéal 1. Ay = » . Ay, est un idéal premier régulier de hauteur k,
engendré sur Ay. par des éléments @, ,..., P, €L Donc, il existe
nEA— »" tel que n.1C(®). Ainsi, n€ 0, () et n¢& »", ce qui
est en contradiction avec 'hypothése »'' D g, (I).

On voit facilement que : ht (J_k (p)) >k ; ht (Tk M) >k ;les
inégalités (1) entrainent donc : ht(»’) > ht (o, (I)) = inf {ht(J, (»)),
ht(#")} > k. Donc, en posant 1 =J, (I) N o, (I), on a : ht (T) >ht (I).

Le couple (1 ,T) est une k-strate de A et A/T est sans nilpotents.
Soit J un idéal non nul de A. On définit par récurrence sur i, une
chaine strictement croissante d’idéaux de A : g, C....CJ, ol
g =J; 9 =Aet,sii€[0,s - 1], ¥,,, =9, (dapres la remarque
précédente, s < dim A).

La suite st(J) = ))c (0,5 définit la stratification primaire de
Y . Ainsi : tout idéal de F ou de @p, q €5t stratifiable. De méme tout
idéal de & engendré par des germes de fonctions analytiques réelles,
est stratifiable.

Remarque. — Un idéal J peut admettre plusieurs stratifica-
tions. Par exemple, si & = R[[x, y, z]], prenons J = (x y) + (x z).
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La l-strate (¥, () + (2)) et la 2-strate ((y) + (2), &) définissent la
stratification primaire de J. Mais la 2-strate (J,(x)) et la 1l-strate
((x), %) définissent une seconde stratification de I'idéal J.

Tout idéal (de &) elliptique est stratifiable.
Soient J un idéal elliptique et J’ un idéal de &.

— Si TJ=TY', visiblement IO et ¥ +m™.9DY,
donc J = ¥' (lemme de Nakayama).

— 11 est immédiat que T =TT ;TI NI =TI NTY;
T, (9)) = T, (T ¥). Montrons que T(g, (9)) = 0, (T ¥). Linclusion
T (0, (9)) C o, (TI) est évidente. I1 suffit de montrer que

T (0, ¥)) D0, (TY).

Soit (49} ;¢ (1,4) une famille de générateurs de & et soient f EY T et
k
EE() : TY.SiPEY JettE&sont telsque TR =fet TE =,
k

alors £.9C(®)+ m™. Y, ie. il existe des Uy ; €é (u,,,. €Em” si

- h
i#j et Tu,, =§ ;i,j€[l,h]) tels que Z u”.gaie(g). D’otr
i=1

(régle de Cramer), si A =det |u,,|, A.J C(®) et TA=§";donc
€T (g, (9) (ca.f.d.).

Il résulte facilement des remarques précédentes que, si (T J, TJ')
est une k-strate de ¥, alors (¥ ,J') est une k-strate de &. Donc la
stratification primaire st(TJ) = (I);. (9,5 de T se reléve de fagon
unique en une stratification (&), (o, deJ (VIi€[0,s], I;= T,
et I'idéal I est stratifiable.

2. Dimension d’une algébre formelle (¢ = R ou C).

Soit I un idéal de &. Si I est un idéal propre, les conditions
suivantes sont équivalentes : coht(I) = O ; I contient une puissance
de Tidéal maximal n de & ; I est un espace vectoriel de dimension
finie sur k. On note dim, F |1 cette dimension.
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LEMME 1. — Si dim, %/1<h, alors 1 D n".

En effet, supposons I D g" ; alors la chaine formée des puis-
sances de I'idéal maximal n/l de &/1: F1Dn/ID...Dn* +1/ID0
est ,d’aprés le lemme de Nakayama, strictement décroissante. Il en
résulte que dim, F/1> h.

Posons w (k) = dim, F/r"* = ("3").

COROLLAIRE. — Si dim, /1 + n"*! < h ou de fagon équiva-
lente si dim, 1+n"*'/n""" > w(h) — b, alors dim, F1<h et
I1Dn".

En effet, d’aprés le lemme I, I+g"’rl Dp_" ; le lemme de
Nakayama entraine que I D n®, d’ou dim& F/1 < h.

LEMME 2. — Soit 1 un idéal propre de %. Alors coht(I) <r,
si et seulement si, il existe r formes linéaires y, ,y, ,...,¥,, telles
que lidéal 1' engendré par 1 et les y; dans % soit de cohauteur nulle :
coht (I') = 0.

En effet, si coht (I) <7, il existe des formes linéaires y, , y, ,...,¥,,
telles que par ’homomorphisme canonique k [[y, ,...,y, ] —> /I,
ce dernier anneau soit un module de type fini sur le premier. Il en
résulte que I'idéal engendré par I et les y; est de cohauteur zéro. La
réciproque résulte du fait suivant, bien connu : si I et I' sont deux
idéaux propres de ¥ et si I’ est engendré sur & par r éléments, alors
coht (I +1") > coht (1) — r.

Munissons %? de la topologie de la convergence simple. Soit ¥
une application continue d’un espace topologique A dans %?. Po-
sons YD) =, N),..., j; (M) et notons I, I'idéal de & engendré
par les f;(A).

PROPOSITION 1. — Les fonctions A€ A —> coht(l,) et
AEA—> dimLc F/[1, sont des fonctions semi-continues supérieure-
ment (la derniére @ valeurs dans [0, o°]).

Soit Ay €A ; posons coht (I’\o) = r. Nous devons construire un
voisinage v’*o de A, dans A, tel que YA E ¥ o o0 ait coht(I,) < r.
A laide du lemme 2, on se raméne au cas r = 0. Posons
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dim, ST, = h <o,

Construisons un voisinage ¥, ~de Ao sur lequel dim, /I, <h. Ceci
achévera la démonstration.

Puisque dim, /I, + n"*' < h, dim, L, * n"*n"*t = w () - h,
et visiblement : dim, I, + n"*!/n"*! > w (k) — h pour tout A € Vry?
ou N, st un voisinage convenable de A\,. D’aprés le corollaire du
lemme 1, sur ce voisinage ¥, , dim, g/, <h. (c.q.f.d.).

Remarque. — Soit h(\) le plus petit entier positif (éven-
tuellement + 0) tel que I, D n?*®. L’application A Mv—> A (A) n'est
pas, en général, semi-continue supériecurement. Par exemple, dans
kl[x, y1], ridéal I, A€ k) engendré par x2 + Ay, xy, y* est tel
que x2 €I, pour A# 0. Donc pour A # 0, I, Pn? ; cependant
I, =n’.

Voici une conséquence de la proposition I :

COROLLAIRE. — Soit Q un ouvert de R" et soit J un idéal
de & (Q2). L'application a € §2 —> coht(T, (9)) et semi-continue
supérieurement.

3. Propriétés généralement vraies.

Dans ce paragraphe £k = R ou C.

DEFINITIONS. — Une propriété % concernant les éléments de
GP est généralement vraie, s’il existe dans FP une provariété algé-
brique de codimension infinie V, telle que tout f € $° — V satisfasse
ak

Supposons k =R et F=R|[[x,,...,x,]]. Une propriété &
concernant les éléments de &P est généralement vraie, 8'il existe dans
P une provariété algébrique de codimension infinie V, telle que
tout g € T~ (&P — V) satisfasse d €.

Dans ce paragraphe et le suivant, nous donnons quelques exempleé
de propriétés généralement vraies.
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PROPOSITION 2. — Soit I un idéal fixé de @, , et soit
r€(l,n] a) les éléments fEF pour lesquels ht (f*II) <r forment
une provariété algébrique “® de F® b) en outre, si ht (I1) = r, cette
provariété est de codimension infinie, et donc en général ht(f* II) = r.

1. Démonstration dans le cas r = n.

Visiblement, il suffit de faire la démonstration pour k = C :
nous supposerons donc, dans toute la fin de ce paragraphe, que
k = C. L’hypothése ht(II) = n signifie alors que la codimension de
V1) dans S’IIZ est >n. Posons f=(fy,....f,)etfi= Y ai,_;_c“’.

weN”"

a) Supposons I'idéal II engendré par des polynomes P, ; alors
f*(@®,) =¥, est une séric formelle en x = (x,,...,x,) a coeffi-
cients polyndmes en les afd, et f* II est I'idéal engendré par les ¥,
dans . D’apres le corollaire du lemme 1, f* II contient une puissance
del'idéalmaximal n de % (ie.coht (f*II) <O0), siet seulement si,
pour un certain A €N, dim. f* I + n**'/n"*' > w(h) — h. Or ce
dernier espace est engendré sur C par toutes les classes, modulo #n"*?,
des éléments x* ¥, =¥, ,, avec 0 <|w'| <h Si¥L, (0<|w"| < h)
est la composante de ¥, . suivant x“", tout revient a dire que
rang I\II‘;L.I = w(h) — h(I\I';’:;,I est une matrice dont I'indice ligne
est w'’ et lindice colonne (a, w')). Soit ¥, la sous-variété algébrique
de P obtenue en annulant tous les mineurs d’ordre w (k) — & de
cette matrice. Visiblement, %9, D%, . D... . Si W= h('i W, Ia
provariété ¥ répond 4 la 1°T€ question.

b) Nous devons démontrer qu’a tout entier 2 > 0, on peut asso-
cier un entier ' > h tel que codim %, > codim W),. Or il existe
un entier 6 (k) > 0 tel que W, = m, (},) (Vg ) OU ¥y est une
sous-variété algébrique de g . Si les "Uf,(,,) sont les composantes
irréductibles de %%, et si l'on choisit un point £ dans chaque
variété ¥V} @y il suffit de montrer que ﬂe_(,l,) (g) ¢ 9,,, pour un A’
convenable. Finalement, il suffit de résoudre le probléme suivant :

Soit § = (§,) €FY : calculer un entier 4’ > h tel qu’il existe
dans m, ;. (§) un élément §' = (§) ¢ W (on identifie %%, au sous-
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espace de F” formé des points dont toutes les composantes a;, sont
nulles pour |w| > &').

Nous allons montrer qu’on peut choisir #' = & + g + 1. Posons
@, x)=§+2 L al x“. Les & (a, x) sinterprétent

h+1<|wi< h+q+1

comme des polyndmes sur 'espace vectoriel complexe A x X ou X
est rapporté aux coordonnées x;, i €[1,n] et A aux coordonnées
al i€[1l,plet |wlE[h+ 1, h +q + 1]). On fait les identifications
habituelles : A = A x {0}et X ={0}x X.

Nous utilisons un lemme qui nous servira ultérieurement.

Désignons par up Pensemble des multi-indices p = (u,,..., n,)
n

tels que |ul = Y u, <q ; w l'ensemble des multi-indices

i

w=(W,...,w,)

n
tels que |wl= Y w€[h+1, h+q+1]; sijE€[l,n], par w;
i=1

le sous-ensemble de w formé de tous les multi-indices de la forme
(u,,...,u]. +h+1, Bigrse-osiy) ou p=(My,...,Hu,)Eu. Si RE U

alul ' ’
et si i€[1,p), posons 3} ¢ (a, x) =___§!%1~_i)_
x

LEMME 3. - Soit U; ={(a, x) EA x X ; x; # 0}: lesU, j€[1,n],
forment un recouvrement de A x X — A. En tout point (a,X) GU/,
le jacobien, défini au signe prés :

D¢ @, x)

(WEwW, ; nEW ; IE(l,p])
D) !

est différent de zéro.

Supposons ce lemme démontré et achevons la démonstration de
la proposition 2. Si &' =(§ ,...,§,), les §* (P,) étant interprétés
comme des polyndmes sur 'espace A x X, 'ensemble de leurs zéros
communs est une variété algébrique 6 C A x X. La codimension de
cette variété est =>n : en effet, au voisinage d’un point (a,x)EA,
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la codimension est = n, puisqu’en ce point, le systéme formé par les
3¢ @, x)— 3t (a,x) peut-étre, par le lemme 3, complété de
fagcon & former un systéme de coordonnées locales ; et codim A = n.
Soient 6, les composantes irréductibles de 6 ; alors :

codim Y (6, N6;)>n.
itf

Posons £, (x) ={§ @, X)};cy,,1 : &, est un prolongement de £ ;
montrons qu’on peut choisir a de telle sorte que _E; E.Si6NA g A,
il suffit de prendre a€A — 0 NA ;si § N A = A, alors

A'=AN(Y (6 N6
1]

est une sous-variété propre de A. Si a €A — A', au voisinage de ce
point, la variété 6 est irréductible de codimension = n et contient le
germe induit en a par la variété A (qui lui est irréductible). On en
déduit que 6, = A, et la section de 6, par 'hyperplan des @, x)
tels que g'= a se réduit au point a. Mais cela signifie que coht(_E_;* INH <0,
donc £, & (c.q.f.d.).

2. Démonstration dans le cas général.

En effet, posons ' = n —r et soit ¥ I'ensemble des éléments
S g° pour lesquels ht (f*II) <r. Soit B la projection canonique de

G =P 2, n sur §° et plongeons @, , dans ®@,, . .. Soit I' ridéal
rl

engendré dans @,,, . par II et les coordonnées yerl L, y2*T . Soit
®W'le sous-ensemble de § formé des jets g pour lesquels ht (g* n <n.
D’aprés le lemme 2 : B(§ — W') = &P — 9. Mais d’aprés 1,%’ est
une provariété algébrique dans F°*" et donc % est une provariété
algébrique dans $P. Si ht(II) >r, ht(II") > n et donc d’aprés 1,
W' est une provariété de codimension infinie. Il en résulte que W
Pest aussi. Ceci achéve la démonstration de la proposition 2.

Démonstration du lemme 3.

Soit (a, x) € U,.. Nous devons démontrer que les

W& @, x)-of £, %)
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pour i€[1,p] et u€p ; x,—X; pour IE€[1,n] ; @', —a’ pour
i€[1,p] et w€ w — w; constituent un systéme de coordonnées lo-
cales dans A x X, au voisinage du point (o, x). Désignons par &
I'idéal engendré par ces polyndomes dans P, ., ol P, ., est le localisé
par rapport au point (o, x) de anneau P des polyndmes sur A x X,
a valeurs dans C. Il nous faut démontrer que pour tout w € w; et
i€[l,pl: a,—a,EYJ : ceci entrainera que J est I'idéal maxirmal de
P, -ce que nous voulons démontrer.
Or:
WE(a,x)— o E(,x) = E (a,x) — 3 (a,x)) +

+ (3} £ (@, x) — f £ (a, X))

pour tout pu € u. Or le premier membre de cette égalité, et la derniere
parenthése du second membre, appartiennent a &. Donc,

VuEp, o E @, x) - of £ (a,x) €Y.
Mais

@) -g@x)= Y @,-a)x+ ¥ (@,-a)x*
wew; wew-—wy
Puisque les a’;a —ai,, pour w € w — wj, appartiennent 44, il en résulte
que :

al#l . .
Vi€ll,pl, Yuep:0, ,=o— X @, - o)xv=
we(_d]'
al#l . .
P L Y a—ast M e,
ox wew

ou \Ifl est le multi-indice dont tous les termes sont nuls, sauf le jéme
qui est égal & h + 1. Mais puisque x; est inversible dans P, ., I'idéal
engendré par les 6, ; dans P, ., est le méme que celui engendré par

alﬂl . W,
Y (a;—afg)zw ¥ pour p€Epeti€[l,p]. Or il est immé-

M ded
dx wew;

diat que ce dernier idéal est engendré par lesa!, — o . Donc, v w € w;
et Vi€[l,p], al, — o}, €Y. Ceci démontre le lemme.

les
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4. L'inégalité ht[J¥ (1) : J, (). @, ., ]>n(k =R ou O).

Soit A un anneau commutatif et unitaire. Si J est un idéal de A,
on désigne par J sa racine. Si J et J' sont deux idéaux de A, énongons
quelques propriétés élémentaires de I'idéal [J : J'] ={x €A ; x ¥’ C g}:

a) Supposons A noethérien. Si J'C g, alors [J : '] = A ; sinon,
soient »,,..., ¥  les idéaux premiers associés a J et ne contenant
pas I, alos [J : J']= %, N.. Ny,

b) Posons P = R[x, ,...,x,] et P* = PRC=Clx;,...,x,]:
P est un sous-anneau de P*. Si & et &' sont deux idéaux de P, on a la
formule :

[F:8'].P* = [F.P* : 5" . P*]

¢) Supposons A = P*. Six € C", désignons par ht, () la codimen-
sion au point x de la variété V () (si x & V (¥), on pose ht @) =n+1).
Alors la variété V([_d-: Y']) est la réunion des composantes irréduc-
tibles de V(J), non contenues dans V (J'). Ainsi, pour vérifier que
ht([F : J']) =, il suffit de vérifier que Vxe€C"—V ('), on a
ht, (J)=s(s€[0,n + 1]).

d) Soient B un anneau commutatif et unitaire et ¥ un homo-
morphisme unitaire de A dans B. Alors

v[J:9'1.BC[yW@).B:y@").B]

Soit II un idéal de CDp,q ; posons j_,’: (ID = J¥ D). Le but de
ce paragraphe est de démontrer I'inégalité suivante, qui permet de
comparer les idéaux J, (IT) et J; (IT) :

PROPOSITION 3. — On a l'inégalité :

ht(JFD) : L, D). @, .. 1 >n.
D’aprés b), le cas réel se déduit, aprés complexification, du cas

complexe. Nous supposerons k¥ = C dans toute la suite de ce para-
graphe.
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Nous démontrerons cette proposition pour I'entier ¢ — 1 au lieu
de g (donc g = 1). Si Il est un idéal de @, ,_,, nous devons vérifier

d’aprés c) que, Vy € V(i (D)) — V(J, (D). By, q)s htx(J,’:‘ an) = n.
Soient ®,,..., ®, €II tels que les ¥; s’annulent en y et

YEVE @).®, ).
Puisque J§ (IT) D J§ (®), tout revient & démontrer le lemme suivant :

LEMME 4. — Soient ®,,...,® € By, q—1 (g = 1), nulles en
un point y de ‘373. Posons ® = (®,,..., D) et soit (P) lidéal engen-

dré par les ®; dans ®, ,_,. Si ® est régulier au point y

(ie.y €V, (2).®, ),

alors ht, Js @) =n.

Si k> n, le lemme est trivial. Nous supposerons donc k < n,
et, pour simplifier, y = 0 (la démonstration qui suit se transpose
moyennant une modification évidente, au cas général).

Rappelons que J;f () est un idéal de CDp; ¢ Désignons par ﬁp',;
le localis¢ de @, , par rapport a {’origine 0 ; par £ (®) le localisé
de Jy (®) par rapport & 0 ; par £ (P) I'idéal engendré par £5 (P)
dans le complété ép,q de £, , pour la topologie m-adique (m étant
I'idéal maximal de ﬁp’ q). Nous nous garderons de donner du lemme 4
une démonstration directe.

Soit f€F® tel que m, (f) = O (f est g-plat & Iorigine). L’homo-
morphisme f* de @, , dans & s’étend en un homomorphisme local,
noté f* de ép, q dans &. D’aprés le paragraphe 1,

T (f* @) = f* 12 (D) = f* (2 (9).F
et, hty (J (®)) = ht (2} (®)) = ht (&} (P)).

D’aprés la proposition 1, CHO :

ht(J, (F* @) < ht (&} () = ht, T3 (2)).
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Donc le lemme 4 sera démontré, si nous exhibons un f g-plat

a lorigine et tel que ht(J, (f* ®)) = n. Il nous faudra démontrer que

lidéal engendré dans & par f* &,,..., f* &, et tous les jacobiens

D(f*®,,...,.[* )
DO seensx)

(G =Gy, 0)E[1,n]") est un idéal de dé-

finition de &. Avec les notations du paragraphe 3, nous choisirons f
de la forme : f = §, (x), en choisissant 4 = g et £ = 0.

Donc ¢ (@, x) = d' x“: les £ (@, x) sont des po-
qti<jw|s2qg+1 :
lyndmes sur I’espace vectoriel complexe

AxX, et ((@,x),....¢ @, x)=¢(a x)

définit un homomorphisme g’* de @,  dans I'anneau P des poly-
™ E (@, x)

némes sur A x X, par la substitution : yf‘ pour
ax*
LEpeti€[l,p].
D@®,,...,d .
Par hypothése, il existe un jacobien ( 111 ,."‘c) # 0 a lori-
yees Y
ul uk

gine 0 de 55. Donc il existe un voisinage U de l'origine de A x X,

tel que, V (@, x) €U, on ait [g_'* (M)]@,{)#O. Soit

D(y‘:l,...,y“’;)
(@, x)EUN(A x X — A) : alors par exemple (a, x) EUN U;. D’aprés
D (3 §'(a, x))

le lemme 3, le jacobien (WEwW;; uEY ; i€[l, ph

D ()
est différent de zéro au point («, X). On en déduit (calcul du jacobien
d’une application composée) I'existence d’indices j, ,...,j, €[1,p]
et de multi-indices w',..., w*€E w, tels que :

DE*® ,...,£%d)

Ji j
D(awll,...,a")

On peut supposer que U = U, x Uy ou U, est un voisinage de I'ori-
gine dans A et Uy un voisinage de I'origine dans X.
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Soit ¥ la sous-variété de U, x (Uy —{0)) définie par les équa-
tions : £*®, (@, x)=...=E* P (a,x) =0 : ¥ est une sous
variété complexe réguliére et de codimension k. Les variétés ¥ et U,
étant munies de leurs structures naturelles de variétés différentiables,
appliquons le théoréme de Sard (Malgrange, [6]) a la projection cano-
nique ¥ —> U,. Soit « une valeur non critique de cette projection.
Posons f=§, (x) : idéalde C [x, ,...,x, ] engendré par f* @, ,..., f* &,
D(f* o, ,...,[*®)

et les jacobiens possede donc un zéro isolé a

D(xil,...,xik)

Torigine de C". Il en résulte que J, (f* ®) est un idéal de définition de
J (c.q.f.d.).

5. Le théoréme de quasi-transversalité.

Soient II un idéal de @,
début du paragraphe 4,

q €t ¢ €&°. D’aprés la remarque d) du

*IFAD 2 T, D . @, ., 1C [T, (* ) : p* J, (D]
On déduit de cette inclusion et des propositions 2 et 3 :

THEOREME. — Soit Il un idéal fixé de D, ,. Si ¢ €8P, en géné-
ral, [J, (p* 1) : o* 3, (ID] = m ou &, et donc, en général il existe un
entier h > 0 (dépendant de @) tel que : J, (p* II) D m" . {* J, (ID]".
Soit (IT, I1') une k-strate de ®, .- Posons

n(n’n’) (__S‘_’) = [Tk (f* I0) : f* H,]
DEFINITIONS. — Si ﬂ(n,n’) (p) = &, nous dirons que y est trans-
verse sur (I1 , II').
Si ﬂ(n,n’) (_ae) D m, nous dirons que  est quasi-transverse sur
at, m).

— Si ¢ est transverse sur (I, II'), (p*II, * IT') est une

k-strate de &. En effet -
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@* I C p* ' Cﬁ ;
et o* H'Cf* 0, (I1) C oy (p* IN),
donc e*II' C T, (p* M) N, (p* T).

— Si p est quasi-transverse sur (I1, II') et si o* I1 # &, le
couple (p* I, m . p* IT") est une k-strate de &. En effet, e*IICmet
g*TICp*IT', donc * I Cm. p* IT' ; en outre, p* II' C 0, (p* I1) et
m. g* n'c Tk (p* I) (d’aprés T'hypothése de quasi-transversalité),
donc : m. ¢*II' C T, (¢* IT) N 0, (p* IT). En particulier :

— Si ¢ est quasi-transverse sur (IT,T1") et si p* II' # &, le
couple (p* Im, f* IT") est une k-strate de &.

Soit st(Il) = (II));c (o, la stratification primaire de II. Si ¢ est
quasi-transverse sur chaque strate de st (II) (nous dirons alors que %

est quasi-transverse sur II), soit ¢ le plus grand entier i tel que p* I1; # &.
Alors, d’apres les remarques précédentes,

(* My, o* 1)), .., (0" 1L,y 9* 11, (p* 11, , m), (m, 8)

sont des strates de & et _q_)* I, = f*ﬁCf* IT ; donc f* IT est stra-
tifiable. On déduit du théoréeme précédent :

COROLLAIRE. — Soit Il un idéal fixé de ®, . Si p € &F, en

général, ¢ est quasi-transverse sur Il et donc ¢* Il est un idéal stra-
tifiable.



CHAPITRE 11

STABILITE LOCALE DES IDEAUX DE FONCTIONS
DIFFERENTIABLES

1. Généralisation du théoréme des fonctions implicites.

Rapportons I'espace euclidien R” 4 un syst¢éme de coordonnées
x=(xy,...,x,) et R” ausysttme y = (3, ,..., 5,). Soit f = (fy,..., f,)
une application de classe C* de R" x R” dans R, telle que f(0, 0) = 0.
Soit M (x) lapplication linéaire, paramétrée par x, de R?P dans RY,
définie par M(x) = _f; (x, 0). L’application x “\—=> M (x) définit un
homomorphisme de &-modules M : & ~—> &7,

Soit 6 €& ; une condition nécessaire et suffisante pour que
d €Eann coker M est qu’il existe un homomorphisme de &-modules
N : 82> 8P tel que : 61 = MN (ou I désigne P'application iden-
tique de & sur lui-méme). Posons : y'= (y{,...,»,),i€[1,r],0u
r est un entier positif quelconque.

PROPOSITION 1. — Soient §, ,...,8, € ann coker M. Alors il
existe des fonctions de classe C™ .

a valeurs dans RP, nulles pour y' = ... = y" =0, et telles que dans
un voisinage convenable de l'origine, on ait l'identité :

&, 8 Y =fx, 0+ M. Y 8y
i=1 i=1

Posons(*)z = (z,,...,2,) ; 2" = (2} ,...,2}), pour i €[1, r].

Développons par la formule de Taylor, la fonction f(x, z) sous
la forme :

(?) La démonstration s’inspire de Bourbaki (algébre commutative chapitre 3 § 4).
Une partie des résultats de ce chapitre a fait I'objet de deux notes aux comptes
rendus (Tougeron [12]).
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fx.2D)=fx,00+M.z+3 Gyx.2)z .z

1.z j

1§»isp

les G,, étant des fonctions de classe C* 4 valeurs dans R?. Donc, par
substitution :

r r
fG, Y {2 =fx, O +M. Y 8z +3 myx,2t ..., 2) 88,
T T =1 i=1 1<1,j<r

ou les v, sont des fonctions de classe C~, & valeurs dans R?, dont le
développement de Taylor en tout .point ou 1‘ =...=2"=0, ne
contient pas de termes linéaires en les z;‘. Il existe par hypothése, pour
i=1,...,r, des matrices N, (x) telles qu’on ait : §, I = MN, (I étant la
r
matrice carrée unité de rang q). Posons A' = z' + 2N Y- On vérifie
=1
L4 s
que I(_)g ﬁ 6151) =f(x,0)+M.Y & A.Grice au théoréme clas-
i=1 i=1
sique des fonctions implicites, nous pouvons résoudre par rapport aux
2',..., 7", le systéme de pr équations scalaires : A (x ,z!,...,2") =},
pour i €[1,r] et finalement calculer les X' (x, _J_zl s+« > y")annoncés
dans la proposition.

COROLLAIRE. — Soient ' et J deux idéaux de &, tels que
J' Cm et I Cann coker M. Supposons que pour tout
j€ll,q],f(x,00€9" .5,
Alors il existe y (x) = (y, (x),...,y, (x)) € &° tel que

&,y WET.I e f(x,yx)=0.
En effet, il existe 6,,...,8,€9, et pour tout i €[1,r] des
B =(B1,...,By) avec pour tout i et j, B/ €', tels que

fx,0=M.% §p.

i=1

Effectuons dans 'identité de la proposition 1, la substitution 1’ =— g’.
On obtient f (x, y(x)) = 0, ou :

Y@ =3 Y, —p' ..., — )= 3 Y (x,— By, - B)—
i=1 i=1

~Y'(x,0,...,0).
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Il est clair que y (x) a toutes ses composantes contenues dans I'idéal
engendré dans & par les 8, B/, ou jE€[1,plet i, kE[L,r].

Remarque. — Si q > p, ann coker M = 0 et le corollaire pré-
cédent est sans intérét.

Supposons q < p. Pour tout /€[1,q], notons & (M) lidéal de &
engendré par les mineurs de rang / de M. On a les inclusions d’idéaux :

Jq (M) D ann coker M D dq M)

La seconde inclusion résulte de la régle de Cramer pour la réso-
lution des systémes linéaires. Quant a la premiére, si § € ann coker M,
81 = MN (voir notations plus haut) et donc : det(8I) = 87 € Jq (M).
En particulier, Jq (M) et ann coker M ont méme germe de zéros a I'ori-
gine de R". Dans les applications, nous utiliserons le corollaire pré-
cédent avec J = J, (M).

Exemple . — Avec les notations précédentes, supposons n = p ;
g = 1 : considérons donc une fonction numérique f(x, y) indéfini-
ment dérivable au voisinage de l'origine de R” x R”.—Si?(ic, _Q) est
o’ f
Y ax,.
f(x, y) = 0 admet une solution y (x) indéfiniment dérivable au voi-
sinage de Porigine de R” et telle que y (0) = 0. En effet, soit m I'idéal
maximal de & ; par hypothése, f(x, 0) € @3 et 'idéal J engendré sur

2-plate a 'origine et si det (0, 0)| # 0, r'équation implicite

i)
& par les a—f(x, 0) est égal 4 m. Donc f(x ,0)Em . ¥ et il suffit
Yi T T - - -
d’appliquer le corollaire précédent.

Par exemple, I'équation implicite : x>+ xy + 0 (x, y) > =0
(ot 6 (x, y) est indéfiniment dérivable au voisinage -de l'origine de
R2) admet une solution y (x) indéfiniment dérivable au voisinage de
Porigine de R et telle que y (0) = 0. Par contre, ’équation :

X +xy+3y2=0
n’admet pas de solution au voisinage de 'origine de R.

Désignons par Dif (n) le groupe des difféomorphismes locaux de
classe C™ au voisinage de l'origine de R".



IDEAUX DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES I 209

PROPOSITION 2. — Soient ¢, ' €8P et ¥’ Cm un idéal de
&, tels que : (p—¢)C Y. we(¢)12 Alors il existe T€ Dif (n), de
la forme T(x) =x+ yx), avec y, x),...,, g)ea Je (p), telque:
poT=y. En outre la conclusion est encore vraie, si l'on remplace
lhypothese 9 Cm® par : 3' Cm et 3 () Cm.

Si p > n, la proposition est triviale, puisque &€ (p) = 0. Sup-
posons p < n. Appliquons le corollaire précédent a

&) =pkx +y) - ¢ X®.
Par hypothése, pour tout j €[1,p] :
fx,0) =9 &) - g(x)ET . [F (V).

Si M(x) = f (x,0), il est évident que 3€(ga) J (M) C ann coker
M. Donciil ex1ste y(x) € &", avec pour tout i €[1, n],y, (x) ey’ F(y),
tel que : p(x +y(x)) =9 (_)g) Il suffit de poser 7(x) = x + y (x).

iR 0)
0x; 0x;

soit # 0 et ¢ soit 1-plat i l'origine (i.e. le polyndome de Taylor de
degré 2 de ¢ a lorigine est une forme quadratique non dégénérée

Exemple. — Soit ¢ € & tel que le hessien det

]
¢,). Si F(p) est I'idéal engendré par les Bi dans &, alors
Xy

Bp)=m et 9—p,Em.[HR@WI.

D’aprés la proposition 2, il existe 7€ Dif (n) tel que 9o 7= ¢,. On
retrouve le théoréme de Morse.

2. Stabilité locale des idéaux de fonctions différentiables.

Soit I, I'idéal engendré dans ®), , par les yw ,i€[1,p],lwl =
Si g = 1, soit II, I'idéal engendre dans CD p,q Par les mineurs d’ordre
p extraits de la matrice |y|,i€[1,p], |wl = 1. Ainsi : Vo€ &P,
*y = (p); p*II; = 3(p) et p* (I, + 11y = Jp ().

PROPOSITION 3. — Soient q, sEN' ; II un idéal de @D, q
JCm™ un idéal de & ; et ¢, o' €8P tels que :
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(@—¢NCY . [p* + 1))
Alors il existe 7€ Dif (n), de la forme 7(x) = x + y (x) avec :
Vi€(l,n],y x)€EI. &(p),
tel que : (po7—¢)CY.[p"*N*"*"\ En particulier, si s>2 :
(pon*Il = p'*1II.
Il résulte de I'hypothése que :
VPE®,, ¢*(P) —¢*P)EmM. [p* (T + I)]°
D’ou visiblement :
e*IL + o* T Cp* T+ 11,) Ce*I, + g*M + m. [p* (T + II)J.

D’aprés le lemme de Nakayama : ¢* I, + o*1 = ¢* (I1 + II,). Donc

on peut écrire tp —¢' = ¥' — ¥, ou ¥, W E& et

(¥ CI . [p*NFY~1 (I CT . [p* L) =T[5 (p)]*.

D’aprés la proposition 2, il existe 7€ Dif (n), de la forme voulue, tel
que poT=p + ¥ =o' + ¥ Ainsi :

(PoT—¢) = (¥)CH. [p*mI"",

Supposons s = 2.
Quel que soit PE @, : (9o D* (P) — ¢"* (P)Em . [¢"* TI]*"". Donc
(o D*NMCY*NC(pon* I + m.[p™* ] " D’aprés le lemme de
Nakayama, (¢ o D*II = 9"*II (c.q.f.d.).

COROLLAIRE. — Soient sEN* ; ¥ un idéal de & contenu
dans m® ; et 9,9 €& tels que (p — ") CU . [J, @I, Alors il
existe TEDif(n), de la forme 7(x) =x + y(x) avec, Vi€|[l,n],
Y (x)EY . B (p), tel que : (poT—¢")CY.(¢)". En particulier,
@on = (¥

PROPOSITION 4. — Soit 11 un idéal de ®,, ,. Soit 1" un sous-
idéal de o, (I1) engendré par s éléments &,,...,§,€ U (P):II).
®eZIl

Kk
Posons I, = s(q + 1 + 2k(q + 2)). Alors, si ¢ ,_cf’ € &” sont tels que :
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[}
(0 — @) Cm?*2 I, (p* M1?™2. [p* 1"1°, il existe T € Dif (n) tel que :
™(p*I) = " II.

Nous démontrons la proposition par récurrence sur s. Soit IT}
idéal engendré par &, ,%,,...,§ _,, et supposons la proposition dé-
montrée pour cet idéal. Nous supposerons que &, = £ € ((®) : II) ou

®=(d,,...,5)€X M.
k
Soient ¢ , ¢’ &P, tels que
@—eNCTm¥2 I, (p* ]2 [p* n)".

Visiblement, VPE @, ., :

¢*(P) - g*®)Em. [J, @*I]. [p*1"]* 7" )
Il en résulte que : |
L @*MCI (e*MCI, "*I) +m.J (g*1D).
D’aprés le lemme de Nakayama :
Jo (P*1ID) = J; (p* 1) a1

De méme :
eI =" = (* () + p* ) = (@*(®) + ¢* 1T (2)

Puisque ¢ €(P) : ), _&;_7* (E)E((f* ®) : p*II), et A la suite d’un
calcul élémentaire :

[o* OP* € 1), @* @) : I, (p* D] 3)
On déduit de (1), (2) et (3) :
m?*? (3, (e* )2 [p* ")
CmI*2 [J, (*IF*?. [P I +
ma* (3 (* D)2, [p* () @D CFD
Cm*. 11, (p* DT, [+ 1] +
m?*? (I @* d) . [pr ()]

Nous pouvons décomposer ¢ — ¢' comme suit : ¢ — ¢’ = ¥' — ¥,
avec :
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(‘gl) C —mq+2 . [Jk (f'* n)]q +2 . [2’* nIlI]IJ—l
(F) Cm?*2 [, (p* ®)]4*2. [p* (B2 (4)

En appliquant 'hypothése de récurrence a ¢’ et ¢’ + ¥, on voit qu’il
existe 7'€ Dif(n) tel que : 7'* (p"*II) = (p' + ¥)*IL

Puisque ¢’ + ¥' = ¢ + ¥, il nous suffit de construire 7"’ € Dif (n)
tel que : 7"* [p*I1] = (¢ + ¥)*II : en effet, on choisirat = 7' o 77",
Posons : ¢ + ¥ = ", Il résulte de (4) :

VPE®, ,¢*®) — ¢"™*®)EM . [J, (0* D> [e* O (5

En particulier : (p* P — f"* P) C 212 I (o* ))*. [¢* ®1%. Appli-
quons le corollaire de la proposition 3 a p* ® et p''* ® : J sera I'idéal
r_r_t2 - [e* &)J*. 11 existe 7' € Dif (n), de la forme : 7'(x) =x +y(x)
avec, Vi€[l,n],y,(x) €Em* . [¢*(£)]? tel que, si T'on pose :
x*=7"*, @* (x* est donc un homomorphisme d’anneaux de ’Dp,

q9
dans &) :
(x*® — " @)Cm’ . [p*®)F . [¢"* D] (6)
D’aprés la construction de 7" .
VPE®D, . x*(P) — ¢* (P)E [p* (). m* @)

D’aprés (5) et (7), en faisant P = §, on vérifie que x* (&), ¢* (§) et
g"* (¢) engendrent le méme idéal dans & et que

X*E=*E U +v.*E) ou vEmM (8)
Enfin, il résulte de (6) et du lemme de Nakayama, que
(X* ®) = (¢"'* ®) &)
11 nous suffit de démontrer que : x*II = ¢'"*1I.

Soit PE€1I : il existe u,,...,u, € Dy, q tels que

k
EP =3 u @,
i=1
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D’ou

k
X' 10 ®) = " ©).¢ ®) = It w) - ¢ W] 1 (@)
=1

x

[X* (@) — ¢"™* (@D ¢""™* () ‘ (10)
1

H

Soient I' le germe des zéros de ¢''* (§) et I'' le complémentaire de
I. En divisant les deux membres de (10) par ¢''* (£), on vérifie en uti-
lisant (5), (6), (7), (8), (9) qu’en restriction a I, on a Iégalité :

PP - +y. " @) . x*®) = Z up . 9"* (€). x* (@)

avec uy ,..., 4 €8&. Mais en restriction & T, les deux membres de
cette derniére équation s’annulent, et sont donc identiques. Ceci en-
traine : x* I = ¢'"* I (c.q.f.d.).

Invariance des idéaux de CDp, Q"

Soit E, I'ensemble des R-endomorphismes de I'anneau local

9, =% /n?" . Lespace E, s’identifie & ) n,, ol n, est I'idéal maximal
n

de 7, ;sif€ FetE=(,....5) EE: (N =1, ..., ). Lél&

ment § opere linairement sur le R-espace vectoriel d"’ par la formule,

sif=0U, . HL)ETLES)=EUD,.... ()

DEFINITION. — Soit IT un idéal de ®@, .. Nous dirons que Il est
invariant si V £€E,, £* (II) CII. En particulier, si Il est invariant et
si £ est un automorphisme de @ 84D =

Si IT est un idéal mvanant de ®,, 4> ON vérifie facilement que,
V 7€ Dif (n) et V¢€8 s [p*II] = (o *IL.

Une k-strate (I1,I1') de @, , sera dite invariante si 11 et II'
sont des idéaux invariants de @Dy q- Sl 2S5 &P est quasi-transverse sur

une strate invariante (I , IT'), il en est de méme de ¢ o 7, 04 7EDif (n).
En effet :

mCr* (Tk (p*1D) : p* nm = Tk (* [p*II]) : 7* [p* n'y =
=T, ((poD*I) : (poN*IT.
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THEOREME 1. — Soit (Il , ') une k-strate invariante de

(q 2 1) et soit ¢G&" quasi-transverse sur (I1 ,11'). Il existe
unentzerl>0telque Vo' €& avec(p — ') Cm'. [p* (' + 1)),
il existe 7€ Dif (n) vérifiant : * [p* 1] = f’* IT.

Supposons ¢, (I) engendré par s éléments de U ((®) : I).
PeZll
k

Puisque ¢ est quasi-transverse sur la strate (II, m :
Iy (w*U)Dm [cp*H]
¢* o, )DE*M)?, ou «,,q,EN'.

Si 7, €Dif (n) et si 'on pose ¥ = o 7,, en utilisant 'invariance de
la strate (IT,IT') : .

J, (P*I D m™ . [w*11]"!

¥* g, () D (¥* I1') 2

Soit toujours [, I'entier fourni par la proposition 4 ; nous choisirons
l=a,(q@+2)+oa,l +1.

D’aprés la proposition 3, il existe 7, € Dif (n), tel que, si
Y=gor : (¥-g)Cm' [¢*IT
et ' [W* '] = [p'* '] = r* [p* IT']
(2 cause de Iinvariance de IT'). D’ou :

l—a q+2)

¥ —¢)Cm'. [¥*II'V'Cm U, (P*ID]7*2. [¥* g, (D]
D’aprés la proposition 4, il existe 7, € Dif (n), tel que :
@D = g
En raison de I'invariance de Il : 7 (p* II) = U*II.
En posant 7=17, o 7, :

™ (*ID) =75 7F(p*1]) = r;'(\g* M) = ¢'*1I (c.q.f.d.)

Dans les deux paragraphes suivants, nous explicitons quelques con-
séquences des propositions précédentes.
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3. Algébricité du germe d’application v ou de I'idéal p*II.

COROLLAIRE 1. — Soit g €8*. Si d(J€(p)) =r =0, il existe
un systéme de coordonnées locales y = (y, ,...,y,) au voisinage de
l'origine de R", tel que y soit polynomial en y,,,,...,y, d coeffi-
cients germes indéfiniment dérivables des variables y, ,...,y,.

Soit & = m® . [3€ (p))*. Alors d(¥) = d(Je(p)) =r. D’aprés la
proposition 2, chapitre 0, il existe un systéme de coordonnées
z2=(z;,...,2,) et _q_)' €87, tels que ¢’ soit polynomialenz,,,,...,z,
a coefficients germes indéfiniment dérivables des variables z, ,...,z,
et (p — f’) CJ. D’aprés la proposition 2, il existe 7€ Dif (n) tel que
PoT= ¢'. 11 suffit alors de choisir le syst¢éme de coordonnées locales :

y=1"@:

COROLLAIRE 2. — Soit (I1 , I1') une k-strate invariante de CDy’q
et soit ¢ € &° quasi-transverse sur (11, IT"). Posons

dlg*’ +1,)]=r>0.

Il existe un systéme de coordonnées locales : y = (3, ,...,¥,) au
voisinage de l'origine de R", tel que ¢* I soit engendré par des poly-
némes en y,,,,...,¥, 4 coefficients germes indéfiniment dérivables
des variables y, ,...,y,.

La démonstration, analogue a la précédente, s’appuie sur la pro-
position 2, chapitre O et le théoréme 1.

Voici quelques conséquences des corollaires 1 et 2 :

COROLLAIRE 1’ — Soit ¢ € m. On désignerapary = (v,,...,y,)
un systéme de coordonnées locales au voisinage de l'origine de R”.

a) Si g Em=, i.e. si ¢ n’est pas infiniment plate a l'origine, il
existe y tel que ¢ soit polynomial en y,, a coefficients germes indé-
finiment dérivables de y, ,...,y,_,.

b) Si p&Em=, si Ty est sans facteurs multiples et si n =2, il
existe y tel que y soit polynomial en y, , y, _,, a coefficients germes
indéfiniment dérivables de y, ,...,y,_,. En particulier, si n = 2, ¢
est polynomial en y.
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a
¢) Si l'idéal engendré dans & par les dérivées partielles E‘p’ i€[1,n],
i
contient une puissance de m, alors il existe y tel que ¢ soit polyno-
mial en y.

0
L’idéal J€(p) est engendré sur & par les dérivées partielles x :

X
les assertions a) et c¢) sont donc des conséquences immédiates du co-
rollaire 1. Pour b), nous devons montrer que d (#(y)) <n — 2. Or,
si f = Ty, puisque f € n, il existe un entier positif p tel que f? € Je(f)

(appendice, Corollaire, proposition 1). Donc,
d (3€(p)) = coht (€ (f)) = coht (J, (f)).

Mais aprés éventuel changement de coordonnées, f est équivalente,
par le théoréme de préparation formel, 3 un polyndme P distingué
en x,, a coefficients séries formelles en x,,..., x,_,. Puisque le dis-
criminant de P est différent de zéro, et ne dépend pas de x,, la

hauteur de l'idéal engendré par f et

-est au moins 2. Donc a
n

fortiori : d (¥ (p)) = coht (J, (f)) <n — 2.

COROLLAIRE 1". — Soit ¢ € & et supposons que
dg) =n—p(p<n),

ie. les f, = Ty; engendrent dans & une intersection compléte. Alors
il existe un systeme de coordonnées locales y = (y, ,...,¥,) au voi
sinage de l'origine de R" tel que @ soit polynomial en y, , a coeffi
cients germes indéfiniment dérivables des autres variables.

D(fy,....[,)
D(x,.l ,‘..,xip)
Donc d (@ (p)) <n — 1, et 'on applique le corollaire 1.

En effet, il existe au moins un jacobien #* 0.

Les corollaires 1’ et 1" généralisent des résultats de N. Levinson
[4]. Faisons Il = II, = IT' dans le corollaire 2 ; on obtient le :
0

COROLLAIRE 2'. — Soit 9 E€8&P tel que dd,) =r=>0.1
existe un systéme de coordonnées locales y = (y, ,...,¥,) au voi
sinage de l'origine de R", tel que (p) soit engendré par des polynomes
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en Y, ,1,...,Y,, @ coefficient germes indéfiniment dérivables des va-
riables y, ,...,,.

Enfin, faisons r = O dans le corollaire précédent :

COROLLAIRE 2". — Soit ¢ € & . En général, l'idéal J, (p) con-
tient une puissance de m et donc en général, il existe un systéme de
coordonnées locales y au voisinage de l'origine de R", tel que (p) soit
engendré par des polynomes en y. En effet, J, (¢) = ¢*(II; + 1))
et t(Il, + ) =n+1. D apres la proposmon 2, chapitre 1, en
général I'idéal Jp (p) contient une puissance de m, i.e. d(Jp @) <O

4. Germes d’applications II-déterminants.

Soient II un idéal de @, , et _@E&” .

DEFINITION. — Nous dirons que ¢ est Il-déterminant si la con-
dition suivante est satisfaite :@ il existe un entier h > 0 tel que :
V¢ €& avec (p — ¢') Cm", il existe TE€ Dif (n) tel que :

T* [p* 1] = o'* 1.

Nous dirons que II est un idéal rigide si en général un élément
¢ de &P est II-déterminant.

Le corollaire suivant fournit de nombreux exemples d’idéaux
rigides :

COROLLAIRE 3. — Soit (I, II') une k-strate invariante de

@p,q(q = 1) telle que ht (11, + II') > n. Alors 11 est un idéal rigide.

Soit p € &”: pour que y soit T-déterminant, il suffit que ¢ soit quasi-
transverse sur (I1, 11') et sur 11, + IT'.

Soit ¢ quasi-transverse sur (II, ') et sur II, + . Puxsque
ht(H +II")>n il existe W' €N tel que «p*(II +l'I )Dm . Si
¢ €& est tel que (p — ) Cm'#*Y alors

w—¢hCm . [p*al + 0y

et d’aprés le théoréme 1, il existe 7 € Dif (n) tel que 7* [p* 1] = [_‘g'* m].
Donc g est [I-déterminant et d’apres le théoréme de quasi-transversalite,
I'idéal II est rigide.
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Le cas particulier q = 0.

L’anneau G)p' o S'identifie 4 'anneau R [y, ,..., ¥, des polyndmes
sur RP et si p €& , p* 2 I'application

PGyse s Yp) ED, o —> Py, ,...,0,) EE.

Si IT est un idéal de ®_ ,, on note comme d’habitude

p,0
O=T,apnao, ), ou k=~htdl).

COROLLAIRE 3'. — Soit Il un idéal de @, , tel que Tl =TI
et ht (H) Zinf(n,p— 1) : alors 11 est rigide. En particulier, si
ht(Il) = inf(n — 1,p — 2) lidéal 11 est rigide. Donc, si n <2 ou
si p < 3, tout idéal 11 de @, , tel que 11 = 11 est rigide.

En effet, puisque tout idéal de ®, , est invariant, (II ,ﬁ) est
k-strate invariante de @,

Sip>n,Il, =0, mais ht (IT) > n, donc
ht (I1, +II.(D )=n
Sip<n,h(l))=n—p+1, etht(H) p — 1, donc
ht(II1+II.CDp’1)>n

Dans les deux cas, d’aprés le corollaire 3, II est rigide. La signi-
fication géométrique de ce corollaire est évidente. Par exemple, si V
est une sous-variété algébrique irréductible de R?, dont le lieu singu-
lier dans C? de sa complexifiée est une courbe ou une variété de codi-
mension > n, V est rigide. Cela signifie la chose suivante : si p € &°
est “quasi-transverse® sur V, il existe # €N tel que : V f’ € &P avec
(p— g_a') - rf", les germes d’ensembles ¢~ V) et _sg"' (V) sont ou vides,
ou difféomorphes (i.e. il existe 7 € Dif (n) tel que -r[f'l WMN]= g"l V).
En particulier, il existe 7€ Dif (n) tel que ’r[f“(V)] soit un germe
de variété algébrique.

Un contre exemple.
Sin>3etsip>4, il existe dans F ~ RP des sous-variétés
algébriques non rigides.

Prenons n = 3 et p = 4. Soit (x, y, z) (resp. (¢, u, v, w)) un
systéme de coordonnées locales au voisinage de I’origine de R3 (resp.
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de R*). Soit I Iidéal de ®, , = R[t, u, v, w] engendré par le po-
lyndbme : tu@u—1t) w— @B +v)t) (u— (4 +w)it). Démontrons
par I'absurde que II n’est pas rigide.

Si I était rigide, nous pourrions trouver &, , £, ,§, ,§,€8 (x,7,2),
2-plats a lorigine, tels que le germe d’application ¢, défini par les
formules : t=x+% ;u=y+§ ;v=z+E ; w=E§, soit
II-déterminant. En effectuant sur la source le changement de coor-
données X =x + &, Y=y +§,, Z =z + §,, lapplication ¢ est dé-
finie par les formules : t =X, u=Y,v=2Z, w=v(X,Y,Z), ou
v est 2-plate a origine. L’idéal I, = p*II est engendré par

XYY X)X -CB+2)X)(Y—(4 +1X).

Puisque ¢ est II-déterminant, il existe r €N tel que si Ye&X,Y,Z)
est tel que v — 7' soit r-plat 4 I'origine, alors il existe 7€ Dif (1) qui
transforme I, en I,,,. Soit V, le germe des zéros de I, : V,, est formé
de cing feuillets qui se coupent suivant 'axe des Z ; en un point
(0,0, Z) le plus grand birapport des quatre premiers est 3 + Z ; le
plus grand birapport des trois premiers et du dernier est 4 + v(0,0,Z).
On en déduit avec Whitney [13] que la fonction y(0, 0, Z) est liée
intrinséquement a V7 . Donc si ¥(0,0,2) #+'(0,0,Z) on aboutit
a une contradiction.

5. Le cas C*.

On aurait pu énoncer les propositions des paragraphes 1 et 2
dans le cadre des fonctions u-fois continfiment dérivables. Cela n’in-
troduit aucune difficulté supplémentaire, mais nécessite un calcul par-

fois fastidieux de pertes de dérivabilité. Nous en donnons un exemple
simple.

Désignons par &, I'anneau des germes de fonctions numériques
p-fois continiment dérivables au voisinage de l'origine de R” ; par
m, l'idéal maximal de &, ; par Dif (1, n) le groupe de difféomor-
phismes locaux de classe C* au voisinage de I'origine de R". Si
¢ =(py,...,9,) € 8;’“, on note J, (p) I'idéal engendré par ¢, ..., 9,
D(py,....0p,)

et les jacobiens
D(x,l ,...,x,.p)

dans &, _, et par (W 'ideal engendré
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par les g, dans &, (u=>1 et p=> u"). Nous laissons au lecteur le
soin de démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 5. — Supposons u > 3. Soient ¢ ¢’ € &, tels que
(0 — @1 Cmi,_;; 3, (©))*. Alors il existe 7€ Dif (u — 2,n) tel

que (Po 7, _, = @), _2()-

COROLLAIRE. — Soit ¢ € &° tel que J, () soit elliptique. Alors
il existe une application u —> 0 (u) de N dans N, telle que, V f’ € &P
vérifiant (p — ¢') C m" W il existe T € Dif (u, n) tel que (pom), = "),

En effet, puisque J, () est elliptique, a tout u € N on peut associer
e(WEN tel que J, (9).8,,,, D m ¥ Posons O(w) =2 + 2 e
Soit ¢' € &P tel que (p — ¢') C m°® ; alors

@~ s Cmiysyy - 5, @
et d’apres la proposition 5, il existe 7 € Dif (u, n) tel que (¢ o = (f')ﬂ
(c.q.f.d.).

Un exemple.
Soient ¢ €& et V le germe de ses zéros. Supposons I'idéal engen-

0
dré par ¢ et ses dérivées partielles —-;p , elliptique. On déduit du co-
X .
rollaire précédent, que pour tout pu €N, il existe 7€ Dif (u, n), tel
que 7(V) soit un germe de variété algébrique. Nous allons construire
p de telle sorte que, V 7€ Dif (n), 7(V) ne soit pas un germe de variété
algébrique.

Rapportons I'espace R® a un systéme de coordonnées (x, y, z)
et choisissons

0=zx>+y?+2) xP+y +2) xP+ 3y — (1 +x)2)
x> +y?—v(x)2).
ol v est une fonction analytique transcendante au voisinage de 1’ori-

gine telle que y(0) = 2. Soit V le germe des zéros de ¢ au voisinage de

(®) N. Kuiper (voir [3]) a démontré des résultats beaucoup plus précis que ceux
de la proposition V, dans le cas particulier p = 1.
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Iorigine et désignons par Ve complexifié de V : V est constitué de
cinq feuillets qui se coupent suivant les deux isotropes: (z =x — iy = 0)
et (z = x + iy = 0). Le germe V posséde une singularité isolée a I’ori-
gine, et donc l'idéal engendré par ¢ et ses dérivées est elliptique.

En un point (z =x +iy = 0,x # 0) de V, le plus grand birap-
port des quatre plans tangents aux quatre premiers feuillets est 3 + x ;
le plus grand birapport des quatre plans tangents aux trois premiers
feuillets et au dernier est y(x). La paire (3 + x,y(x)) et donc la
fonction 7 (x) sont liés intrinséquement a la variété. Mais il est im-
possible (Whitney [13]), par un isomorphisme formel, de transformer
V (et donc V) en un germe de variété algébrique, car 7y (x) est trans-
cendante.

Les paragraphes 6 et 7 sont totalement indépendants du reste
du chapitre.

6. Stabilité locale des modules différentiables : définitions
et préliminaires algébriques.

Soit A un anneau local (commutatif et unitaire) d’idéal maxi-
mal m et de corps résiduel k = A/m. Si I est un module sur A, une
présentation de type (p, q) de T est une suite exacte :

A My a5 g 50

LEMME 1. — Soit O un module de présentation finie sur A.

Soit A —M> A1_%5on 0 une présentation de M telle
que q soit le nombre minimum de générateurs de N et p le nombre

minimum . de générateurs de ker o Soit T' un isomorphisme de N
’

!
sur un module M et soit AP—M> AT—% > o’ > 0 une pré-
sentation de type (p,q) de IN'. Alors il existe des isomorphismes
r? : AP——=> AP ; T?: A"——> A? tels que le diagramme sui-
vant soit commutatif :

AN —> A > >0

> I
l r’ l r? l r 4}
a, M )

AP A? —> 0
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On sait qu’il existe des homomorphismes I'’ et I'? tels que le
diagramme (1) soit commutatif : vérifions que I'’ et I'? sont des
isomorphismes. Or, en tensorisant sur A le diagramme (1) par X, on
obtient un diagramme commutatif :

M s sm@, k—>0

lf” i} qu-, lr

M &S e,k —>0

ol les lignes sont exactes et I' est un isomorphisme. Puisque
q = dim, M @, k = dim, W' @, &,
a et o sont des isomorphismes. Donc I'? est un isomorphisme et

par le lemme de Nakayama, il en sera de méme de I'?.

L’application I'? induit un isomorphisme de im M sur im M’
Puisque p est le nombre minimum de générateurs de im M et im M’,.
un raisonnement analogue au précédent montre que I'? est aussi un
isomorphisme (c.q.f.d.).

On vérifie facilement (voir Serre [9], Appendice 1) que

q = dim, N @, k) et p = dim, (Tory (A, k).

Nous dirons alors que I est un module de type (p, q).

Avec les hypothéses et notations du lemme 1, soit J, (M) (resp.
J, (M) ridéal de A engendré par les mineurs d’ordre k de la matrice
M (resp. M). Il résulte du lemme 1 que : J, (M) = J, (M'). Cet
idéal dépend donc uniquement de la classe d’isomorphisme [1T] du
module T et sera noté J, [OIL]. Si s =inf(p, q), on aura :

g [M]=AD g [M]D...D 4 [M]DY,,, [N]=0.

Désignons par V, [JIL] 'ensemble des idéaux premiers » de A tels
que dimAp,p.A» Oltp/ b .M y>q — k. On vérifie que

L=, 0, keI, s).

Soit €, . (resp. ép, ¢) Pensemble des classes d’isomorphisme des
modules sur A de type (p, q) (resp. des modules sur A admettant



IDEAUX DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES I 223

une présentation de type (p, q)). Si r €N, posons A, = A/m"*! ¢t
M, =M@, A, = W/m"™'. 0.

LEMME 2. — Supposons A noethérien et soit M un module
de type (p, q) sur A, il existe un entier r > O tel que, Vr' >r, M,
soit un module de type (p, q) sur A,.. En effet, soit

0 > R > A? > > 0
une suite exacte. Soit (p,, q,) le type de I, :
q = dimy (N @, Alm) = dimy [R@, A/m™™) ®,, r+1 Alml =¢
p =dim, R/ImR

p, = dim (R +m"™*" . AYm™ A ® A/m) =

Afm" 1

dim, ®R/lm R + (R N m"*". A%)
Mais, grice au lemme d’Artin-Rees, pour r assez grand,

RNm™ . ATCm.R etdonc p, =p.

Désignons par AUT (A) le groupe des automorphismes de A. Si
0 € AUT (A) et si N est un module sur A, on désigne par 6 (M)
le groupe abélien sous-jacent a N, muni de P'opération externe * :
sia€EA et simEM : axm=0""(@).m : donc 6(IM) est un
module sur A.

DEFINITION 1. — Soit [ot] € €, ,. Nous dirons que [JR] est
une classe déterminante d’ordre <r (ou que N est un module dé-
terminant d’ordre <r) si quelle que, soit [T’ ]G(‘Z et vérifiant

[o1,] = [91L)], il existe § € AUT (A)? tel que [6 (m)‘]' = [o'].

Désignons par Qp' q » Ou simplement par Qp si p = q, 'ensemble
des matrices 2 p colonnes et g lignes & coefficients dans A. Si M,
M'Gﬂp,q, nous dirons que M ~ M’ s’il existe des matrices carrées

inversibles PE 2, et QEQ telles que M' = QMP. Soit [M] la classe

*) SiA=8,on remplacera dans les définitions 1 et 2, AUT (&) par le sous-groupe
Dif (n)* des automorphismes différentiables ; un automorphisme de & sera
différentiable s’il est de la forme 7*, ou TEDif (n) (Vo €8, 7* (p) = o).



224 JEAN-CLAUDE TOUGERON

de M pour cette relation d’équivalence. Si M= (m{) etsif € AUT (A),
on désign_e par 6 (M) la matrice (6 (m})) et par (M) I'idéal engendré
par les m/ dans A.

DEFINITION 2. — Soit M€, . Nous dirons que [M] est
déterminante d’ordre <r (ou que la matrice M est déterminante
d’ordre <r) si quelle que soit M' €Q,  vérifiant (M — M') C mt,
il existe § € AUT (A)(*) tel que [d(M)] = [M'].

PROPOSITION 6. — Supposons l'anneau A noethérienou A = 8,

et soit [MM]EC, .. Soit A? M A? %> o 0 une présen-
tation de type (p, q) de M. Les conditions suivantes sont équiva
lentes : a) [I] est déterminante

b) [M] est déterminante.

a) == b) Supposons [IN]: déterminante d’ordre <r. Si

M e Qp’ q ot telle que (M — M) C m’”, considérons la suite exacte :

' !
A M a0 @ s o 0. Visiblement [91,] = [o1/]. Donc
il existe 6 € AUT(A) tel que [0 ()] =[']. Soit ' un isomor-
phisme de 6 () sur . D’aprés le lemme 1, nous pouvons cons-
truire des isomorphismes I'’ , I'?, tels que le diagramme suivant soit
commutatif :

l re ll"q r
’ !

ar M 5 0@ MW ——>0

Ainsi [6 (M)] = [M'] et M est une matrice déterminante d’ordre < r.

b) =—==> a) Supposons d’abord A nocthérien, et soit M une ma-
trice déterminante d’ordre <r. En augmentant r si nécessaire, on
peut supposer, d’aprés le lemme 2, que I, est de type (p, q) sur
8, Soit [W']€EC p.q» tel que [JMT]] = ['UIZ,]. Con'sidérons une présen-
tation de type (p, q) de M’ : AP M S AT 2 s o > 0, et
soit I', un isomorphisme de M, sur K. En tensorisant sur A par A,
les deux suites exactes

(*) Voir note page précédente.
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M o

A? M 0

AP

M’ —> A9 o

et AP ' 0,

et en appliquant le lemme 1, on construit un diagramme commutatif :

M

AP —L > AY > M, 0
M 1

AP —L > AY ! 0

ou les deux lignes sont exactes et I'?, I‘,q , I, sont des isomorphismes
de & -modules. En relevant les isomorphismes I'’ et T’} en des iso-
morphismes de A-modules, on obtient un diagramme, non néces-
sairement commutatif :

A — M g

J/Pp | l[“l

 —M 5 p

ol cependant, en posant (M) 'o M' o T?=M",M"'—M)C m"*!
Donc il existe & € AUT (A) tel que [M"] = [0 M)] = [M']. Il en ré-
sulte immédiatement que [ (O1X)] = [OL'], c.q.f.d.

Supposons A = &. Si M est déterminante d’ordre < r, désignons
par M* la matrice polyndome de Taylor d’ordre » de M a I'origine. Con-

sidérons la suite exacte : & M* & > JI* 0. Par hy-
pothése, il existe 7€ Dif (n) tel que 7% (M *) =~ . Donc INT* est
de type (p,q) et M* ~ N, &, ou I est un module de type
fini sur . Il résulte du théoréme 4, CHO, que T est aussi un module
de type (p, q) sur Q. Finalement, M* @, & ~ I @, F est de type
(p,q) sur & : il en sera de méme de M @,F. En augmentant r
si nécessaire, on peut supposer d’aprés le lemme 2, que

M, = (N ®,%) @, F,.

est de type (p, q) sur &,. On poursuit la démonstration comme plus
haut.
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La proposition 6 raméne I'étude des modules déterminants a
celle des matrices déterminantes. Nous allons étudier la situation gé-
nérique.

Désignons par H, , I'anneau des polyndmes a coefficients réels
en les indéterminées yif oui€[l,q] etj€[l,pl Nous supposerons
désormais p =2 q, ce qui n’est pas restrictif (sinon, il suffit de trans-
poser).

Désignons par J, I'idéal engendré dans H, , par les mineurs
d’ordre k de la matrice Y = Iylil :

J%=H,,D4D...0 4D, =(0).

LEMME 3. — Pour k€[0,q — 1), le couple (I, J;) est une
(p — k) (q — k) strate de Hp,q .

Nous devons vérifier que
j_(p—-k) (q—k) (gk+l) > ak et O_(p—k) (q-k) (Jk+l) » ak'
Si k =0, le lemme est trivial. Supposons que kK €[1,g — 1].
Soit 1, un mineur d’ordre k¥ de Y : nous supposerons que

ne = det Iy/l i€[1,k].
j€ll,k]

Sia€lk+1,qletBE[k+1 ,p],soitzg le mineur d’ordre (k + 1):

£ = det Iy/lie(l, k] U{a}
J €[1,k1U{p}

On vérifie que 3§2—= 0si(x,B)#(a',p) et s =n . Donc
ayf,' ’ ’ ayz K
B
le jacobien a” est égal A nP~¥) @8 e qui entraine :

gk c j—(p—k) (q-k) (Jk“) .

Il existe, pour BE[k + 1,p] et j €[], k], des mineurs au signe
prés Y’.B, d’ordre k de la matrice Y, tels que :

=

Yyl si i€[1,k)

me-y =2 Y,

L}
-

i
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k
-y =3 nyg +§ si a€lk+1,q]
i=t
Soit £, ,, I'idéal engendré par les sfj dans H, ,. Si & = det| yj:l
est un mineur d’ordre k + 1 de Y, nf*'. 8 = det In, .yf:l. Si j, >k,
on peut substituer par les égalités précédentes, a 7, . yi’: une com-
binaison linéaire des y/ et £2(j €[1,k]). Aprés simplifications, on
vérifie que nf*'. 8 € £,,,. Donc
U AR Fes1 © Fers e T € (Besr® Tad)
[P k+1 : -—
dol : n" €0, gy (g-k) T+ Finalement I, Co, ) (o) (Tisy)-
Soit X ()({c i) la matrice 3 (¢ — k) lignes et (p — k) colonnes,

définie par x{m = kv (pour k€[1,q — 1)).

LEMME 4. — 1l existe pour k €[1,q]l, des matrices carrées
P, et Q, d coefficients polyndmés sur Z en les y! et vérifiant det Qi = ny
0o I,
si k<gq,et
X¢e O ]

Q;l YP, = [0 I,] (on désigne par 1, la matrice carrée unité de rang
k).

et det P, = nP7¥ telles que : Q;'YP, = [__

’
Ecrivons Y sous la forme Y =[ —Y—" ol Y’ est une matrice i k

lignes et p colonnes. Pour i€[1,k] et jE€[1,p — k], soit Z{ le
mineur de rang k de Y’ obtenu en conservant les kK premiéres colonnes,
sauf 1a i€™M€ que Pon remplace par la (k + j)°™€ colonne. Soit Z = (Z})
la matrice ainsi obtenue, 4 k lignes et (p — k) colonnes. Posons

Z L
-1 0
0 M M
Le calcul montre que : YP, = ,. ol est la

M 0
matrice () i€ (1, q]. Posons Q, = ]
JEI[1, k]
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Yy g 1—1 _ 0 Ik !
On vérifiera que Q" YP = =Y
Xk z

En retranchant des (q — k) derniéres lignes de Y' des combinaisons
linéaires des k-premiéres, on vérifie qu’il existe Q, & coefficients

polynomes en les y/ et telle que det Q; = 1 et

0 I
Q'Y = [ ]
Tl o

n

Il suffira de poser Q. = Q.Qy. Visiblement, det Q, = n, et
det P, = n27 .

7. Caractérisation des modules déterminants lorsque A = & .

Si A est un anneau artinien ou si A est un anneau intégre et
de valuation discréte (par exemple Z, ou k [[x]]) on démontre fa-
cilement que tout module de type fini sur A est déterminant. La
situation est moins simple lorsque A = & (par exemple & (x)/(e'”"z)
n’est pas un module déterminant sur & (x)) ou lorsque

A=9=k[[x,,...,x,]] quand n>1

(par exemple k[[x, y1)/(x*) n’est pas un module déterminant sur
kllx, yID.
Dans toute la suite, nous supposerons A = & (on aurait des
résultats analogues pour % ou ). Posons, si (P, Q,u) €2p x N4 x 8"
. oM
et si MEQ, :Ty(®,Q,u)= QM+MP+$‘u,a €Q,, (on
a posé u = (u,,...,u,)) ; 'y est un homomorphisme de &-modules
de Q,x 2, x &" dans 2,

Si B et C sont des matrices inversibles (B Eﬂp et Ce Qq), on
a la formule :

Femp (P, Q, u) = C. T (BPB™

+ 3% y—— B, cT'QC + C7 Zu, X w.B O
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Donc il existe des isomorphismes
Oc,: 2 x 2y x 8" —=>Q, xQ x &
et O0p:Q,, ">, telsque Ioyp=06ig0Tyo0 5.

Si O et M’ sont des modules isomorphes et de type (p,q) et
58 —Ms g1 s on s o8 Ms g0 @ oy s
sont deux résolutions de type (p, q) de M et M respectivement,
on aura donc coker Iy = coker I}, . Ainsi, la classe d’isomorphisme
de coker I, dépend uniquement de la classe d’isomorphisme de I :
on la note [Uh]. Le théoréme suivant caractérise les modules déter-
minants :

THEOREME 2. — Soit N un module de type (p, q) sur & et

soit 87 M ga i 0 une présentation de type (p, q)de
M. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Le module N est déterminant.

b) La matrice M est quasi-transverse sur chaque strate (I, , J))
de Cqu’o = Hpq (kel[0,s—1]; s=inf(p, q)).

c) dimRO“i'Z < oo,

Comme cas particulier (¢ = 1) de ce théoréme, on retrouve le
corollaire 2" du théoréme 1.

La premiére démonstration du théoréme 2 utilisait des méthodes
analogues a celles des paragraphes 1 et 2. La démonstration suivante,
plus simple, s’inspire pour I’essentiel (i.e. I'implication ¢c) = a)) de
Mather [8].

a) == b) La condition b) signifie que pour toutk €[0,s — 1],
T(p_k) (@-k) (T M) Dm. ¥, (M). D’apres la proposition 6, NT est
déterminant, si et seulement si la matrice M est déterminante. Donc
il existe un entier r tel que, YM' € Q,, . vérifiant (M — M) C m™1
il existe 7€ Dif (n) tel que [v* (M')] = [M]. D’aprés le théoréme de
quasi-transversalité, on peut choisir M’ quasi-transverse sur chaque
strate (% ,,, J;). D’ou
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To-1@-0Gha1 M) = Iy iy Fgay F* M) =
=T* (T(,,_k) @0 T MM D 7* (m. M) =
=m. Jk(r*(M')) =m.J.M).

Donc M est quasi-transverse sur chaque strate (¥,,,,%;) (c.q.f.d.).

b) == c¢) Supposons g < p et posons M = (m{). Avec les no-
tations des lemmes 3 et 4, désignons par n, (M) (resp. Efr(M)) Iélément
de & obtenu en substituant dans m, (resp. dans £%) les m) aux y/.
Soit £, ,,(M) I'idéal engendré dans & par les £5(M) et soit £,,,(M)
'idéal engendré dans & par tous les jacobiens, d’ordre (p — k)(q — k),

D (5 (M)
D (x,l yeo

)

“ Xl(p_k) (q—kY

(donc si (p — k) (g — k) > n, EkH(M) = 0). On désigne par x, (M),
P, (M), Q. (M) respgctivement, les matrices X, , P, , Q, dans lesquelles
on substitue les m] aux y/. Nous démontrons d’abord un lemme :

LEMME 5. — Soit M' €Q_ _ telle que

pP,q

(M") C [, MP 5+ £, (M)

(i 1<k<q-1) ou M)CEM) ou (M)C[n,MPI**. &.
Alors M' €Im T,.

Supposons (M') C [n, (M)PP~**4, E,,”(M) : la démonstration
dans les deux autres hypothéses est trés facile et laissée en exercice
au lecteur.

Si n, (M) = 0, le lemme est trivial. Si n, (M) # 0, soit & Tlimage

canonique de & dans l'anneau de fractions 6,-, o Si f€ &, nous
K

noterons encore par f, I'image de f dans &'. D’aprés le lemme 4, les
matrices Q, (M) et P, (M) sont inversibles sur I'anneau 8’nk(M) et

0 I,
M*=Q,,(M)".M.Pk(M)=[ ]
—xM™M 0

La matrice M"=Q, M)~ '.M.P (M)
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a ses coefficients dans [n, (M)]”**3. &, ,, (M). &. Visiblement, il
existe des matrices P' et Q' & coefficients dans [n,(M)]?~**>. &
telles que :

0o 0
M —Q'M*— M*P' = (M,,. 0),

ou M”"' est une matrice a (p — k) colonnes et (g — k) lignes a coeffi-
cients dans [n, (M)]P~**3. &, (M). &. Par la régle de Cramer, il

existe u, ,...,u, €[n, M)]?7**3. & tels que :

M= Sy, 220D
i=1 0x;
et donc :
D ®, Q) = Q' M + M¥ P + 3 ooy =
M= r%i “ Ox;

=Q,(M)y"'.M'.P, (M) = Q (M) .T;, (P,Q,u) . P, (M),

ou d’aprés la formule (1) :

n o 3Q, M)
Q= Q). Q. Q" + Q). Ty T g s
i=1 i
coefficients dans [n, (M)]?~**!. &',
P=P.(M.P.B. M+ 2 u; z%,;(@_. P, (M)™!
i=1 i

a ses coefficients dans [n, (M)]* .8&".

Donc Iy (P, Q,u) = M', cette identité étant vérifie dans &'.
Mais, puisque P,Q,u, M’ ont leurs coefficients dans . M) . &, elle
est aussi vérifiée dans &(°). Donc M' €Im I'y (c.q.f.d.).

Si hEN, posons Z,, ={M'€Q, ; M)Cm" (¥ M)).
Puisque J,(M) =& et Jq“ (M) = 0, pour démontrer b) =—= o),
il suffit de trouver pour tout # €N, un entier 8 (k) €N, tel que,
Vk€[O,q] : ImTyy + Zy,, 4 D Zy - On en déduira en effet
Pexistence d’un entier A’ > 0 tel que ImI'y, D 2, ,., mais cela si-

gnifie que dimg coker I}, < oo.

(%) Si A est un anneau sans nilpotents et si f€ A et f # 0, soit y ’homomorphisme
canonique A W—> A.. On vérifie que f. A Nker v = (0).
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Si q' est assez grand, lidéal (J; (M)) @' est engendré par les puis-
sances d’ordre (p — ¢ + 4) des mineurs d’ordre ¢ de M, donc d’aprés
le lemme 5, ImI}y O Eq'q,. Supposons donc 0 <k <q— 1.

Par hypotheése, si 0 (h) est assez grand :

m®® . g M°P Cm" G,y oy T D) F,

ou ?k est 'idéal de & engendré par les puissances d’ordre
p—k+H+*k+2)(p—k)(q@—k)

des mineurs d’ordre k¥ de M. Considérons I'un de ces mineurs, par
exemple 1, (M) ; puisque ['r)k(M)]kJrl e M) C £, (M) (voir lem-
me 3), il en résulte que

[n, M)]*D @@ 5 iy Tirr VD)
C I (at) Berr D) = £y, M) + By (M) .
D’ou :
N (M)(P—k+4)+(k+2) (p—k) (a-kK) J(p—k) (q—k)(gk+l(M))
Cop MPTF4 2, (M) + 8, (M),
Il résulte aussitot du lemme 5 que : ImTy + Z,., , D2y oy -

¢) == a) Par hypothése, il existe un entier s > 0, tel que,
VNEQ, , vérifiant (N) Cm'"’, alors NE€ImTy. Nous allons dé-
montrer que YM' € Q, , vérifiant M) Cm**3, il existe 7€ Dif (n)
et des matrices inversibles P €2, et Q €2, telles que :

M+M=Q.7"(M).P.

Soient %7 un voisinage ouvert de l'origine de R” et I 'intervalle [0, 1].
Si N est une matrice a coefficients dans &, on désigne par N une matrice
a coefficients dans & (%), induisant le germe N a l'origine. Si N (x, )
est une matrice a p colonnes et g lignes a coefficients dans & (¥ x I),
on désigne par I} 1) I’homomorphisme :

Px,N,Q(x,0),u(x,NESR x PP * " —> Nx,HP(x, 1) +

+Qx, NN, )+ i u,(g,t)we&(v x DP?
i=1

X
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Soit M' € Q,, ,, telle que (M) Cm**>. Posons M (x, t) =M + tM'.
Montrons que, si % est assez petit, — M' € mz,, .Im Ty, p (M, est
Pidéal de & (?) formé des fonctions nulles 4 I'origine).

’
Or, les matrices M' et —— ont leurs coefficients respectivement

X
dans m’,> et m*;? et donc en diminuant % si nécessaire :
Im Ly, » CImIy CIm Ly, 5 + m, . ImTy et — I_\_'I'Em:,. ImILy .
On en déduit, si > est assez petit :
— ! 2
Imly =Imly, , e -MEm .Im I‘M(z',) .
Donc, il existe des matrices a(x, t),B(x, #),u(x, t) a coefficients

dans m?%, . & (¥ x I) telles que :

oM(x, ¢
x )+

M =0
ox; -

BG, OMGx, ) + M(x, DaG, ) + 3 u(x, 0
=

(o, B, matrices carrées d’ordre p et g respectivement et

u=(uy,...,u,)) 2)

a
Puisque (0, ¢) =—5g- (0,#) =0, en choisissant > assez petit, il
ult X, = b

il existe
T, H)=x+vx,HEEX® xI)
aw
tel que vO,)=—©0,t)=v(x,0=0
or
et: E(gg.t)=g(1(§,t),t) €))

Donc pour chaque valeur fixée de ¢, 7,(x) = 7(x, ) définit un dif-
féomorphisme local au voisinage de I'origine de R".

I1 existe des matrices
Qx,H=1,+Qx,0;Px,N=1 +P(x,0

telles que Q'(ic, 1), P'(ic , t) aient leurs coefficients dans ¢ . m © B x]
(donc P(x, ?) et Q(x, t) sont inversibles, si % est assez petit) et :
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]
Q_l(z’ t)'?tQ(E; t)=B(T(§’t):t)
0 1
— PG, 0. PG, D =alk, 0,0 (4)
D’aprés (2), (3) et (4) :

Q-‘(gc_,t)%[Q(g,t).M(rg,t),r).P(g,t)J.P“(g,t)=
=B (x, 0,0 . M@k, ),)+M@rx,0,0.alx, 1,0

r e M 0, D, 0+ M, D) =0
Ziax'TZ’ D .u(rx, 1), M (7 (x, =

si Vest assez petit. Donc la matrice Q,n M@ (kx,n,t).P (5_c , 1) est
indépendante du paramétre ¢, et :

Q(x,0).M(7(x,0),0).P(x,0) =M =
=Qx, 1) {M + Mo r(x, DLPE, D).

D’ol1 en passant aux germes a lorigine : M + M' = Q. 7*(M). B, ol
TEDif (n) et P et Q sont inversibles (c.q.f.d.).

Appendice.

1. Soit & = k[[x,,...,x,]] 'anneau des séries formelles a n
variables, & coefficients dans un corps commutatif k. Soit » un idéal
premier de .

PROPOSITION 1. — Soit ge I’ensemble de tous les k-homomor-
phismes de ¥/ v dans k|[[t]) Alors, si k est algébriguement clos,
ﬂac Ker H = (0).
He

En effet, soit # la cohauteur de » ; si &4 = 0, le résultat est tri-
vial ; sinon il existe des formes linéaires indépendantes y,,...,y,
telles que, si 'on pose &' =k [[y,,...,y,]] :

1) L’homomorphisme %' — i/, composé de linjection ca-
nonique de &' dans & et de la projection canonique de & sur ¥/ » est
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injectif (i.e. » N&' = (0)) et le corps K des fractions de %/ p est un
espace vectoriel de dimension finie 7 sur le corps des fractions de %'.

2) Il existe un polyndme distingué :
P=y ., +a,_ il +...+ta,€¥,

les a; appartenant & I'idéal maximal de %'. Si A est le discriminant
de ce polyndome, A # 0 et A €. Désignons par J, le sous-anneau
de K formé des fractions dont le numérateur appartient a &' et le
dénominateur est une puissance de A. On a Pinclusion :

g/ C'gifA [yh+1] .

tout élément de &/ s’écrit comme un polyndme en y,,, de degré
<r — 1, & coefficients dans % .

Soit H' un k-homomorphisme de ' dans k[[t"']], tel que
H'(A) # 0. Le théoréme de Puiseux affirme I'existence d’une série
formelle ¢ €k [[t]] telle que : §" + H'(a,_,) &' +... + H @@,) = 0.
Puisque H' (A) # 0, ’homomorphisme H' se prolonge de fagon unique
en un homomorphisme H de %, [ Vn+1] dans le corps des fractions de
k[[t]], tel que H(y,,,) = & Mais on vérifie que H(&/») C k[[¢]].
En effet, tout élément y de &/ » vérifie une équation :

V+b_ vy . +b, =0

ou les b; €¥'. Donc [H(»)]*+ H(b,_) H(»)]* ™'+ ... + H(b,) =0,
et puisque les H'(b,) = H(,) €k([t]], H(y) €k [lt]] (car k[[z]] est
intégralement clos).

Soit f¢ : nous devons construire un homomorphisme H € €
tel que H(f) # 0(°). Or, il existe g€ F et f' €F',f' +0, tels que
fe — f'€ . Avec les notations précédentes, nous pouvons choisir H'
tel que H' (A.f')# 0, et donc, si H prolonge H' , H(fg) = H'(f") # 0,
donc H(f) # 0, c.q.f.d.

COROLLAIRE. — Soit f€3, telle que f(0) = 0. Il existe un

n af
entierp >0et g, ,...,8 €T tels que : fP= —_
p & g, que : f ;1 g ox,

(®) Si HE 3¢, on désigne encore par H 'homomorphisme de % dans k [[¢]] composé
de H avec la projection canonique de & sur %/ .
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Pour la démonstration, on peut supposer k algébriquement clos.

; )
Désignons par I I'idéal engendré dans % par les a—f ,i€[1,n]. Soient
X
$y,..., »; les idéaux premiers associés a I. Il nous suffit de prouver

que f€E€ b, ,Vj€[l,s]. Posons Pi = ¥ : avec les notations de la
proposition I, montrons que V He 3 ,H() = 0. Or,

—CH() == fHGY), S HOW = ¥ H(a) H().

9 ] d
Puisque les—a—-Jf)i ey ,Vi€[l,n],H (B-_sz;)= 0et doncz;-H(f)=O.
Puisque f(0) = 0, H(f) = 0. D’aprés la proposition I, f€ » (c.q.f.d.).
2. Fonctions différentiables et ensembles analytiques
(cf. Malgrange [7]).

Si ¥ est un idéal de & = Rl{x,,..., x,}}, désignons par J ridéal
engendré par J dans & = R [[x,,..., x,]]. Si ¥ est un germe d’ensemble
analytique au voisinage de I'origine de R", désignons par J* (%) (resp.
Kk (%)) ridéal de T (resp. &) formé des germes k-plats sur ¥, c’est-
a-dire nuls sur % ainsi que toutes leurs dérivées jusqu’a l'ordre k in-
clus. On note J° (V) =J (V) ; K @) =K (*¥). On désigne par
T la projection canonique de & sur & .

PROPOSITION 2. — Avec les notations précédentes
T®) = T @)].
Soient % ,..., ¥, les composantes irréductibles de V ; alors :
J@W)=IJVHIN...NI V) ; K@)=K((V,)N...NK®).

A A A
Puisque & est un module plat sur & : J (V) =J (V)N ... NI(¥).
Donc :

F¥)CTIC(@IC A TR (V)]
Si, Vi€[1,s],(%,) = T[K(V,)], on aura 7 (V) = T K (¥)].

Ainsi, il suffit de faire la démonstration lorsque ¥’ est un germe
irréductible de dimension A. Posons J (V) =¥ ; (V) =
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La complétée de lalgebre analytique intégre &/J est une algébre
intégre g /3 (Malgrange [7]). Donc ¥ et J sont des idéaux premiers
de Q et F respectivement et Coht (J) = coht () = k.

Supposons que T (K) ;5. Alors coht (T (X)) < coht (§) = h.
Le germe % est induit par un ensemble analytique %’ dans un voi-
sinage ouvert Q de lorigine. Notons ¥ Iidéal de 87&'2) formé des
fonctions nulles sur ¥?. D’aprés le corollaire de la proposition 1, cha-
pitre 1, il existe un voisinage ouvert ' C Q de 0 tel que :

Va€Q', coht (T, ()K)) < coht (T ())) < coht (§) = h.

Oor ¥n Q' contient des points au voisinage desquels % est une

variété analytique de dimension 4. En un tel point g, il est clair que
coht (T, (X)) = h. D’ol la contradiction.

PROPOSITION 3. — Le germe d’ensemble analytique % est cohé-
rent, si et seulement si K (V) =9 (V). 6.

Dans ce cas, VEKEN, KB @) =% (). 8.

1. La condition est suffisante : Supposons ¥ non cohérent. Soient
fiseeos fp des générateurs de J (V) sur L ; £ un voisinage de 0 dans
lequel les f; sont définies et posons :

V=eQ;fi@=...=f,(@ =0}

Puisque ?» n’est pas cohérent, il existe une suite {q;};.y de points
distincts de ‘}3 —{0}, @, —> 0 ; une suite {g}},. de fonctions ana-
lytiques au voisinage de g,, nulles sur % au voisinage de g,, telles que
VIEN,g, ne soit pas combinaison linéaire des f;, & coefficients ana-
lytiques au voisinage de g;. Donc par le théoréme 4, chapitre 0, g,
n’est pas combinaison linéaire des f;, & coefficients C* au voisinage
de gq,.

Soit {¢,},eN une suite de fonctions appartenant a &(S2), telle
que : @, = 1 au voisinage de g, ; le support S, de @, est contenu dans
Pouvert de définition de g, et S,NS, =0, si I+ !' ; la fonction
0,.8 (égale a4 P,.g, sur S; et & O sur Q-S,) est nulle sur 3. Par un
argument bien connu de la théorie des espaces de Fréchet, il existe
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une suite{ A,},,y de nombres réels # 0 tels que la série 2, A,.9,.g;
AeN
converge dans &(£2) vers une fonction g.

Si g, est le germe de g a I'origine, g, € J (), mais g, E5(%).8.

2. La condition est nécessaire : Supposons %’ cohérent. Soient f; ,..., fp
des fonctions analytiques sur un voisinage ouvert £ de l'origine, en-
gendrant en tout point a € Q I'idéal J, des germes de fonctions ana-
lytiques au voisinage de @, nuls au voisinage de a sur ¥ (¥ est un
sous-ensemble analytique de §2 induisant le germe % a l'origine).
Soient J lidéal engendré par les f; dans & (2) ; K I'idéal de & ()
formé des fonctions nulles sur %. L’idéal & est fermé (Théoréme 2,
chapitre 0) et d’aprés la proposition 2, Va €Q , T, (K) = 5, =T, @).
Ainsi, par le théoréme 1, chapitre 0, & =K, et donc K (V) = J (V).8.

3. Supposons démontré que pour tout 2 <k, KW (¥) = 1P ®) .8,
et démontrons que K**D(®) = J*¥*D () & Considérons la suite
exacte de @-modules :

0 —> g**D () —L> g® () s [@/5® (@ ))"

ou i est I'injection canonique et ¥ ’homomorphisme de @-modules
défini par la formule : ¥ (f) = (i)f/_axl yenes af/—bxn). En tensorisant
cette suite exacte par &, en utilisant I’hypothése de récurrence et
le fait que & est un module plat sur & (théoréme 4, chapitre 0), on
obtient une suite exacte de &-modules :

0 —> # D (W) .8 L>u® (v) L B
Visiblement, le noyau de ¢ est K**D(%). Ainsi
J(k'l'l)(v). 8 =g€(k+l)(c{)) .

ceci achéve la démonstration, par récurrence sur k.

Soit » un idéal premier de & : I'idéal b engendré par » dans
& n’est pas premier en général. On a cependant le résultat suivant :

PROPOSITION 4. — Soit ¥ un idéal premier de . Soz;fznt fet
gEE& tels que fg € ¥ et supposons que T (f)E P ;alorsg€ ».
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Supposons I'idéal » engendré sur @ par des fonctions f| , ..., 5y
analytiques sur un voisinage ouvert £ de lorigine de R". Soient I et
g€ & (82) des représentants de f et g respectivement ; J I'idéal engendré
par les f; dans &(Q) ; Y’ Iidéal engendré par les f; et l dans &(Q).
Par hypothése : coht(T(F')) < coht $ = coht ¢ = h. D’aprés le co-
rollaire de la proposition 1, chapitre 1, : coht (T, (J ")) < h pour tout
a€Q' CQ,ou Q' est un voisinage ouvert de l'origine.

Si », est I'idéal de &, induit par y en un point a suffisamment
voisin de origine, ou ¥, = @, ou b, = ¥, , N...N p, , ol j, EN*
et Pyy 5...5 P, ; sont des idéaux premiers de &, de cohauteur A.
(Ceci résulte trivialement de la cohérence d’un ensemble analytique
complexe ¥ C C" et du fait que si %9 est irréductible et de dimension
h & Torigine, alors il existe un voisinage £ de 0 dans C", tel que
VaEWNQ,dim, W= h). On peut donc choisir Q' assez petit
pour que : Va €Q', on ait, soit T, (¥) =, = & ; soit

T,@=%=9%,n...n%, ou ?

a,l1 a4, a,1 ""’pg.la

sont des idéaux de %, de cohauteur 4.

Finalement, si Q' est assez petit, V a € Q' , T, (. T, &) CT, ().
SiT,J =%, alors T,(g) €T, (J) ; sinon, Vi€[1,7,]: T,g. T,4' C 3,
et puisque coht (T,J') < coht ($, ;) =h,T,d' ¢ %,, et donc
T,8€ 51',. Finalement, T,8€T, Y, ceciV g_éﬂ'. Il en résulte que
g appartient ponctuellement sur Q' 4 ridéal engendré par les f; dans
&(Q'). D’aprés les théorémes 1 et 2, chapitre 0, g appartient effec-
tivement 4 cet idéal. Donc g€ ¥ (c.q.f.d.). ~
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