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NOMBRES DE BERNOULLI ET FONCTIONS L p-ADIQUES
par Jean FRESNEL

Introduction.

Jacques Bernoulli dans son ceuvre posthume (Ars conjec-
tandi Béle 1713) introduisit la suite infinie de nombres ration-
nels devenus plus tard célebres dans I’Analyse sous le nom de
Nombres de Bernoulli. Dés lors, on ne cessa de rechercher les
propriétés arithmétiques de ces nombres. En 1840 Clausen
Staudt explicita parfaitement le dénominateur des nombres
de Bernoulli. En 1851 E. F. Kummer [7] découvrit ce qu’on
appelle maintenant les congruences de Kummer. En 1923,
N. Nielsens [10] fit le point des connaissances arithmétiques
de I’époque sur les nombres de Bernoulli dans son « traité
élémentaire des nombres de Bernoulli ». H. W. Leopolt, [9]
en 1958, définit les nombres de Bernoulli généralisés (défini-
tion déja amorcée par Ankeny-Artin-Chowla [2] pour le
caractére d’un corps quadratique). Ils sont obtenus par exemple
a partir des valeurs prises sur les entiers négatifs par la fonc-
tion L (., L) de Dirichlet de la facon suivante :

B"(X) = — nL(1 — n, %).

Pour le caractére trivial ¢ (défini par e(n) =1 Vn) nous
avons

B*e) = — n{(1 — n)

ou { est la fonction Zéta de Riemann. Les nombres B"(e)

ne sont autres que les nombres de Bernoulli ordinaires.

H. W. Leopolt établit alors pour ces nombres un analogue du

théoréme de Clausen-Staudt. L’année suivante c’est-a-dire en
12
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1959, L. Carlitz [4] publia un article ou il étendait les
congruences de Kummer a ces nombres généralisés.

Tout comme les nombres de Bernoulli ordinaires interviennent
dans Varithmétique du corps cyclotomique des racines pi
de T'unité (p nombre premier), leurs analogues généralisés
ont été introduits pour éclairer la structure des corps de
nombres abéliens. A I'aide d’un équivalent p-adique R,(K)
du régulateur (en prenant le logarithme p-adique des unités
au lieu du logarithme ordinaire) et d’un équivalent p-adique
L,(X) de la valeur L(1, L) (en interprétant p-adiquement
de fagon convenable Pexpression explicite de L(1, %)),
H. W. Leopolt [9] établit une formule analytique p-adique
du nombre de classes des corps réels

91 R (K) i
(1) ——\—/_Z:_ = XI}E L,(%)

(n est le degré du corps, hx le nombre de classes d’idéaux,
dx est le discriminant, ¢ le caractére trivial).

Mais I’analogie n’était pas tout a fait compléte, puisque le
membre de droite de (1) ne s’interprétait pas comme le résidu
d’une fonction Zéta au point 1 ainsi que nous ’avons dans le
cas complexe

HELE — i (e — 1o

Alors en 1964, dans un premier article, H. W. Leopolt et
T. Kubota [6] définirent une fonction Zéta p-adique des
corps de nombres réels qui devait permettre d’interpréter le
second membre de (1) comme le résidu de la fonction Zéta au
point 1. Cette fonction n’est autre (4 un facteur multiplicatif
élémentaire prés) qu'une interpolation p-adique sur les entiers
négatifs d’une classe mod p — 1 des valeurs prises par la fonction
Zéta complexe. Comme cette derniére est le produit de fonction
L(., v), la construction précédente se raméne donc a I'inter-
polation p-adique de la fonction
B*(%)

n

nl—

.

L’objet de la premiére partie de ce travail est I’étude des
congruences (c’est-a-dire d’approximations p-adiques) sur les
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nombres de Bernoulli. Nous cherchons des congruences du
type de Kummer, ce qui revient a dire que nous évaluons les
coefficients d’interpolation de la fonction

B"(%)
n
ou encore n |- B*(%)

nl—

sur certaines suites d’entiers trés bien réparties [1] de Z, ou
d’un disque contenu dans Z,.

Les congruences précédentes [4], [7] sur les nombres de
Bernoulli présentaient I'inconvénient de n’étre valables qu’avec
certaines restrictions sur les exposants ou les caractéres, si
bien qu’elles devenaient inutilisables pour [Pinterpolation
p-adique. Nous avons pu lever ces restrictions.

Les méthodes employées pour obtenir ces résultats sont
nouvelles. Tout d’abord, les nombres de Bernoulli utilisés sont
relatifs, & un caractére quelconque, primitif ou non. Nous
utilisons essentiellement un équivalent p-adique de la quantité
B'(X)

n

» a savolr

1

a)a".
m.n, (a)

M s
x

1

Nous obtenons ainsi des résultats qui améliorent les
congruences de Kummer ainsi que celles de Carlitz. Nous
pourrons aussi résoudre un probléme posé par N. Nielsens
dans son « Traité élémentaire des nombres de Bernoulli ».

Dans une seconde partie, nous appliquerons ces résultats
pour étudier les fonctions L p-adiques de H. W. Leopolt
et T. Kubota [6]. Les majorations obtenues dans la premiére
partie permettent de montrer I’analycité stricte de ces fonc-
tions. D’autre part, les évaluations exactes obtenues pour
certains caractéres donnent le rayon de convergence (et non
seulement une minoration) des fonctions L correspondantes.
Elles nous permettront aussi de savoir si ces fonctions sont
majorées ou non sur leur disque de convergence. Enfin le
module de continuité des fonctions L, (important pour
Papproximation algébrique de hxR,(K) par des nombres de
Bernoulli) s’obtiendra facilement avec des améliorations trés
nettes sur les résultats de Leopolt [6].
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1. Les Caractéres.

Soient N D’ensemble des entiers naturels positifs, ou nuls,
N* UPensemble des entiers naturels positifs, Z [Uanneau des
entiers naturels, Q le corps des rationnels, Q une cléture
algébrigue de Q. Soit U le groupe (multiplicatif) des racines
de Vunaté.

Soient (a, b) = p.g.cd. de a et b et [a, b] = p.p.c.m.
de a et b.

a) Les caractéres de Z. — Soit (Z/mZ)* le groupe multi-
plicatif des éléments inversibles de Z/mZ. Soit

X(m) = Hom ((Z/mZ)*, U)

le groupe des caractéres de (Z/mZ)*.

Nous allons plonger X(m) dans I’ensemble A des appli-
cations de Z dans Q par linjection f, ainsi définie: si

7 e X(m); posons :
fa(X) = X,

ou %(a) =0 si (a, m)=~=1 et Aa) =Y o gnla) si (a,m) =1
(gn étant la projection canonique de Z sur Z/mZ). Notons
par X(m) Yimage de X(m) par f,.

X(m) n’est autre que le sous-ensemble de A des applica-
tions y satisfaisant aux conditions suivantes :

L(a) =0 <= (a, m) == 1;
L(ab) = A(a)X(b), Va, beZ;
Lla) ="A(b) si a=bmod m.
Soit X = JX(m)
meN*

Les éléments de X sont les caractéres (multiplicatifs) de Z,
plus précisément un élément de X(m) s’appelle caractére
(multiplicatif) modulo m. Nous noterons & I'élément neutre
de A (pour la multiplication). Cet élément appartient & X(1).
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L’application f, respecte la structure multiplicative (mais
n’envoie pas I'élément neutre de X(m) sur celui de A,
excepté dans le cas m = 1); et par suite X(m) a une struc-
ture de groupe pour ’opération induite par celle de A (I’élé-
ment neutre de X(m), que nous notons %,, n’est pas celui
de A excepté dans le cas m = 1).

Nous avons X(m;) X X(my) = X([my, m,]), alors

X(my.my) 2= X(my) X X(m,) (produit direct), si (my, m;) = 1.

Nous utiliserons souvent la décomposition suivante : soient
m e N*, p un nombre premier, m = myp" avec (my,, p) = 1,
alors

X(m) = X(mo) X X(p").

Si p=£2, X(p") est cyclique d’ordre ¢(p") (¢ étant 'indi-
cateur d’Euler), s1 p = 2, X(p") est produit direct d’'un groupe
cyclique Xi d’ordre 2, et d'un groupe cyclique X, d’ordre
or-2,

Soit L e X, et posons:

M(X) = fmeN tels que L e X(m)};

alors M(X) est l’ensemble des multiples m'.m, d’un
entier positif m, tels que tous les diviseurs premiers de m’
soient des diviseurs premiers de m.

A étant fixé, les groupes X(m), Yme M(X), ont méme
élément neutre, et l'ordre de X ne dépend pas du groupe X(m).
Cet ordre nous le noterons 0(%).

b) Caractéres primitifs. Conducteurs. — Soit
G(m) = {aeZ tels que (a, m) = 1};
nous avons
G(my) n G(my) = G([my, my])
si XeX, si my, myeM(X) alors G(m;) = G(m,).
Soit R la relation d’équivalence définie sur X par:
YRy <= {3m e M(%,) et Imy € M(Y,)

tels que
Va e G([my, m,])
4i(a) = Yz(a).
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Soit
P(X) = {meN tels que 3y, e X(m) avec %X RX{.

Alors P(X) est l'intersection de N* avec un idéal de Z.
On appelle conducteur de A, Ventier positif f(4), tel que
P(X) = f(L).N*. Un caractére % est dit primitif si % e X(f(X)).

¢) Le caractére 6. — Soient Q, le corps p-adique élémentaire,

Q, une cléture algébrique de Q, contenant Q, munie de la
paluation © normalisée par w(p) = 1, et de la valeur absolue
normalisée par |p| = p~%.

Si p5£2,0 est I’élément de X(p) défimi par:

0(a) = lim @ (limite p-adique).

Si p=2, 0 est I'élément de X(4), défini par 6(a) =0
si (a, 4)=~1, et par 0(a) =1 (resp. — 1) si a=1 mod 4
(resp. — 1 mod 4).

Si n est un entier quelconque, 6" est ’élément de X(p)
si ps=2 (resp. X(4) st p=2), défim par 0*a) =0 si
(a, p) =1 et par 0%a) = (8(a))* si (a, p) =1 (en parti-
culier, 0° est I’élément neutre de X(p) si p =2 et de X(4)
si p=2, et 67.0" = ¢t"),

A chaque nombre premier nous associons un caractére que
nous notons invariablement 0, afin de ne pas alourdir les
notations. Il sera implicite que lorsqu’un nombre premier p
figurera dans une relation, le caractére 9 utilisé sera celui qui
est associé d p.

De la définition du caractére 6, nous déduisons immédia-
tement que si aeZ et (a,p) =1:

ab*(a) =1 mod p s1 p 5+ 2,
af~a) =1 mod 4 s p=2.

Nous posons alors :

Yo) = (@) — 1) s p#2
Y(a) = %(aﬁ“l(a) —1) s p=2

Nous avons, bien entendu, {(a)eZ, si (a, p) = 1.
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Conventions. — Si X e X(m) avec w(m) >0, etsi a=0
mod p, nous poserons ¥%(a){(a) = 0.
Si reQ, a=>b mod p"~ signifie w(a —b) >r.

2. Les nombres de Bernouilli généralisés.

a) DErinitioN. — Soit L e X, st m et m’' appartiennent
& M(L) nous en déduisons I'égalité des séries formelles suivantes :

m eaT m' aT

= 3 Ua)T —=

a=1 emT - 1 a=1 emT - 1

par suite le développement en série formelle de

3 Aa)T

T
a=1 e — 1

ne dépend que du caractére L (et non de Uentier m e M(X)).
Nous écrirons ce développement sous la forme suivante :
m N aT ® N Tn
) 3 Ua)T g — = 3 B ()~

1=a hd a=1 n !

Ceci permet de définir une application B de N X X
dans Q dont la valeur en (n, X) notée B"(X) s’appelle le
n®*™ nombre de Bernoulli relatif au caractére X. Ce nombre
algébrique appartient au corps cyclotomique Q(X(1), ..., %(f))
noté plus brievement Q(X). Les nombres de Bernoulli ordinaires
sont ceux relatifs au caractére de ¢ et sont notés B™.

b) Paruté.
Soient X e X, X =£¢ et meM(%)

n — K(a)Te=T "t A(m — a')Te'" m k(— a')Te"™
2w g T AT gt & gr

a=1 e

il b4

a

Si A est pair (c’est-a-dire si A(— 1) =1) et si A e,
B*%) =0 si n estimpair.

Si A est impair (c’est-a-dire si X (— 1) = — 1), B%) =0
si n est pair.

Si X=¢, B ) =B*=0 si n est impair et n> 1.
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¢) Relations.

Les nombres de Bernoulli satisfont la relation de récurrence
suilvante :

@ 3("T)Bem =+ ) § Ao

i=o0 a=1

Vie X, vm e M(%), Vo e N*, VneN.

Cette relation peut s’écrire symboliquement sous la forme
suivante

(B(X) + om)t — BHI(1) = (n+ 1) 3 U(a)a’

a=1

Cette notation se comprend ainsi : nous développons suivant
la formule du binéme et nous remplagons (B(X)) par Bi(X).
En particulier nous avons

1
oY) — —
Bo(X) = m
c’est-a-dire
0 s A%
(2) By =HM G =,

La relation de récurrence se démontre en remarquant que

N Te™™ n Te*
)4 = Y Aa) —=——
agl < ) eum’l‘ . 1 a§1 (a) emT _ 1
et que
um Tn um
5 Ha)Te™ = (5 B(H) 1) (=" — 1),
Prorosition 1. — Pour tout ne N, nous avons

B"(%8°) = B"(X)(1 — %(p)p™).

Preuve. — Soit m e M(%).

Si p divise m, 40° =% et %(p) =0 la proposition est
triviale.

Si p ne divise pas m, pme M(X%) et
R Te" & navao L
2 '(6°(a) ePTT———i - nzo B (,(90) —n—i

a=1
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or

3 M00) gy = 3 Ha) ey — 2§ ua) 2D

a=1 et — —1 P o= et — 1
soit
@ Tn ( ) pnTn.
n(A§o n .
Prorosition 2. — Sotent L e X, me M(X), si p divise m
w(mB*(X)) > 0.
Preuve. — La relation (2) se développe sous la forme
n+1 mj._l N m
mB0) + 3 (1)) T (mBrsn) = § Ky
a=1

La démonstration par récurrence est immédiate, puisque
m/-1
wl——)>0.
]

Notation. — Soient X e X(m), v e N*; posons

St(om) = 3 Y(a)a®

a=1

Prorosition 3. — Soient A eX, meM(X), p>3, si
wm)=r>0,k>0
BX) 1

f— n k d r+k.
n  n.mp* Sy (mp"*) mod p

La relation reste vraie pour p=2 et p=3 st k> 1.

Preuve. — La relation (2) se développe sous la forme

B (0 ) s — S

= . — L (mB~Y(A)) mp* = SR
n ;§31—2 7— 1) ( (X)) mp n.mp"

mj-—3p(j—-2)k
Il suffit de remarquer que W<W> >0 pour
3<Lj<n+1 et dutiliser la proposition 2.

ProrosiTioNn 4. — Soient meN tel que w(m)>1, si
p 2 (resp. wim) >2 st p=2).
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Les congruences suivantes sont satisfaites :

St p£2
. =0 mod p st n=E=0modp — 1
SEQn)Ep_imodp” st n=0mod p — 1.
n.m P
St p=2
S’é(m)_ 0 .
—'—z—m:()modp st nzEOmodp e n>1,
S'e'(m)EP"‘ modp° st nEOmodp ou n=1.
m P
Preuye
Si m = myp* avec (my, p) =1, montrons d’abord que
n nlk
Sri(,:z)_sr:(l;)") modp® st p=~2 (resp.modp si p=2).
En effet
,s‘(m)____ myp* n_—L P mg—1 \n
n.m _n.m,,éla nmagl)\éo (a+7\p)
n
(a + Ap*)" a’ o N/ i w
n.m n.m+i§1n.ma Ap
(5)
1) w_ (n—1 Bk(l_—l): (U
— _<i——1>m0.i_0m0dp s1 p=£2
(resp.mod p si p=2) pour 1<<i1<n
Par suite,
(a+7\pk)n: at 0 .
— __n'mmodp si p=£2

(resp. mod p st p = 2)
nl ok
Ess(l’) si p£2

(resp. mod p si p=£2)
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Montrons maintenant que

nf .k nf k41
Sg<pk+1) _ { P . 1 p* p—1 .
- np"+1 a§1 > = n.pk+1 aél xéo @+ 7\Pk)

1 k\n __ a® o n—1 n—i ipk(i—l)__l
npk+1(a+)\p)— +2<i—1>a A O

l

n.pktt

Soit

1 n__ a" a1 A
np (a 4+ Ap") :np"+1+a l—p—mod p°
Si p£2,

p—1

3 (a+ =2 4 ot ﬂl’;ﬁ“ mod po.
A=0

1
npk+1
Soit

15 " —
n—pm%e (@ + Ap*)" = — mod p°.

Nous avons alors

S:(p*) __ Si(p*h)

mod p° s1 PpF2 etsik>1

npk - npk+1
S1 p=2,
1 p—1 . at an—l
W 20 (a + Aph) = o - mod p°
1 pk p—xl_ 3 pk pk a® n p* a1 d o0
—_— a "= mo
np*tt a§1 xéo @+ 4p) a=1 np* a§1 P d

or

s1 bien que

Qr( pk+1 Sr(p ) .
Z(;fm): ,fﬁk)mod pe st p=2 etsik>2
Nous sommes donc ramenés au calcul de iS’E'(p) si

np

1 . :
p 72 <resp. np? Se(p?) si p = 2>.
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Si p=£2
@ 1 gy 0
np  np #(a) <e(a)> mod p
L 8i(p) = 3 0a)(L + py(a))" mod p°
np ° np 2
soit
1 1
- Qn — _— \' fr (1}
p Sip) = 2 9"(a) mod p
E(p)EOmodp" s1 nz=0modp — 1
np
}—Sﬁ(p)zumodlﬂ s1 n=E0mod p — 1.
P P
Si p=2
Aoy P20 43 4
4n Se(4) = 4n
sin=1 -i—sg<4)=%
sin=2 —i—SE(é):—%—
Sin>2 izzzlxwa)((%) " mod p°
ainsi
1 n [— 1‘ . n n 0
T S:(4) = T 210 (a)(1 + 4Y(a))" mod p
Soit
] Si4) = E é 6"(a) mod p°
4o T 4 A
—41—,‘— St(4) = 0 mod p° si n=E=0modp
%—S’;(é)z%mod P’ st n=0modp

Remarque. — Le comportement curieux du nombre premier 2
dans les congruences de cette proposition explique le choix
particulier du caractére 6.
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3. Evaluation de T.

Nous n’allons pas étudier la fonction

B

n

pour la simple raison qu’elle n’est pas continue p-adiquement
(ce qui apparaitra de fagon évidente dans la suite), mais
plutdt la fonction ¢(., X) de N dans Q(%):

B (46~ +Y) — BO(%6°)
n-+1

Nous plongerons N dans Z, et Q(y) dans Q,(X) c’est-
a-dire Q,(%(1), ..., X(m)) si meM(%)).

Nous étudierons alors les possibilités de prolongement
de ¢(., X) en une application ¢,(+, X) de Z, dans Q,(%).
La méthode de Uinterpolation p-adique semble bien adaptée a
I’étude de ce probléme. Nous serons donc amenés a évaluer
le coefficient d’interpolation

En utilisant I’équivalent explicite des nombres de Bernoulli
(prop. 3, par. II), nous verrons aisément (th. 3, par. IV) que
Pexpression

i
r

ou seN et meM(X6°), () a été défini au par. I) est fonda-
mentale pour évaluer le coefficient d’interpolation (a,). La
connaissance compléte de T(%, m, s) permettrait de résoudre
des problémes sur les nombres de Bernoulli et les fonctions
L., %).

L’évaluation de T(4, m, s) est assez longue, parce qu’elle
dépend de la nature du caractére. Elle se décompose en plu-
sieurs lemmes.
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a) Lemmes préliminaires.

LemMe 1. — Pourtout se N,VmeN telque w(m) =r > 2,
st p£2 (resp.3 st p=2),Va,beZ tels que a=bmod p"
et (a, p) =1 nous avons

1 E-n% Y(b)mod p~*  si  po£2

m.s

Preuve.
Posons b=a+ b'p", s1 p5£2, st (a, p)=1
b_’pr_l
b(a)

Y(a + b'p") = (o) +
ce qui peut s’écrire
Y(a + b'p") = d(a) + plc ou ceZ,

et par suite

)

L e+ bp) =+ 4i(a) + z@ YH(a) (epr)

k
Qj—>¢s~"<a) e = (5, T ) e ¥l
= 0 mod p™.

Ce premier lemme nous incite déja & décomposer le caractére
%eX(m) (avec m = myp" et (m,, p) = 1) sous la forme

L="UAy ot AyeX(p) et AyeX(my) si p2

Nous serons alors conduits a évaluer T(%y, p", s), ou encore
"

1 y s hu
o 3 )

u=1

(2) ULy, pf, s) =

ou gy(h) est un générateur de (Z/p"Z)* si p=~2 (resp.
h =25 si p=2) (Papplication g, a été définie au par. I).

Lemme 2. — Pour tout seN, VmeN* avec m = myp" et
om)=r>2. St p5=2 (resp. w(m)=r>4 si p=2),
Vi e X(m).
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Nous avons

T4, m, s) =U, p", s) < 2 Ly(a )> mod p~'  si p=£2

My 4—1

T(L, m, s)=U(h, p, s) (nto ix( >> (X(i) +2X(— 1)>
— (o = Ul pt, s — 1) U= 1) (5 3 ¥a(a) ) mod -
i p=2.
Preuge. — Si p 5~ 2
1 P ome—t
Xa = U a a r.
Smopazl ()‘!/() smopagltzo ( _’_tp)‘l’( ‘|“tp)

En utilisant le lemme 1, on obtient :

S.nizop’ m§p Ka)y(a) E<S;raglxl(a)¢( )>< Oéxz(b)> mod p-1,
Si p=2

~

1 mop” - . B 1 moPr——’l X1 A )
Smop’a§1 (a)¥*(@) = Y K1+ bay)a

r
s m0p a; =0
1 mep

S U— 1 4 ha)(— ap)".

Smopr asg=1
Soit
m.,p X
o 3 M)
= LT AR 4 X(— (b — mop2))
SMyp  p=1
1 mop" s _ 1 mep 11 'X 1 4 'X 1
s 3 KW = ™S K 4 4a) (1) + U~ 1)
— 53, ML+ el e mod p
Evaluons maintenant smin’—i m:éo_l L1 + 4a)a’

1 P "2 my—1

sm, p’-l 2 Z X( (a -+ tp'—2)) (a + tpr-z)s

a=0 {=0
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1 r—2\s — _ @ —
Comme e (a + tp™—?) =_ mod p~?!
1 Mopr'_—,l X 1 4 R
smap 2, (1 + Sala
1 P ey s 1 Mo -~
= (7 20 ol (5 3 e mod
or,
u r 2 a’ [— 1 s(phu —
1 4 4a=>5"mod p~ par suite i sp ¢*(A*) mod p~?
et alors,
1 e NS i
—— ¥ U1 +4a)r=U(4, ps)(— X %(a) )mod pt.
Smopr—' a=0 0 a=1

Le lemme en découle immédiatement si ’on remarque que :

)+ X=1)
5 = 0 mod p°.

Ce lemme 1mplique immédiatement la proposition suivante :

Prorosition 5. — Les hypothéses étant les mémes que celles
du lemme 2,
St p=£2, nous avons:

T(%, m, s) =0 mod p~* st Uy £ %y
T(X, m, s)=U(4, p’, s) ﬁ%ﬁ mod p~'  si Ay =Yy
St p =2, nous avons: ’

T(X, m, s) =0 mod p~* st Ly £ %y

T(t, m, 5) = [k, p2, ) <X(1> + 4= 1)>

7

(s — )K= DU(hy, Pty s — 1)]?—(’—@ mod p~?
my,

Si XZ == Xo.

La démonstration est évidente si 'on sait que:
S Ly(a) =0 s1 Ly == Lo,

3 La(a) = ¢(my) si Yy =Yy
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Cette proposition nous montre déja que si X ne se réduit
pas, pour ainsi dire & %; (que ’on pourrait appeler la p-com-
posante de %), la Valuatlon de T(%, m, s) se laisse aisément
minorer.

Nous allons maintenant évaluer U(%, p, s).

Lemme 3. — Etant donné heZ, (h, p)=1, seN e p
un nombre premier, il existe Q(X)eZ,[[X]], analytique
stricte sur Z,, telle que

Lye) = ¢ + pQu) VueN

Z,[[X]]| est anneau des séries formelles a coefficients dans
-

Preuve. — Si p =~ 2,
¢ww=%wm+pwm>—
4Mﬂ=¢mu+p§(?ﬁfWﬂm

o

Posons P(X) = 2( > =hli-2(h), alors P(X)eZ,[[X]],

est analytique stricte sur Z, et

(k) = Y(h)u + pP(u) VueN

alors
S = )+ 5 (1) Y P).
Posons
QX) = 3 4 (1 )4r-tpP(x)
or,
%(:)#—1:(8:1)1 1=0mod p® si 1<i<s

Ainsi Q(X) e Z,[[X]], est analytique stricte sur Z, et
satisfait I’égalité du lemme 3

Pour p =2, la démonstration est analogue.

Ce lemme nous permettra par la suite de remplacer I’étude
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de U(X, p’, s) par celle de
V{4, g, s )——— RACOS

a._l

En, effet, si 'on pose
QX) =¥ a, X
i=
Nous obtenons °

@) Uk, py ) = P20V, 9(p7), )

+ 3 na(p — OV (%, ¢(p), n).

n=o0

Lemme 4. — Soit h,<Q tel que R} =1, VceN tel que
o(cm) >0, VseN

(hy — 1) <m2_1h" >_ 0 mod p°.

Preuve. — Soit
cm—1 w emr __ 1
f( ) ugo ¢ B e - 1 '
Or
Ed;}f( ) = @ <u§08w>_ Z et
& gome ds‘ 1)
CE I ) ) g (7 3)
Or
dr 1 _ fulee—1)
dz" (e — 1> T (e® — 1)+
ou
fu(X) e Z[X] et d°f, = n.
Ainsi

T =1y gt =3 (5 ) (e — 1)"*1f e —1)

s o

__I_ cme™ 1 (6 — 1) + me ﬁ(ea: - 1)

s e — 1
Remplacons e¢® par hy, il vient

1 1 d

il - s — 0
— (b — 1) — - f(la) = 0 mod p

Nous sommes maintenant en mesure d’étudier ’expression
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U(4, p", s) lorsque l'ordre de caractére %; n’est pas une
puissance de p.

Lemme 5. — St p=£2, soit % eX(p), si Uordre de
X%y == p°, Yee N alors

U4y, p, §)=0mod p~.

Preuve. — Posons hy = 4;(h) alors w(hy — 1) =10 et le
lemme 4 montre alors que

V(h, 9(p), )= 0mod p°.

L’utilisation de la relation (3) montre immédiatement le
lemme 5.

Lemme 6. — Si %, eX(p") st p£2 (resp. 4, eX; si
p=2) etsilordrede X, = p°=~1, nous avons
V%, ¢(p"), s) = V(%4 p°, s) mod p° s p 2
oust p=2 e e>2

V(Xh ?(Pr)a S)EV(XI’ Pe’ S)

N . 1) 2e p(pr—¢)—1
— OV, pf, s — 2) = Dp” £ mod p°
+ (8 ) ( 1 P s ) 2?(pr_e) tgo P

st p=2 et e=1.

Preuyve :
Vil 90, 8) = — 38 My () (w4 1)
. v (P p ’ S?(pr u=1 t=0 ! '
Soit
N 1 pe 1 S> pke o(pr—e)—1 X
V{4, g R)u — e .
oy 5ty ) = 3 [ B ] (7)) LTS

S1 p=~=2 ousi e>2

_1_ ( 3> p(k_l)e ?(p;‘)—l "
s \k/9(p™) S _
s — 1\ ph-be #wrH—1 b —0 4 p0
= e =0 mo
<k—0kmwﬂ & P

st 1<<k<g(p—°) d’apres la proposition 4.
Ceci nous donne alors la congruence

V(Xl’ ?(pr)7 8) = V(Xl, pe’ S) mOd po'
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Si =2 et s =1 alors la proposition 4 nous donne aussi
P prop

V(Xl, ?(pr)’ s) EV(XI’ P’ 3)
s —2)V(A, p° s — 2 — 2 mod p°
+( ) (1 p ) 2?(p_) t§0 p
st p=2 et e=1.

Dans I’étude que nous allons faire maintenant, il apparaitra
naturellement trois cas:

Of)=p° avec e>2,e=1 et e=0.

(S I 1)p2€ P(pr—4)—1

Lemme 7. — Soit %, EX(p’), st p£~2 (resp. £ eX; st
p=2). Stordrede X, = p° ou e>2, alors

o(U(hy, pl, 8) = — 1 — =2 st s£1
e o7 +
et s=somodp—1 avec 2<s <L p
1 .
wUX, ",S :-1_____;_ si S=1.
e ) )
Preuve.
p—1 pt—i—1 .
V(Ap P, S) = ‘;— 2 2 4 (hu-Hp)(u + tp)"
u=0 t=0
p—1 e—a__1
V&, py ) = — z Tyt 3 Xg(R)
Pil N o s 1 pi—1 R t
+ ;0 Ll(h )u_ ;E tgo Af(h)t
+ $ p:l'x (hu)us_k s — I Pk_l peﬂ_l_xp(ht)tk =0
k§2 u§0 ! k—1 kpe_l ¢§o 1 =V.

Puisque %2 =£%,,
p—i—1

> X)) =0.
t=0
D’autre part:

k—1 pe—l__l
P

Le(R)t
kpg_l t§0 1( )

k—1 Ae(h) — 1 kPt —1
==X e 2 mod

d’apres le lemme 4.
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Par suite
p—1 Pt
V%, pf s) = < > Xl(hu)u"J) p,l_l Y, %2(A')t mod p°.
u=0 t=0
Nous avons
1 P 1

—— > by — -

t=0

Evaluons maintenant

Sty (R,
Si s=1 -
3 %y () = L= MK

u—o 11— %(h)
Si s==1 et p£2
p—1 p—1
3 LAY wt= Y 4 (hY)uvt mod p

u=0 u=1

ot s=somodp —1 et 25 p

Lh)y=14+~= avec () = (7
p—1 p—1 /p—1 /o, L 5
20 (1 ot = kgo < él < k> e ) T
Posons P.(X) = <},§> X1

P(X)eZ,[X] et dP,=k+s — 1.

En utilisant la proposition 4, nous avons

m@l Pk(u)> —0 si k=p—s

u=1

p—1
w<2 Pk(u)>>0 sl k>p—s,

u=1

p—1
w<2 Pk(u>>>1 S k<p—s.

u=1

Soit © ('E % (h")u‘°-1> —P—% 4
= %(p°) '

Ainsi

()=o) =15

u=0 u=1
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st s£=1 et p=2, il est évident que

oS ) =0

Comme =
. p—1 1 P
o(V0h, 2 ) = ('S ) +o (S5 Hone)
si s=1 = .
N e . 1
(:.)(V()(l, p ’ 3)) - ?(pe)
st s5=1
o(V(L,, p°, =D
(V0 75 o) = =203

Le lemme 6 nous donne alors :
o(V(h, ¢(p"), s) = o(V(X, p, s)

Remarquant que:

— P [0) 8 — 1
?(pe)< (V(xla P ))< ?(pe)

et appliquant la relation (3).
Nous obtenons

o(UL,, p, =1 % si
(Uky, Py s)) 1 q:(fe) s+ 1
(UL, py s) = —1— 1 =
(U, Py 8)) (7 s s=1

Lemme 8. — Soit %, e X(p"), st p5~=2 (resp. X, e X; st
p = 2).
St ordre de A, = p alors

o(U(l, Py 5)) = — 1 — =25 — a(s)
avec s=s,modp —1 et 1<y <p—1.

Preuvye.
N — i : u\,,s
V(Al) p’ 3) - Sp uél X1<h )u
Soit
1P,
V%, p, s) = po Y % (A")u’ mod p°

u=1
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Posons % (h)=1+4+= ou w(r) = p—li
173 1°3°3 ([ u
'X —_ UaS s k
VOh po) =8 (e =08 s (e
Posons
PUX) = ()X
alors P.(X)eZ,[X] s1 0I<k<p—1
Soit sy=smodp — 1 et 1< <p—1
p—1
w<iZPk(u)>>—k— s1 k<p—1—s,
u=1 p - 1
mipilP(u) - si k=p—1—s,
=N p—1. o
w<_p7u§1pk(u)>>—1+p—_—1 § k>p—1—s
Par suite
o(V(, p; 8) = — 2 — uls)

En appliquant le lemme 6 et en considérant s pair ou impair
lorsque p = 2, nous obtenons:

oV, 9(p), 9) = — 22 — wls)
Il nous reste a utiliser la relation (3) pour obtenir le résultat
cherché.

Lemme 9. — Soit 4y =%, € X(p") st p£=2 (resp. 4y =% € Xy,

st p=2).
Nous avons:
St p=£2
U4y, p° s)=0 mod p?! st §s£0 modp —1
o(U(Xy, p, s)) = — 2 — os) st §=0 modp—1
St p=2

Uy, p s)=0 mod p?
st s=£0 modp et st s>1
(U, Py 5)) = — 2 — w(s)

st s=0 modp ou st s=1
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("

= r Z u'.

. A= .

Il suffit d’appliquer la proposition 4 et la relation 3.

b) Evaluation de «T ».

Résumons tout d’abord les résultats des lemmes précédents

o(%y) #* p°

Preuve. — V(%y, ¢(p"), s)

U(%, p,, 1)=0 mod p?

o(X;) = p*
st s=~=1, (U, p,s)) = — —2°

+ (U4, Py 9)) (P
avec s=s, modp—1 et 2<s<p
. . 1
si s =1, o(UX, prs) = —1—

( (lp )) ?<pg)
o(y) =p
(U, plys)) = — 1 — S_oi—w(s)

avec s=s, modp —1 et 1< <p—1
o(l) =1
st p 2,

si s5£0 mod p — 1{U(%;, p", s)=0 mod p?
si s=0 modp — 1{o(U%y, p’, s)) = — 2 — ws)

st p=2
si s5£0 modp et si s> 1({U(4, p", s)=0 mod p!
si s=0 modp ousi s=1{o(U, p, s) =— 2 — o(s).

Nous remarquons que toutes ces évaluations sont de la
forme — 1 — ¢ ou & est lié 4 la nature du caractére.
C’est pourquoi nous allons introduire quelques notations
afin de pouvoir condenser en une proposition les lemmes
précédents et simplifier I’énoncé des théorémes qui suivront.

Notation 8.

Soit L e X, soit me M(X0°) avec m= myp" ou (m,, p) =1.
Alors si p == 2, nous avons la décomposition :

L0 = A, L, ou 1 e X(p) et Xy € X(my).
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Il est bien immédiat que 4, et %, ne dépendent pas du
choix de m dans M(X0°). Il en est de méme si p =2 dela
décomposition

100 = UKy
ou % eX;, XLeX; avec X;.X; = X(p") et U e X(my).

Le nombre premier p étant fixé, ¢ est une application

de X X N* dans Q (il sera implicite que lorsque dans une

relation figurera un nombre premier p, I'application ¢ utilisée
sera celle attachée & p) ainsi définie:

a) st Ly =%, ousi L estimpair
sk, s) =0
B) st 4y =7, etsi L est pair
() si ofly) #p* VeeN
s(%, s) =0
(1) st o) =p° e>2
sis#=1 0% s) = (FS“

s=somodp —1 2<Ls K p

si s=1 3(X,s)=%%)—ej
(i) st o(ky) =p
o(X, s)=p 1—[—0)(8)
s=somodp—1 1< s <<p—1

(1v) st o(%) =1

si p=2

s1 $ssE0 modp —1 N __%0

i s=0modp—1 b= 114 u
st p=2

si sE=0Omodp et sis>1 3

st s=0modp ou sis=1 (%, 5)
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TutoriME 1. — Pour tout LeX, VmeM(40°) tel que
om)>2 st p£2 (resp. o(m) >4 si p=2), VseN*
nous avons:

T4, m, s) =0 mod p~@+% ),

Preuve. — 11 suffit d’utiliser la proposition 5 et ’évaluation

de UL, p', s).

TutoriME 2. — St A est un caractére pair non trivial tel
que f(L) et o(L) soient des puissances de p, nous avons:

w(T(x’ m, 3)) =—1-— 3(Xa 3)

si A=c¢
o(T(, m, s)) = —1— 8%, s)
st §s=0 modp—1 et p 2
o(TX, m, s) = —1— 8%, s)
st s=0 mod p et p=2 oust s=1.
CoroLLAIRE. — Pour tout LeX, VmeM(LO®) tel que

om)>2 st p~2 (resp. w(m) >4 st p=2), VseN",
nous avons
sT(X, m, s) =0 mod p®-A+¥x N,

¢) Applications a certaines formes linéaires.

Soient Q, le complété de Q, A, et A, les anneaux de
Valuations respectifs, M, et M, les idéaux respectifs.
Soit A(A,) le Q, — espace de Banach des fonctions analytiques
strictes sur A,. La norme sur A(A,) est définie par

lgl = sup |g(=).
&'EAP
Prorosition 6. — Soient geA(A,), XeX et |fe M(X)
alors
LS Ao
— a)ga
fpn a=1 &

a une limite lorsque n — o que nous noterons I,(g).
Nous avons la relation:

L(g) = g_"(%)_) B*(%).

, n!

M8

n
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Il s’ensuit que 1, est une forme linéaire continue et que:
1L <Ip™-

La preuve en est immédiate, il suffit d’appliquer la propo-
sition 3 § 2.
Soit e X, fe M(X), alors la suite

(T(X, 1P $))nen
est de Cauchy.

En effet T(X, fp**, s) = T(X, fp", s) mod p"-®

(L, fo+, §) = —2 7% o)y
O o, 0) = 2 5 M@Y(a)
soit
1 fp* p—1 .
T(X, fp*, s) = s fprh 3 3 X0%a)d(a + tfp")
. a=1 {=0
or,

ny —— tf -
bla+ ifp) = hla) + P

Nous obtenons la congruence cherchée.
Posons alors

T(%, s) = lim T(%, fp", s).

n>oo

Proposition 7. — Soit fe A(7\p) alors

1 17 a
L5 v00(a <—>
i 2 N o)
a une limite lorsque n — c© que nous noterons MM, (f).
Et nous avons la relation

() = 3 L 1, o).

o= n!

Il s’ensuit que I, est une forme linéaire continue sur A(A,)
dont on peut évaluer la norme de la fagon suivante :

si Xy =%, ousi o(X) 5~ p°. Vee N
My > 1
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si o(4y) = p° e > 2
[0, = |pl-*150"
si o(f;) =p° avec e=1 ou 0

M| = 1pl=*

4. Congruences entre les nombres de Bernoulli.

a) Coefficients d’interpolation.
Nous allons évaluer I’expression

s e s Bk+1<xe_(k+1)) _ BO(XOO)
k§o ( 1) < k > k "I" 1—

c’est-a-dire au signe prés les coeflicients d’interpolation de la
fonction

Bk+1(xe—(k—|—1)) _ BO(XQO)
_—
k+1

Il est évident que nous ne considérons que des caractéres
pairs.

Tatorikme 3. — Pour tout y e X, Vse N, pour tout nombre
premier p, nous avons
o (— e s\ B (HO-EY) — BO(%6°) __ B0 s+1)
éo( 1)<k> ' =0 mod p

Si p == 2 (resp. mod p*+-3D ¢ p = 2).

Preuve. _
o (1l S BF+(A§-C+D) — BO(%§9)
3 0( ;) k1
— 1 s+1_ k(8 + Wk va—i
o1t
m e M(16°%) = M(X6-*) (VkeN)
tel que

wim)>2s4+1 st p=F£2 (resp. o(m) >3s+ 1 st p=2).
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D’apres la proposition 3,

(resp. mod p*t! si p = 2)
Comme
. 1 H—l(_i)k S—I—i M
S + 1k=0 k m
=1 31— A
£2 T A (1 - )
st p
_ si 1 é (— 1)"<8 41: 1)"8‘26_"5’_”‘) = (—1)T(%, m, s+ 1)p+
Alors
S oy /s BRE(XO-G4D) — BO(U60)
@ 3 =0()
= (— 1)'T(X, m, s + 1)p*+* mod p*
s1 p=2

_ Si i3 (- 1)k<8*,; 1>S‘X‘% = (— )T, m, s+ 1)pr+e.

Alors
& o avef S\BF(RO—H) —BO(1H°)
= (— 1)0T(X, m, s + 1)p**2 mod p*>+.

Le théoréme est alors une conséquence du théoréme 1.

TutoriEME 4. — Les hypothéses étant les mémes que celles
du théoréme 2, nous avons
st p£=2
S oo ave [ s\ BEF(XO-HD) — BO(XOO)\ .
w(kéo( 1) <k> K1 =s— 8% s+ 1)
st p=2
o 1 1y [ 8\ BEFH(XO-¢HD) — BO(X69)
o3¢ () K1

=2+ 1 — 8%, s+ 1).
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Preuve. — En effet les congruences (4) et (5) nous donnent
st p=+£2
© i 8\ BRO-¢) — (Be(tse)
o(20 () P
. ) =o(T4, my s+ 1) +s+1
sl p=
S (— s\ BR(X6-¢4D) — (BO(X6°))
o(E ()T e )

= (T, m, s+ 1)) 4+ 2s + 2.

11 suffit d’utiliser le théoréme 2.
Nous pouvons de la méme facon évaluer les coefficients
d’interpolation de la fonction

k — B*(9-*)

qui sont au signe pres
3 (— () B0
k=0 k

TutorkME 5. — Pour tout y € X, Vse N, pour tout nombre
premier p, nous avons

é (— 1)"( Z )B"(XO-") =0 mod p*-1-309+ o
k=0

st p 5 2 (resp. mod p¥-1-N9+9) g p = 2),

Preuve. — Soit m e M(X0°) = M(X6-*) tel que w(m) > 2s
si p=~2 (resp. w(m) >3s si p=2).
La proposition 3 nous donne

s

5 (= 14( 5, JB00 = 3 (= 1)%(} )Shurs(m) mod p

k=0 k=0

si p 5= 2 (resp. mod p* si p = 2).

So1t
2 (o= 5 e (1 = g oo 7+

si p 5= 2 (resp. mod p* si p = 2).
13
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Si p=2
(6) kéo (— 1)"< l': >Bk(xe—k) = (— 1)"' ST(Y., m, S)ps mod pzs

s

M) 3 (= 1)+ () B = (— 15T, m, o)pt mod p.

k=0

Le théoréme est alors une conséquence du théoréeme 3.

TutorkEME 6. — Les hypothéses étant les mémes que celles
du théoréme 2, nous avons :
st p=~2
(»< 3 (— 1)"<Z>B"(X6—")> —=s—1—8% s)+ w(s)
k=0
st p=2

w( 3 (— 1)"<Z>B"(X6—")> — 2 — 1—3(%, ) + w(s).

En eff:t oles congruences (6) et (7) nous donnent

si po2

o 3 (— (L )Br09) = 5 — 1 + 0ls) + (TCL m, )
sip—=2
w@o(— 1)"<Z>B"(X0—")> — 95 — 1+ fs) + o(T( m, 5)).

b) Congruences du type « Kummer ».

Les congruences de Kummer sont des évaluations de I'ex-
pression

; Cn w7\ BHR(RO-0H) — Bogo)
Al m o) =3 (=1 ]) s

ou LeX,reN et n,veN"
Ici encore seuls les caractéres pairs nous intéressent.
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AL, n, v, r) n’est autre, au signe pres, que le coeflicient
d’interpolation de la fonction

ke o> Btk (k) — (BO(%8°))
n -+ ke

Nous allons les évaluer par l'intermédiaire de la fonction

®(., X) définie par:
Oz, L) = Eo a,Q,(x)

avec
& (s BER(LO-G+D) — Bo(tgo)
a=—2 (=1 <k> 1
et

Qz) = (— 1)4.x(a:-|— 1) ...'@;.1_8__ 1)

S

La série Xa,Q,(x) est convergente pour la topologie discréte
quel que soit z entier négatif et de plus

_ Br(X9-") — BO(X69)

m

v m e N*,

(I)(i — m, X) =
La quantité A s’exprime sous la forme
Ak ny o, 1) = — 3 (— 1)'«(]:)«1)(1 —n—he, )
k=0

Nous sommes conduits a évaluer

Considérons le développement suivant:
(1 + aX)™'(1 — (1 + dX)*)

p—1 r
= (— 1) (de X)"(1 + dX)"—l.(Eo - 4‘_ 1>(dX)‘>

ou

de Qp et w(d) = —



316 JEAN FRESNEL

Comme

) (dX) e Z,[X]

i=0 ” + 1
Il s’ensuit que
é(i)*(i)("*“”‘“) i 0<s<r
k=0
I
k=0 r

S THIGA R

Une minoration de ®(a,) nous est donnée par le théo-
réme 3 et nous obtenons alors

w(a,) —SB"_“—1r>r+§%‘13(s—r) 3, s4+1) si p2
wa)—(s—r)>2r+14+(s—r) —8% s+1) si p=2.

Afin de simplifier les énoncés des théorémes qui suivront
nous allons introduire une notation.

Notation. — 8" est une application X X N dans Q définie
par:

8"(X, r) = min <L_—_-2>(s —r)—398(y, s+1) si p#£2

szr p — 1
3"(X, r)=rsn>i£1(s——r—-3('X, s+ 1)) si p=2.
Or -
A(Xy n, ¢, 7‘) = s§0 A,(Y-, n, ¢, r) :sglr AI<X7 n, ¢, r)
Ainsi

(AL, n, ¢, 1)) > min 0(A,%, n, ¢, r)).

s2r
Ceci nous permet alors d’énoncer le théoréme suivant :

Tatorkme 7. — Pour tout y e X, Vo, reN, YneN* pour
tout nombre premier p, nous avons

AL, n, ¢, r)=0 mod p @O +H+¥®" st pF£2
(resp. mod p"@M)+)+1+( 1 st p=2).
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Nous pouvons expliciter 8"(y, r) pour certains caractéres
si Uy £ Xy
"%, r) =0
st A=7~%, etsi o(ky) =~ p°
"%, r) =0
sroEr—l— 1 modp — 1
ou ) et 2L psir+0

(ro =1 st r=0.

Nous avons une évaluation exacte dans certains cas.

CororLraire 1. — St 4 est prinutif, st f(L) est une puis-
sance de p, st o(k) =p° ou e>2.

o(A(X, n, ¢, r)) = rlo(y +1—-r°¢ st =2
(A( )) = r(o(v) + 1) (P P
o(A(4, n, ¢, 7)) = r(o(y) + 2) — r°e+1 st =2
(A( )) = r(e(v) + 2) (P P
ot ro=r+1modp—1 et 2<Lr,<p st r#0 et
rp=1 st r=0.
La preuve résulte immédiatement de la relation (8) et du
théoréeme 4.

CoroLLAIRE 2. — Pour tout 4 e X, pour tout neN*
B*(£6-") n— B°(£6°) =0 mod p-2%V
st p 5 2 (resp. mod p*~¥&V si p = 2).

En effet
Br(X6-") — BO(LO%) — 3 a,<” - 1>.

=0 $
On utilise alors le théoréme 3.

Cororraire 3. — Si L est un caractére primitif, sv (%)
est une puissance de p, st o(L) = p° avec e>1

()=~
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On applique le théoréme 4 en remarquant que
B°(48°) = 0.

CoroLLAIRE 4. — Pour tout LeX, VneN, VoeN pour
tout nombre premier p nous avons

A%, n, ¢, 1) =0 mod p*®+1-302

st p 5= 2 (resp. mod pe®+3-3D & p = 2).
Dans ce cas
S"(%, 1) = — &(%, 2)

Supposons que vy soit primitif, que p~'(p — 1)|m et
que %9 == %y. Appliquons le corollaire 4 au caractére L™+ =Af
(si p=s£2) nous avons

BmH(46°) __ BY(X8°)
m+1 — 1

Utilisons la proposition 1

mod p*-2

1— X(P)Pm) w‘} =1 - X(p)) Ef_fﬁ mod pe_S(x,z)

En prenant en considération le corollaire 3, nous obtenons

Bm+1(X) i

e = (1 — Xp)) 7 é aX(a) mod p=¥x-"

a=1

ou f estle conducteur de .
Cette congruence approfondit les théoréemes 6 et 7 de [2].

CoroLLAIRE D. — Pour tout nombre premier p == 2, Vn e N*,
VoeN tel que p — 1|y, Yy e X, nous avons:

o T\ B — Kp)prie) — Bak)
2(—1)<k> np-l—kv

k=0
= 0 mod pr @O+,

Preuve. — 1l suffit d’utiliser le théoréme 7 (en remplagant %
par X0") et la proposition 1 et de remarquer que 6 est d’ordre
p—1 si p=~=2 (resp. d’ordre 2 si p = 2).

Ce corollaire contient le théoréme 5 de Carlitz [2]. Les condi-
tions imposées & X impliquent que &”(X6", r) = 0. Dans
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ces mémes conditions d’aprés le corollaire 3

Bn+kv(X)
w< n -+ ke >0
et d’autre part
Bo(X6™) =0

et alors,

é (— 1)"< ; >]in—if% = 0 mod (p"®+Y, pr1)
k=0

s1i ps£2 etsi p—1|v

T n--kv (7
5 (— ([ ) B2 = 0 mod (s,
k=0

s1 p=2 etsi 2|¢.
S1 nous posons

B(0y = B

l
Ces congruences prennent la forme symbolique trés simple
(B'(1)"(1 — (B'(X))")" = 0 mod (p®*b, p)
si p=£=2 etsi p—1f¢
(B'())(L — B/(y) =0 mod (preo+d, pr-)
si p=2 etsi 2y
CoroLrAIRE 6. — Pour tout nombre premier p =+ 2, Vne N*,

tel que n=E0 modp — 1, VveN tel que p — 1]y, VreN,
nous avons

r nk4-v
3 (— 1)k< ;) nB++kV 1— pn_1+ku) =0 mod pr(w(u)+1).
k=0

Si les conditions sont les mémes que précédemment excepté
que n=0modp — 1

r . N r Bn+kv - )

— p;i - . kf T ___1__ r(w()+1)—8"(0% ry
L 1)(k>n+k‘)modp :

k=0
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Si p=2, st 2lv, si 2|n, la premiére relation est vraie
mod p @™+ s 2lo, si 2|n la seconde relation est vraie
mod p'(“’(")'l'z)-l-l ACL

Ce corollaire contient évidemment la congruence de Kum-
mer [4]:

Pour tout reN,¥ne N* telque n>r et n5E0mod p — 1

: (T \ *B:f.,l = r
kéo( 1)(’f)n+k0"’0 mod p"
c) Congruence du type « Nielsen ».

Nous allons chercher a évaluer I'expression

r

B(%, n, v, r) = 20 (— 1)"(1:>Bn+kv(xe—(u+ku)).

k=
Si nous posons
(B(X6-)) = Bi(%6-4).
L’expression B(X, n, ¢, r) peut prendre la forme symbo-

lique
B(%, n, ¢, r) = (B(X67))"(1 — (B(X6-))".

Tutorikme 8. — Pour tout nombre premier p, Vn, ¢, reN,
Vie X, nous avons

B(X, n, ¢, r)=0 mod pr@®+H-1-8"

si p = 2 (resp. mod p®@Hd-2-30N o p = 2).
&' est ainsi défini:
St o(fy) =p oust 4 =7, et
s=0modp—1 si pzF2
(resp. s=0 mod p ou s =1 si p=2)
(4, s) = 8(4, s) — w(s)
autrement

3L, s) = 3(%, s).

La preuve de ce théoréme est analogue a celle du théoréme 7
en appliquant le théoréme 5.

Appliquons ce théoréme aux nombres de Bernoulli ordi-
naires.
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CoroLLAIRE. — (1) Si p5£2, si p— )¢
i’ _ [ T ntkv(q R lko) — Ko@) +1)—1
3 1)<k>B (1 — p™'+) =0 mod p .
St n=E=0 modp—1 ou si r==0 modp — 1 (resp.
mod p"@®+b-2 g p=0modp — 1 e r=0mod p — 1).
(i) St p=2, si 2|¢

3 (— 1)k< ; >Bn+kv(1 — pr=1+) =0 mod p @ +D-2,

k=0
Ce corollaire répond & un probléme posé par Nielsen ([6]
p. 278) : expression

r 7 \

DECEING)

k=0

est-elle divisible par une puissance de p supérieure a 1?

5. Fonctions p-adiques L,.

a) Définition.

Dans ce paragraphe les caractéres A seront supposés
primitifs. Nous noterons par f(4X) le conducteur du carac-
tére .

La fonction L,(., X) est le prolongement & Z, en une
application continue de Z, dans Q,(4X) de la fonction
de N* dans Q(%):

Bm-.l(xe..(m—l))

— mi
m—1

Nous avons donc

L1 — m, A) = — B(487")

m

s1 me N*

Soit m=0modp —1 si ps2 (resp. m=0 modp si
p=2) .
_ B"(%69)

m

L,(1 — m, %) =

En vertu de la proposition 1 nous avons

Lyt — m, %) = — 28 (4 — 4 (p)pmy)

m
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Si L(., X) est la fonction de Dirichlet complexe nous
obtenons

Ll —m, y) =L —m, X)(1 —Ap)p™")

La présence du facteur (1 — A(p)p™?) s’explique trés
bien par le fait que la fonction L,(., X) ne correspondant pas
au caractére X mais au caractére AG", et

1 1
L y Xeo — I I = —
o B0 = T — g = 1=y

et par suite

L(s, %)

L,(1 — m, X) = L(1 — m, %8°).

D’autre part ce facteur est indispensable pour que la fonc-
tion L,(., X) soit continue puisque I’application

s—1—"U(p)p~

n’est pas continue si X(p) %=0. Si A(p) =0 nous avons
justement

L = 1h°

De facon générale, sur les entiers d’une classe de
my modp—1 si p~=2 (resp. modp si p=2), L,(., X)
coincide avec la fonction complexe L(.,X 6-™).

Les fonctions L,(., X) étant définies, par interpolation,
les méthodes générales de I'interpolation p-adique nous
fourniront tous les éléments pour en étudier la continuité et
Panalycité et nous en donneront une expression explicite sous
forme d’une série de fonctions. D’autre part, les congruences
sur les nombres de Bernoulli seront pleinement appropriées a
I’application des théorémes de l'interpolation p-adique.

b) Analycuté.

Soit u la suite définie par u, = — k. Soit @,(., y) la
fonction définie sur la suite u par

B*+1(LH-¢*+D) — BO(AH?)
k+1
Suivant les notations de [1], posons :
PX)=(X—u)...(X—tyy)=X(X+1)...X+nrn—-1)
Q,,(X):II;"-@=(—1)"X(X+1) . X+n—=1

() n!

(I’,,(u,,, X) = —
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et a, = s( _M

=o s+1(uk)
. N qyek[ S B (16— (+D)) B°(X6°)_
soit 4 =—23 (=1 <k> Kt 1

Nous sommes alors conduits & évaluer I’expression

L (o@) — oY)

S

Le théoréme 3 montre que

w(a,) >s— %, s+ 1) s p2
w(a) >2s+1— 6% s+ 1) si p=2

Comme
lim %S(X, s 1) =
et que
4t
lim - ofs) = p p—1
lim - (0(a,) — (1——> i p#£2
@—i—(ww.,) w(s1) > 1 si p=2

Le théoréme 3 du chapitre 11 de [1] permet d’affirmer
que la fonction ®,(., ) se développe en série d'interpolation
sous la forme

oo

Oz, 1) = 3 aQi(z) VzeZ,

§s=0

et que @,(., %) estanalytique stricte sur Z, et que son dévelo-
pement en série a P'origine a un rayon de convergence R,
satisfaisant les inégalités

1
R,>pU ) s p2
R,>2 s1 p=2

Nous avons méme le résultat plus précis suivant :

TatoriME 9. — Soit L wun caractére primitif tel que f(%)
et o(k) sotent des puissances de p (éventuellement nulles).
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Alors le rayon de convergence de (., y) est exactement:

(3% .
(9) P s ps2
(10) 2 st p=2
Preuve. — 11 suffit d’utiliser le théoréeme 4
St o(X) £ 1
w(a) =s — (X, s+ 1) si p£2

wla) =2s+1—38% s+1) s1 p=2
Sioo(y) =1

wa)=s—8% s+1) si s+1=0modp—1 et p=+2
wa) =2s+1—8% s+1) si s+1=0modp et p=2

Il en résulte alors que:
lm 2 o@)=1 s p2
lm L o@)=2 s p=2

Soit D(p, X) le disque non circonférencié de centre O et de

S
rayon p1 P71 si ps~2(resp.2 s1 p=2).

Tatorime 10. — St o(X) = p°, VeeN ou st o(X) = p°
avec e>2, la fonction ®,(.,y) est bornée sur ledisque D(p, )

St oX) =p°, avec e=0 ou e=1 la fonction ., X)
n’est pas bornée sur le disque D(p, X).

La preuve résulte immédiatement du théoréme 4.

Les relations entre les fonctions ®@,(., X) et L,(., X) sont
immédiates.

Si %8° £, la relation (2') montre que B°(X8°) =0 et
ainsi

O,1 —m, ) = — ]ﬂénu — L,(1 — m, %)

quel que soit m e N* par suite de la densité des entiers négatifs
dans Z, et de la continuité de ®,(., X) et L,(., X) nous
avons

(I)p(-’ X) = Ly(., X)
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Si 46° = Y,, puisque L est primitif X0 = 0° et

Bo(69) = p=1
p
et
B(6 -
ot —m, 0=y P
soit
p—1
®,(1 —m, X) = L,(1 —m, ) — (—1?%)*5——1

Puisque L = ¢ est caractére principal de conducteur 1,

notons
Lp('-' XO) = Cp(" Q)
Nous avons ainsi
p—1

Zp(“"’ Q) = (I)p(x, Xo) + ;f—-‘i‘ Vx e Zp

En résumé si A s=¢ la fonction L,(., x) est analytique
stricte sur Z,, le rayon de convergence de son développement
de Taylor & 'origine est donné par (9) ou par (10) si X satisfait
les conditions du théoréme 9.

D’autre part la fonction {,(., Q) est méromorphe, son rayon

1
de méromorphie est p1 Pt 51 ps£2 (resp. 2 si p=2),
p—1 Le

P
résidu de la fonction {,(., Q) n’est pas 1 parce qu’en
fait cette fonction est associée au caractére 0° et non au
caractere e.

Si L est un caractére impair, X6~™ est pair ou impair
suivant que m est impair ou ne l’est pas. Par suite le nombre
de Bernoulli B™(X£6—") est toujours nul. Les fonctions L,(., %)
correspondant aux caractéres impairs sont par conséquent
nulles.

Soit K une extension abélienne finie de Q. C’est une sous-
extension d’un corps cyclotomique. Le groupe de Galois est

x =1 est le seul péle, il est stmple et de résidu
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donc le groupe quotient d’'un (Z/mZ)*. Et le groupe des
caractéres de ce groupe de Galois est identifié & un sous-groupe
du groupe des caractéres de (Z/mZ)*, c’est-d-dire X(m).
Plus précisément, nous considérons I'image par f,, de ce groupe
et nous appellerons X Densemble des caractéres primitifs
associés aux éléments de cette image. Nous savons que si (g
est la fonction Zéta du corps de nombre abélien K
tx(s) = 11 L(s, %).
rek

S1 K est un corps de nombres réel abélien nous appellerons

fonction Zéta p-adique du corps K la fonction définie par

CP(S? K) = H Lp('g’ X)‘

Lex

Nous savons que tous les éléments de X sont pairs si et
seulement s1 K est réel. Cect explique pourquoi les fonctions
Zéta p-adiques ne sont définies que sur les corps réels.

c) Théoréme des résidus.

Soient R le corps des réels, G le corps des nombres com-
plexes, Q une cléture algébrique de Q, K une extension abé-
lienne, réelle, finie de Q, Q, le corps p-adique élémentaire,

Q, une cloture algébrique de Q, et Q, un complété de Q,,
avec les inclusions suivantes

C

4 }
Lk 5
:

e

P

A

- Q,—>Q,

Soient A, (resp 5)\?,,) Panneau de valuation, (resp idéal
de valuation) de f)p.

Notons par log, la fonction logarithme de R et par Log,
le prolongement fonctionnel a A, — M, du logarithme p-adique

défini sur 14+ M, [11].

Soient A la cloture intégrale de Z dans K et U le
groupe des unités de A.

S1 n=[K; Q] (degré de K sur Q) nous savons que U
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est le produit direct du sous-groupe cyclique U, = {1, — 1}
d’ordre 2 par un sous-groupe libre U; derang r=n — 1.

Soient G = Gal (K/Q) le groupe de Galots de Uextension K
de Q et G*=G — {e} (e est 'élément neutre de G).
D’autre part, soit (e);<i<r une base de U;, nous savons que
Pexpression

(*) det (log |€f])1 i<
ceG*

est indépendante au signe prés du choix de la base.
Le régulateur p-adique R,(K); de K est défini par:

R,(K) = det (log, ¢f)1<i<,

ceG*

On choisit la base (¢) et ordre des (s) de fagon que
Iexpression ( *) soit positive.

A. Brumer vient récemment de montrer le résultat sui-
vant [3]:

Tutortme. — Le régulateur p-adique de toute extension
abélienne, réelle est non nul.

Ce probleme avait été soulevé par H. W. Leopolt [9] dans
un contexte que nous allons brievement rappeler.

A tout caractére primitif 4, on associe la quantité L,(%)
définie de la facon suivante.

Si f(X) =~ p°, VeeN

Ly(t) = — 35} '3, 7a) Log, {1 — Zig)
Si f()=rp
L) = — 38 s L § e Log, A7)
Si f(L) = p* avec e > 2
N C N (1—=Z)
L0 = = 37} * 5 X 370 Lo g =]

On désigne par Zy,, une racine primitive f(L)*™ de
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Punité et t(4) désigne la somme de Gauss définie par
SO0

(1) =3 1)
H. W. Leopolt [9] a montré que si K est un corps abélien
réel, le nombre de classes, le régulateur p-adique et les quan-
tités L,(X) sont reliés par la formule :

(1) 2—%%(—‘9 = I Lo

Le discriminant du corps K est dx et \/dx est parfaite-
ment déterminé par les inclusions Q c R et Q cQ,. D’autre
part hx estle nombre de classes de K (c’est-a-dire I'indice du
sous-groupe des idéaux principaux de A dans le groupe des
idéaux de A).

Le probléme posé par H. W. Leopolt [9] était le suivant:
existe-t-il des couples (%, p) pour lesquels

L,() = 0?

Le théoréme de A. Brumer permet immédiatement de dire
que

L,(X) =0 VA=£e¢ et Vp premier.

On voit d’autre part que si L(., X) est la fonction de
Dirichlet complexe, L,(X) n’est autre que le pendant p-adique

de L(1, X). Nous avons une relation analogue avec les fonc-
tions L,(., %).

TatorkMe. — Quel que soit le caractére L =~c¢ et le nombre
premier p nous avons

L1, X) = <1 — ﬁ}@)L,,(X).

Quoique légérement modifié ce théoréeme fut annoncé par
H. W. Leopolt [6] (mais n’a pas été publié).

Nous allons indiquer briévement 'idée de la preuve.

Sotent X un caractére primitif meN et g(m, 4 T) la
série formelle ainsi définie :

© Tn
g(m, v, T) = g yﬁ“(n)n”';
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On remarque immeédiatement que

@ T gim, % T) = gm + 1, 4, T)

D’autre part

) _ (k) (e 1 ___Xp)
(3) &1, L, T) f(%) g 2 X ><1 — Z;(X)T 1— Z}()()TP>g

a=1

et

£(0, %, T)=— %) {’%’7(@

a=1

s
| Log (1—ZjiyT)— 2 Log(1— 73,17

En utilisant (2) et (3) on conclut que les g(m, X, T) ne sont
autres que des fractions rationnelles s1 m > 1.

On montre aisément par récurrence que

B (460 .
g(m, v, 1)=———(—) si m>1
m

On interprete aisément g(0, 4, T) comme élément analytique
sur un quasi-connexe de , contenant 1.

On démontre que la suite des fractions rationnelles

(8(p"(p — 1), 4, T))iex

converge uniformément sur un quasi-connexe de QP contenant
Oetl.
Ainsi de la convergence de cette suite au voisinage de 0

vers g(0, 7, T) on conclut la méme convergence au voisinage
de 1

Ainsi

: . Bre-D(44°)
0, 4, 1) = lim — :
8 ) k> pi(p — 1)
D’autre part

20, %, 1) = (1 _ %> L,(X)

ce qui prouve le théoreme.
Ce résultat permet d’écrire la formule (1) sous la forme

2"hgRy(K) _ _KpN\Tr
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D’autre part

lim (s — 1)(s, Q) =1 — — — 1 — P).

s>1 p p

Nous obtenons ainsi la formule des résidus analogue au cas
complexe

En appliquant le théoréme de Brumer nous voyons alors
que

s>1

lim (s — 1){,(s, K) 5= 0.

s>1

Ceci prouve que la fonction (,(s, K) admet un péle pour
s=1

En résumé I’étude faite sur les fonctions L, montre que la
fonction Zéta p-adique est méromorphe sur Z, son rayon de

o1
méromorphie est supérieur ou égal & p ' si p = 2 (resp.
2 si p=2). Elle admet un seul péle dans ce disque. Il est

obtenu pour s =1, 1l est simple et son résidu est donné par
la formule (5).

d) Module de continuité.

Soit w(p, L) le module de continuité de la fonction L,(., X)
défini sur 'anneau de valuation sur Z, par

(pr %) = min w( Lale ) = Lu(e' x>>.
z,mz;emlzp \ r—x

TrtorimMe 11. — St p£2.

St f(X) n’est pas une puissance de p ou st o(%,) n’est pas
une puissance de p

w(p, 1) = 1.

St ofy)=pex>1
2
LA =1 — o
| w(ps %) ()
St p=2.

Si f(X) n’est pas une puissance de p ou si o(k;) n’est pas
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une putssance de p
w(p, 4) > 3.
St o(4y) = p e

V

St o)1) =p .
w(p, ) =2.

Preuve. — 1l suffit d’appliquer le corollaire 4 du théoréme 7
en remarquant que si f(4L) n’est pas une puissance de p,
Ly =4, puisque L est primitif.

On a de suite la proposition suivante :

Prorosition 8. — Si o(%4;) = p°, ou encore si QL) est
le corps des racines p°*™ de Uunité (e =~0), ona

1 .
3(p°)

On applique le corollaire 3 du théoréme 7.

Cette proposition nous permet d’évaluer

o(Ly(1 — s, X) — Ly(1, %))

c’est-a-dire d’approcher L,(1, ) par des nombres de Ber-

noull.
o~ EACEORS W ‘A)) > p(p, 4) + w(n).

w(Ly(1, X)) =

S1 p— 1jn lorsque p == 2 (resp. si p|n lorsque p = 2)
B*(X6-") _ B(X6° - B"(4
( ) —_ (46°) = (1 — A(p)p™Y) )

n n n

S1 f(£) n’est pas une puissance de p ou si o(%;) n’est pas
une puissance de p mnous avons les congruences

L,(1, %) = B*'(%) mod p si po£2
L1, )= — W—éﬁ (1 —Ap)p) mod p si p=2.
De méme :
L,(1, X) =B (46-') mod p s1 p 5 2
L1, X) =BY4-') modp®* st p=2
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Si meM(48-1), ceci peut prendre I’énoncé trés simple
suivant

L1, X)E% S A0V a)a mod p  si p2,
a=1
L, X)E% 3 A0-a)a mod p*  si  p=2.
Prorosition 9. — Soit o un Q,automorphisme de Q,

alors,

o(Ly(s, 1)) = Ly(s, o+ %).
Preuge. — Soit fe M(44°)
1 P

Comme o est continu en passant a la limite quand k — o
nous obtenons

o(Ly(1 — n, X)) =L,(1 — n, o %).

En utilisant la densité des entiers négatifs, I'analycité
stricte de L,(., y) et de a,L,(., 7) nous obtenons la propo-
sition.
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