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SOLUTION D’UNE CONJECTURE
DE C. BERENSTEIN - A. YGER

ET INVARIANTS DE CONTACT À L’INFINI

par Michel HICKEL

1. Introduction, motivation du travail.

Soit k un corps commutatif et I = (pl , ... , pm) un idéal de l’anneau
des polynômes = 1~ ~X 1, ... , Xn~ (éventuellement I = Notons

di = deg pi et d = Max di. Étant donné un polynôme p E I, la théorie de
l’élimination nous assure par un résultat classique de G. Hermann [H] que
l’on a une représentation

avec Maxdeg(qipi)  deg p + 2(2d)~ .
Une famille d’exemples due à E. Mayr et A. Meyer [MM] montre

qu’on ne peut espérer avoir «beaucoup mieux» en général et qu’en tout
cas, la complexité en degré du problème de la représentation est doublement
exponentielle en le nombre de variables (cf. [Te3] pour une présentation plus
complète de la problématique).

Si I = ..., Xn], contrastant avec la situation précédente, on
sait depuis les travaux de W. D. Brownawell [Bl] et J. Kollàr [Kl]

Mots clés : Nullstellensatz effectif - Clôture intégrale des idéaux - Inégalités de
Lojasiewicz globales.
Classification math : 14A05 - 13A15 - 32C99.
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que le problème du théorème des zéros effectifs a lui une complexité
simplement exponentielle en le nombre de variables, i.e. on peut trouver

une représentation

En fait, on peut prendre cn - 1 dès 2, 1 ~ i ~ m, grâce à [Kl]
(cf. [Kl] pour le résultat précis).

Du point de vue du problème de la représentation, ceci signifie que si
p E VI, on peut trouver une identité

On peut naturellement s’interroger sur la différence de complexité entre
les deux problèmes (cf. [Kl] remark 1.8 p. 965). Dans cet article, nous
voudrions envisager ce type de question avec un point de vue issu de la
théorie des singularités.

Par ailleurs et pour des raisons inhérentes à leurs approches des
problèmes considérés, C. A. Berenstein et A. Yger ont fait la conjecture
suivante [BY2].

Il existe deux constantes ~l (n), ~2 (n) ne dépendant que de n, ~l (n) ri
~2 (n) ^J n, possédant la propriété suivante :

Soit I un idéal quelconque de kn [X , I la clôture intégrale de I, pi , ... , pm
un système de générateurs de I, di =: deg pi, d = Max deg pi . Alors pour
tout p E I on a une représentation :

avec Max deg (qipi) - (n) deg p + r,2 (n)dn.
La complexité simplement exponentielle du théorème des zéros ef-

fectifs résulterait de ce phénomène puisque c’est en fait que l’on

représente dans le cas où (pl , ... , Pm) = I = kn [X] .
En utilisant les résultats et la méthode de J. Kollàr, F. Amoroso [Al]

[A2] [A3] a obtenu une réponse partiellement positive dans le cas où I est
au plus 1-dimensionnel (dans [A3] le cas général est abordé mais les bornes
obtenues ne sont pas ce que l’on peut espérer).

Il résultera du travail présenté ici que l’on peut apporter une réponse
entièrement positive à cette conjecture. Nous obtenons en effet :
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THÉORÈME 1.1. Soit I un idéal de (éventuellement I -
I sa clôture intégrale dans Fixons un système de générateurs

de I, posons di = degpi que l’on supposera rangé par
... ~ = d.

1) Si m ~ n. Pour tout p E I, il existe une identité

avec Max deg ( qi pi )  m deg p + mdl ... 

2) Si m &#x3E; n. Pour tout p E I, il existe une identité

avec Max deg (qipi)  (n + 1) deg p + (n + 1)Min(dn, 1--nc 1

Nous déduirons ce résultat d’un énoncé beaucoup plus précis qui ma-
jore Max(deg qipi), dans une représentation comme ci-dessus, en fonction
d’invariants canoniquement associés au sous-schéma Z de 1~~ défini par les
homogénéisés des pi (cf. §2, Th. 2.1 et 2.1’). Les énoncés obtenus (cf. §5,
Th. 5.1 et 5.2) montrent aussi par leurs parties minorantes que ces in-
variants mesurent presque exactement la complexité des problèmes con-
sidérés, pour un idéal I donné et un système de générateurs pl, ... , pm par
rapport auquel on souhaite représenter. En particulier pour I ~ kn[X],
on a toujours strictement mieux que l’estimation du théorème 1.1. Il se

dégage, nous semble-t-il, le principe suivant (qui peut surprendre au pre-
mier abord) :

Plus I et Z sont grands ou singuliers (en un sens que nous préciserons),
meilleure est la réponse que l’on peut apporter au problème de la

représentation de 

Après avoir défini ces invariants et énoncé précisément notre résultat
(§2), nous rappelons quelques éléments sur la clôture intégrale des idéaux et
son étude par éclatement normalisé (cf. §3). Puis nous démontrons l’énoncé
en question au paragraphe 4. Le paragraphe 5 tire quelques conséquences
de la méthode utilisée. Le théorème 5.1 donne une version du théorème

des zéros effectifs avec « partie majorante » mais aussi « partie minorante».
Le théorème 5.2 s’occupe des inégalités de Lojasiewicz globales. On précise
et améliore le résultat principal de [JKS] ainsi que des résultats récents
sur la séparation à l’infini de [CKT]. Nous abordons enfin, suite à [K2]
et [EL], le problème de l’existence de décomposition canonique pour la
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version, «Prime Product», de W.D. Brownawell [B2], du théorème des
zéros effectifs. L’énoncé que nous obtenons est le théorème 5.3.

Les démonstrations que nous présentons reposent sur la combinaison
de trois ingrédients. Premièrement, on sait, depuis les travaux de M. Le-
jeune et B. Teissier [LT], puis B. Teissier [Tel], [T2], que les problèmes de
clôture intégrale des idéaux peuvent s’étudier par éclatement normalisé et
que ceci permet de prédire quels sont les meilleurs exposants intervenant
dans des «inégalités» de type Lojasiewicz (locales ou globales). Le passage
«d’inégalités» à des égalités se fait par le théorème de J. Briançon -
H. Skoda sous sa forme locale démontrée par J. Lipman - A. Sathaye
[LS]. Enfin la majoration de ces exposants est conséquence assez directe du
théorème nommé «théorème de Bezout raffiné» dans le livre de W. Fulton

[F] (th. 12.3 p. 233 dans [F]).
Bien que nos préocupations principales soient différentes, une partie

de nos résultats est à rapprocher de ceux de L. Ein - R. Lazarsfeld [EL],
et ce notamment par la nature des majorants obtenus ainsi que par le rôle
des arguments issus de la théorie de l’intersection.

Dans cet article, les auteurs démontrent un «Nullstellensatz géomé-
trique effectif», dans le cadre d’une variété projective complexe lisse X. Le
cas du Nullstellensatz effectif «classique» qui correspond au cas X = P’ est
traité par application des points i) et iii) de leur théorème principal (cf. [EL]
Ex.l p. 432). Leur preuve utilise de manière fondamentale l’existence de
désingularisation et une extension du théorème d’annulation de Kodaira (cf.
[EL] §1, en particulier (* * *) p. 438). Cette argumentation, qui montre le
rôle joué par les théorèmes d’annulation, est cependant limitée au contexte
des corps de caractéristique zéro. En effet en caractéristique positive, la
possiblité de désingulariser n’est pour le moment pas établie mais surtout
le théorème d’annulation de Kodaira est en général faux ([Ray]). Nos
résultats sont par contre valables pour des corps quelconques. Concernant
le problème du Nullstellensatz effectif classique, notre résultat (Th. 5.1)
généralise celui de [EL] (1~ arbitraire), mais le précise aussi puisque notre
invariant principal est plus petit que ce que l’on obtient par application de

[EL]. (Ex. 1 de [EL]). Cependant, nous ne sommes pas en mesure de traiter
pour un corps quelconque le cadre géométrique du Nullstellensatz effectif
tel qu’il serait naturel de l’envisager suite à [EL].

Ce texte est la rédaction précisée d’un exposé, donné en juin 1998 lors
d’une conférence à l’université de Cosenza [Hil]. Nous sommes heureux de
remercier A. Yger de nous avoir incité à réaliser ce travail.
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2. Remarques préliminaires,
définition des invariants considérés,
énoncé des théorèmes 2.1 et 2.1’.

Soient k un corps commutatif et K un sur-corps de k. Pour

pl, ... , pm, q E kn [X], on peut trouver une identité

si et seulement si on peut trouver une telle identité avec des qi E Kn X] et
Max deg(qipi)  N.

On peut donc supposer, sans perte de généralité, que notre corps
k est algébriquement clos. Autrement dit si on part avec un idéal I =

(pl, .... p,,).k,,,[X], les invariants associés sont définis comme ceux étant
associés à I = (pl , ... , est une clôture algébrique de k. Les
idéaux premiers qui en résultent (cf. §5) sont obtenus par trace sur 

D’autre part, soient A - GLm(k) et p’(X)
Pour q E il existe une identité

si et seulement si il existe une identité

Nous appliquerons donc ce qui suit soit à nos polynômes d’origine
pl , ... , Pm soit à m combinaisons linéaires générales des pi.

Nous fixons maintenant quelques notations que nous utiliserons de
manière constante par la suite. Soit X un schéma algébrique 1 sur un corps
1~ algébriquement clos. Si V est une sous-variété de X, i.e. un sous-schéma
fermé réduit et irréductible de X, nous noterons la fibre de Ox au

point générique de V. Ox,v est le localisé, en l’idéal premier correspondant
à V, de O x (U) , pour un ouvert affine U rencontrant V.

En dehors de la situation précédente, lorsque nous parlerons de points
de X, il s’agira de points fermés de X. Soit § : X ~ Y un morphisme

l Nous emploierons, (comme dans [F]), ce terme pour dire de type fini sur Spec (k).
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de schéma et J C Oy un faisceau cohérent d’idéaux de Oy. On notera
C Ox le faisceau d’idéaux de Ox image inverse de J. D’autre part,

si V est une sous-variété de X (resp. x un point fermé de X), nous noterons
(resp. la fibre de J.Ox au point générique de V (resp.

au point x).

Désignons par Pk l’espace projectif de dimension n. Soient ,7 c (9pk k

un sous-faisceau cohérent d’idéaux de Opn et Z - Pnk le sous-schéma de Pk
défini par J. Soit enfin H~ C Pl un hyperplan. On notera Uo l’ouvert affine
Pl - H~ et Ho le sous-faisceau d’idéaux inversibles de Op~ qui définit Hoa.

Considérons alors H’ : X’ --~ pn l’éclatement normalisé de I~n de
centre J, i.e. H’ = N o II : X’ i X où H est l’éclatement de centre

N est le morphisme de normalisation de X.

Nous définissons maintenant un certain nombre d’invariants associés

à J et Hoo.

Considérons la décomposition en composantes irréductibles de Y’ =

II~-1 (Z) (défini par i.e.,

Pour chaque i’ E A’, posons Zi, - - Z. Ainsi chaque Zil,
est irréductible et Zred - Par conséquent la collection des Zi,
contient toutes les composantes irréductibles de Z (éventuellement répétées
plusieurs fois) ainsi qu’éventuellement certaines composantes immergées.
Notons

D’autre part, pour i’ E l1’ soit

(où long désigne la longueur de l’anneau en question).
Ainsi est le diviseur de Weil associé à diviseur

exceptionnel de l’éclatement normalisé.

Si maintenant i’ e AH , on pose
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Bien entendu 1, car i’ E A’¡¡ , et donc l’idéal

maximal de Y’ . Remarquons aussi que X’ étant normal, il est régulier
z

en codimension 1, donc C ’ y est un anneau de valuation discrète.

DÉFINITION 2.1. On pose

- 

an

Bien entendu si A’oo == 0 (resp. Aff == 0 ) on a posé 0 (resp.
= 0). Notre invariant principal est 

La notation 3) se justifie par les faits suivants. D’une part Uo -

est l’éclatement normalisé de centre :Jjuo’ Or :Jjuo sous-faisceau cohérent
d’idéaux de est défini par un unique idéal I C L’invariant 3)
ne dépend que de I. En effet pour i’ E on a

En effet, si Pi, C k [x] désigne l’idéal premier de correspondant à

zil, f1 Uo, on a

pour li’...,11-P, n - haut(Pi,) formes linéaires assez générales. Par

conséquent ne dépend que de I.

Maintenant si on part d’un idéal I C kn[X] et qu’on fixe un système
de générateurs de I disons On notera pi (Xo, ... Xn), ...,

k[Xo,...Xn] les homogénéisés des pi, puis Jp le sous-
faisceau cohérent d’idéaux de défini par pi,..., Pm ainsi que Zp le
sous-schéma de P’ défini par Jp. On peut donc considérer les invariants
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Le dernier est donc déterminé uniquement par I (et pas par les générateurs
choisis) pour peu qu’on prenne H~ - ~ ~X ~ E 0}. Pour ne pas
trop alourdir les notations nous noterons dorénavant vH~ par v~.

Enfin on notera Îp l’idéal engendré par pi,... dans l’anneau des

séries formelles k [ [Xo, - - - , Xn~~ et on posera

où m est l’idéal maximal de 1~~~Xo, ... , X,,]]. On a s(Îp) = où

,~ est l’éclatement de de centre [X]. D’où il résulte (cf. [HIO])
que

Nous démontrerons au §4, les résultats suivants :

THÉORÈME 2.1. - Soient k un corps algébriquement clos, I c 
un idéal, Î sa clôture intégrale (éventuellement I = kn[X] ). Soit

(pl , ... , = (p) un système de générateurs de I avec deg pi = d, 1  i 
m.

i) Pour tout q e I, il existe une identité

et Max deg(piqi) ,

iii) Soit V = ~x 0, 1  i  m} == V(I). Si k est munie
d’une valeur [0, +oo[. Il existe une constante c &#x3E; 0 telle

que

où pour x = (~1,... xn ) on a posé :
Ilxll _ d(x, V) = infzEv Ilx - zll si V =1 0 et 1 sinon.
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Nous verrons (théorème 5.1) que lorsque I = pour toute

identité

on a Max deg(qipi) &#x3E; Max(d, v,,, (jp) -
On peut donc dire par comparaison avec le point i) du théorème ci-

dessus que c’est Max(d, qui mesure au facteur Min(n+ 1 , m)
près la complexité du problème considéré.

L’inégalité iii) jointe à ii) améliore et précise le résultat principal de
S. Ji, J. Kollàr, B. Shiffman dans [JKS]. Nous verrons que le facteur à
l’infini est optimal pour tout (p) = (pl , ... , Pm)’

Enfin dans ii) d’autres types de majoration sont possibles; nous
aborderons le problème à la fin du présent article.

Nous voudrions maintenant expliciter le principe dont nous parlions
dans l’introduction. Pour cela considérons un indice 1) E A~ tel que

L’inégalité ii) nous dit que

Ainsi si I ~  dMin(n,m) ~ @ puisque
daff (I) contient dans la somme qui le définit le degré de toutes les com-
posantes irréductibles de I (éventuellement répétées plusieurs fois) ainsi que
celui de certaines composantes immergées de I. On notera que dans (2.11)
le degré de chacune des Zi, , i’ E A’, contribue à améliorer l’estimation.
Le degré d’une variété projective V qui s’interprète aussi comme la mul-
tiplicité à l’origine du cône c(V) c k n+l construit sur V, est une mesure
de la singularité à l’origine de ce cône. On peut donc dire que la singu-
larité éventuelle à l’origine de chacun des cônes c(Zi, ), i’ E A’, diminue la
complexité du problème de la représentation 

Pour avoir égalité entre les deux termes extrêmes de (2.11) il faut

avoir I = kn[X] et A~ - = 1. Ce qui
signifie que Zi, - Zred est lisse et irréductible et même un sous-espace
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linéaire de la condition e, = 1 s’interprétant comme une condition de
transversalité avec l’hyperplan à l’infini.

Si l’on part avec des polynômes de degrés distincts deg pi = di, 
... ~ = d, le résultat s’applique néanmoins aux p. avec les invariants

associés à m combinaisons linéaires

pourvu que la matrice (ai,j) E soit telle que Vi, deg pi - d. Les
invariants S(ipl), ne dépendent pas des combinaisons linéaires
choisies pour peu que l’on respecte la condition précédente.

Si l’on travaille directement avec les invariants associés à ~P et Ip le
théorème 2.1 devient :

THÉORÈME 2.1’. - Soient k un corps algébriquement clos, I C 
un idéal et pl , ... , pm un système de générateurs, di - deg pi, dl - d2 
... ~ (éventuellement I = 

i) Pour tout q E I, il existe une identité

et Max s (Îp) Max (d, deg q + voo(Jp))’

iii) Soit V = V(I) = {.r 0, 1 ~ i  m}. Si k est munie
d’une valeur absolue Il : k -7 [0, Il existe une constante c &#x3E; 0 telle

que

La seule différence avec le théorème 2.1 réside dans le fait que
dans ii) nous ne savons pas comment intervient s(Ip). Cette majoration
peut être moins précise que celle fournie par le théorème 2.1 lorsque
s(Ip)  Min(n, m). En tout cas, puisque dans 2.1 ou 2.1’ on a toujours
s(Ip) x Min(n + 1, m), nous obtenons bien :
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COROLLAIRE 2.2. - Soient k un corps commutatif quelconque et k
une clôture algébrique de k. Considérons I c un idéal et I sa clôture

intégrale (éventuellement I = Pour tout système de générateurs
p 1, ... , pm , di = deg pi, d2  ... ~ = d, on a

1) Si m - n. Pour tout p E I, il existe une identité

avec m deg p + m(dl ... dm - 

2) Si m &#x3E; n. Pour tout p E I, il existe une identité

avec Max deg (qipi) - (n+1) deg p~-(n-+-1)

En effet 1) est donné par 2 . l’ et 2) par 2.1 et 2 . l’ .

Nous rappelons maintenant quelques éléments nécessaires à la preuve
du théorème 2.1. Nos références sont [Re], [NR], [HIO], [LT], [Te2].

3. Clôture intégrale des idéaux et éclatement normalisé.

DÉFINITION 3.1. - Soient R un anneau commutatif unitaire et

n0153therien, I un idéal de R. Un élément x e R est dit entier sur I si

et seulement si il existe une relation

L’ensemble de tous les éléments de R entier sur I est un idéal I de R,
appelé clôture intégrale de I. Si S’ est une partie multiplicativement fermée,
I.Rs = I.Rs.

Pour J C I un autre idéal, on dit que J est une réduction de I, si et
seulement si il existe l C N* tel que

Si I n’est pas constitué entièrement de diviseur de zéro, ceci équivaut au
fait que J = I. Par ailleurs, pour tout JP est une réduction de IP.
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Une réduction de I qui n’admet pas de réduction stricte est dite minimale

(cf. [HIO], chap. I).
Maintenant si (R, m) est un anneau local de corps résiduel k, on

appelle « analytic spread» de I l’entier

où Dim désigne la dimension de Krull est l’éclatement de centre I de

R (voir [HIO]). On a

s(I) est le nombre minimal de générateurs de n’importe quelle réduction
minimale de I (cf. [NR]). Si k est infini et k R, on sait en outre (cf.
[NR] th. 1 p. 153) que pour I = combinaisons linéaires

«générales» des ui engendrent une réduction minimale de I.

L’appartenance d’un élément à Î, se vérifie souvent à l’aide du critère
valuatif de dépendance intégrale :

THÉORÈME 3.2 (cf. [HIO] p. 23-25). - Soient R n0153therien, I C R.
Pour f E R les propriétés suivantes sont équivalentes :

ii) Pour toute valuation discrète 2 v : R -~ N U on a

De plus, il existe un nombre fini de valuations discrètes vi , i e A’,
telles que f E I si et seulement si vi ( f ) &#x3E; Vi (I), pour tout i E A’.

Observons de plus près ce que nous dit le dernier point. Pour cela
posons :

ùi étant une valuation discrète, Pi est un idéal premier de R, Qi,k est Pi
primaire et évidemment P~ C Qi,k. Par conséquent le dernier point du

2 Ou «fonction d’ordre».
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théorème 3.2 nous donne une décomposition primaire de Î :

Cette décomposition primaire peut être redondante i.e. Pi - Pj avec i 54 j.
De la même façon pour tout k E N* :

- . 1

Ce sont en effet les mêmes valuations qui interviennent pour I et Ik (cf.
par exemple [HIO] §15 et 16 ou [R]).

Le théorème de J. Briançon - H. Skoda [BS] sous la forme démontrée
en 81 par J. Lipman -A. Sathaye [LS] dit que si R est noethérien régulier
de dimension n :

avec pour « versant » local régulier

La connaissance de ces valuations est donc déterminante, car elle fournit
un critère d’appartenance à I. Il se trouve qu’on sait depuis le travail de
M. Lejeune - B. Teissier ([LT]) comment s’incarnent géométriquement ces
valuations. Dans [LT], les auteurs précités ont étudié la notion de clôture
intégrale des idéaux en relation avec les inégalités de Lojasiewicz, dans
le contexte des espaces analytiques complexes. Leurs résultats sont en
fait valables mutatis-mutandis pour les schémas de type fini sur un corps
algébriquement clos quelconque. 3

Nous utiliserons les deux résultats suivants de [LT] ou [Te2]. Le second
détermine exactement ce que sont les vi .

THÉORÈME 3.3 (cf. [LT] th. 2.1 p. 10 ou [Te2] chap 1 prop. 1 et coroll. 2,
cf. aussi [H] §7). - Pour k algébriquement clos, soient R = ..., Xn]
(resp. R

3 À proprement dit dans [LT] est utilisé un argument de désingularisation à un
point précis de la preuve du critère valuatif p. 12. Cet argument est inutile et est repris
dans [Te2] simplement par mise en position de Noether et ceci peut évidemment se faire
pour tout corps algébriquement clos.
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(pl,...,p,) un idéal de R. Pour p e R, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

ii) (critère val uatif de dépendance intégrale) Vp(t) = (pi (t) ..., pn (t)) E

iii) (critère métrique de dépendance intégrale) Si k est muni d’une valeur
absolue 11 : k --- ~0, -~oo~ non triviale

Resp . si 1

Considérons maintenant ,S’ un schéma algébrique sur k, ,S’ normal. Si

,7 est un faisceau cohérent d’idéaux de Os, on peut définir un faisceau
cohérent d’idéaux J de OS tel que

ceci grâce à la commutativité des opérations de clôture intégrale et de
localisation.

Soit maintenant II’ : X’ &#x26; X -!l S’ l’éclatement normalisé de centre
,7, i.e. II est l’éclatement de centre :1 et N est la normalisation de X. On
a (cf. [LT] prop. 3.3 p. 23) II’ est S-isomorphe au morphisme canonique

Soient Z le sous-schéma de S défini par J et Y’ = H 1-i (Z). Con-
sidérons comme au §2 la décomposition de Y’ en composantes irréductibles
i.e.,

et soit

Remarquons aussi que X’ étant normal donc régulier en codimension
1, est un anneau de valuation discrète et qu’il définit donc une

z

valuation que nous noterons Ainsi

où est l’idéal maximal de 
2 2
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Maintenant si 0 est un sous-faisceau d’idéaux inversibles de Os,
posons pour i’ E A’ :

Notons Pi, le sous-faisceau d’idéaux de Ox, définissant Egl. En
utilisant le théorème de structure des anneaux locaux complets réguliers
d’égale caractéristique [M], et des propriétés élémentaires de la longueur,
on peut voir que pour ~2, point suffisamment général de Yi; on a :

où " désigne la complétion adique pour l’idéal maximal.

On a alors le théorème suivant :

THÉORÈME 3.4 (cf. [LT] 2.1 p.10, 4.1.6 p. 28, 7.2 p. 55). - Les
propriétés suivantes sont équivalentes, pour un faisceau d’idéaux inversibles
F de Os :

2) Pour tout morphisme 1-l’ : X’ ~ S tel que II’ soit propre birationnel
et surjectif, X’ normal et J.0x, inversible, on a c J.Ox,.

3) La propriété 2) est vraie pour l’éclatement normalisé de centre J,
H’ 1 X’ - S.

4) Pour tout i’ e l1’, vi~,x~ (.~) &#x3E; 
De plus pour on a C Jb si et seulement si 

On notera que le dernier point nous dit que les Vi’ ,X’ incarnent

exactement les valuations dont nous avons parlé plus haut. Nous avons
énoncé le théorème 3.4 en termes de faisceaux mais une rédaction « algèbre
commutative» est bien évidemment possible. En termes analytiques,
vi,x, (F) est simplement l’ordre auquel s’annule f o Il’ en un point général
y2, de pour f un générateur quelconque de 



722

4. Preuve des théorèmes 2.1 et 2.1’.

Nous prouvons maintenant le théorème 2.1. Nous indiquerons succes-
sivement en remarque les modifications à apporter pour obtenir le théorème
2.1’.

Soit I c un idéal quelconque, éventuellement I = 
Soit pi,... ,Pm un système de générateurs de I et supposons d = deg pi .
Pour simplifier les notations du paragraphe 2, nous noterons J, s, daff, V.
ce que nous avions noté Jp, s(Ip), daff (I), Le lemme suivant n’a

pleinement d’intérêt que si s  Min(m, n) (on a toujours s  Min(m, n+1)).

LEMME 4.1. - Il existe s combinaisons linéaires des pi,

telles que si r2(Xo, ... Xn) _ Xn) désigne l’homogé-
néisé de et 1 le sous-faisceau cohérent d’idéaux de Op.
défini par les fi, on ait :

ii) L’éclatement normalisé de P’ de centre J est pn-isomorphe à celui
de centre I.

Preuve.

ii) résultera de i). En effet les éclatements normalisés en question sont
respectivement isomorphes à Proj et Proj Or i) nous
assurera que Vl &#x3E;, 0 Il = Jl. Pour obtenir i), il suffit de voir qu’on peut
choisir des (Ài,j) ixixs tels que : b’x e Pk, Ix soit une réduction de Jx’
Soient des tels que si ri on ait deg ri = d.

ixjxm 
’ ’

Si J = (rI,..., les résultats de [NR] (§5 th. 5.1)
nous assurent que si les Ai,j sont suffisamment généraux alors J est une
réduction de 7. Par conséquent, pour tout j, 1  j  m, on peut trouver
une relation de dépendance intégrale

où
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Les Pj, fj étant homogènes de degré d on a

Maintenant si x E Pk, écrivant la relation induite par (4.2), on obtient
que ,~x C Ix. Donc Ix est bien une réduction de Jx.

Notons maintenant N, b E N*. Soit alors p e 7,
désignons par p(~o? ’ - ’ ? xn) son homogénéisé puis posons

Ainsi degp + b = Max(d, deg p + 
Désignons enfin par Jb l’idéal de I~~~xo, ... , x~~~ engendré par

). On a alors le lemme suivant :

LEMME 4.2. - p(xg,..., est dans la clôture intégrale de

Preuve. - Le critère valuatif de dépendance intégrale nous dit

qu’il suffit de vérifier que pour tout 0(t) = 
= 0 on a

Ceci se réécrit, en posant == 
@

ou encore

1 1 
- v- . 1 Il i -. - " , 

- 

J 1- 1 1 1

Maintenant, soit i, 0 , i  n, tel que ordt pi - Minoj ,, ordt pj . Posons
0(t) = et x = [0(0) : 81 (o) : ... : le point de pn correspondant.
Par homogénéité des polynômes, (4.5) est équivalente à
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Comme par construction b deg p + a’ &#x3E; db, ceci sera garanti par

Désignant par (pb xg’) x l’idéal de °lPn,x induit par Il nous suffit

donc pour conclure d’avoir

Or (4.8) est vraie par construction. En effet désignons par P le

sous-faisceau d’idéaux de Opn défini par p (resp. par Xo), il s’agit de voir
que

Pour cela le théorème de [LT] rappelé en (3.3) nous dit qu’il suffit de vérifier
que

Or pour i’ E 

Si maintenant i’ E Aâff, posons toujours A~ = Uo = ~ ~x~ E 0) .
Alors

est l’éclatement normalisé de Uo de centre (i.e. I). Par conséquent,
puisque p E I :

Mais puisque (P) et vi, , x, (:1) se calculent en un point assez général
de Y2; (donc de Yi; n Xi), on a pour i’ e 

Nous pouvons à présent prouver le point i) du théorème 2.1.
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Le théorème de J. Briançon - H. Skoda, sous la forme démontrée par
J. Lipman et A. Sathaye [LS], nous dit qu’il existe des Xn ) E
1~[[Xo, ... , X~]] tels que

et par suite des tels que

Mais 1~~~Xo, ... , Xn]] étant fidèlement plat sur k[[Xo, Xf, ..., 1 X., 11 (par
application évidente du critère local de platitude), on peut prendre les
bj dans , 1

Par homogénéité, on peut ne retenir des hj que leurs composantes
homogènes de degré en X :

On a donc une identité dans

avec Max deg x s deg p + s a’ .

Faisant Xo = 1 et Yi = X b dans cette identité, on a donc

avec Max deg h j deg p + s fl/ .
Or s deg p + a’/b = sMax(d, degp + le point i) est donc prouvé.

Remarque 4.1. Dans le cas du théorème 2.1/, le lemme 4.1 est

inutile. On prouve ensuite le lemme 4.2 avec Ib l’idéal de 

engendré par les Pi(X8, X b, ... , la preuve est identique ainsi que la fin
du point i).

Nous prouvons à présent le point iii) du théorème 2.1. Pour cela, étant
donné i’ e notons Vi, = Zi, n Uo C kn , PI, C kn[X] l’idéal premier
correspondant, di = deg P’, = k(w1, ... , ws2 )

2~ 
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où si, = et w1, ... , sont des combinaisons linéaires généralesp,
des X j . 

Il est classique (cf. par exemple [JKS] lemme 8 p. 815) que si A c kn
est irréductible de degré 1, on peut trouver un nombre fini de polynômes
gk, chacun de degré au plus 1 tels que gk E I(A) et

Appliquons cela à chacun des il existe donc des polynômes de degré au
plus di,, gi’,l, ... , tels que

Notons alors l’homogénéisé des gi,,j et posons pour tout

Soit lj = deg gj = 

D’autre part puisque V = U2’EA’ aff v’, on a

Notant toujours v,, - a/b, puis désignant par Qj le sous-faisceau d’idéaux
de Opn. défini par le résultat précité de [LT] nous dit que

En effet, soit i’ E A~. Si i’ e on a

D’autre part, si i’ E 

car par construction 1
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Maintenant comme pour x e on déduit de

(4.13) l’existence de constantes cj telles que

En effet, (4.14) est équivalente à

qu’il suffit par homogénéité d’obtenir pour llxll assez petit.
La comparaison des critères valuatifs et métriques de dépendance

intégrale nous dit qu’il suffit de comparer, pour tout p(t) E k[[t]]"+ , telle
que p(0) = 0 les ordres en t des deux membres de (4.15) composés avec p.

Or en posant 0(t) = p2( t) , où i est tel que ordt p2 = Minonordt pi(t),
on est exactement ramené à (4.13) vue sous forme valuative au point
1°0(°) ’ °1 (°) ’ ° ° ° ’ °n(°)1 °

Maintenant faisant xo = 1 dans (4.14) on obtient

car h  Puis comparant avec (4.12), on obtient l’existence d’une
constante c &#x3E; 0 telle que

Ce qui est bien le résultat désiré.

Remarque 4.2. - La preuve dans le cas de 2.1’ est identique. On écrit

l’inégalité (4.14) sous la forme

et (4.15) sous la forme Vx e 
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qui est équivalente à (4.13).
Nous prouvons à présent la majoration du point ii). Pour cela, notons

II : X - Pk l’éclatement de centre J, Y = (défini par J.0x) et
considérons sa décomposition en composantes irréductibles

(4.17)

Puis posons

(4.18)

Notons enfin

(4.19) mi = = 

Ainsi Y = P (CzP’) est le projectivisé du cône normal, de Z dans

I~n et LiEA mi est donc le diviseur de Weil associé à 

LEMME 4.3. - On a

Preuve. - Soit N : X’ --&#x3E; X la normalisation. Pour tout i’ E A’,
= Yi pour un certain i, et donc Zi, = Zi. Posons pour i E A :

On a alors

où (Resp. est le corps des fonctions de Y; (Resp. Yi ) et

~ : ~ ] le degré de l’extension en question. En effet, ayant remarqué que X
est irréductible et réduit (car P’ l’est) et que J.0x,y est engendré par
un élément a sur un ouvert affine par lequel on calcule mi, (4.20) est la
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traduction dans nos notations d’une propriété bien connue des fonctions
d’ordre (cf. [F] ex. 1.2.3 p.9). Ainsi comme pour i’ E Ai, Zi, = Zi on a

Donc si li = R (Yi)], on a

Par conséquent

Ayant fait cette remarque, la majoration de ii) relève de la théorie
de l’intersection telle que développée par W. Fulton - R. MacPherson.
Puisque Y = les Zi, i e A, sont exactement les sous-variétés
distinguées de cette théorie et les mi les "multiplicités" correspondantes. (À
la seule différence que dans [F] on considère plutôt que P (C z pn)).
On dispose en particulier de l’important résultat de positivité suivant :

THÉORÈME 4.4 (Théorème de «Bezout raffiné » [F] th. 12.3 p. 223 et [F]
ex. 12.3.3 p.224). - Soient Vl , ... , Vr des sous-schémas équidimensionnels
de P’. Supposons

Soit Zi, i e A, les sous-variétés distinguées de l’intersection et

la décomposition canonique, ai E Al (Zi). Alors ai est représenté par un
cycle positif sur Zi,

etona
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Ceci s’applique en particulier pour r  n hypersurfaces de De plus
si Hl, ... , Hn sont n hypersurfaces de P’ , di = deg (Hi), ...  dn
on a

La dernière assertion est l’exemple 12.3.3 p. 224 de [F] dans lequel
nous avons fait r = n et pris pour V = 

On notera que ce théorème ne nécessite pas d’hypothèses d’intersection
propre et que la partie deg ( Zi ) ne dépend que du cône normal de
Z dans P" .

Ceci achève la preuve du théorème 2.1 (resp. 2. l’ ) dans le cas où s  n
(resp. m  n pour 2.1’).

En effet, pour le théorème 2.1, le lemme 3.1 nous dit que l’éclatement
normalisé de centre y est le même que celui de centre I. Par conséquent,

Le théorème de Bezout raffiné appliqué aux s hypersurfaces Hl,..., HS de
P’ définies par le lemme 3.1 donne le résultat car

Dans le cas du théorème 2.1’, on applique directement le théorème de

Bezout raffiné aux m-hypersurfaces définies par les pi on a donc

Si m &#x3E; n ou si s = n + 1 , on contourne la difficulté de la manière qui
suit : ’

On considère m - n variables supplémentaires Yl, ... Ym-n et on

regarde nos polynômes fij (Xo,... Xn) comme des éléments de Xn, i
yl, ... Ym-n~.

Désignons par JC le sous-faisceau d’idéaux de Opm défini par les fij vus
comme éléments de k[X, Y] et par W - I~m le sous-schéma correspondant.
L’effet sur le cône normal Cw pn est élémentaire. En effet, si Zi était
défini par le premier homogène I(Zi) C l~~Xo, ... , Xn], la sous-variété

correspondante Wi est définie par I(Zi) C k[X, Y] et donc

et les multiplicités rrti restent inchangées.
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Le théorème de Bezout raffiné appliqué aux m-hypersurfaces de 
Hl, ... , définies par les pi donne

donc a fortiori

Le cas s = n + 1 est similaire.

Remarque 4.3. - Pour Vl , ~ ~ ~ , Vr des sous-schémas de P’ régulière-
ment plongés (i.e. localement intersections complètes), en particulier pour
des hypersurfaces de P’, le produit d’intersection peut se calculer

par le diagramme

selon la procédure décrite aux chapitres 6 et 8 de [F].

5. Conséquences.

Concernant le Nullstellensatz effectif nous avons en fait obtenu le

résultat suivant :

THÉORÈME 5.1. - Soit k un corps algébriquement clos et pl (X), ... ,
e sans zéros communs. Désignons toujours par p2 (Xo, X)

les homogénéisés des pi, Jp le sous-faisceau d’idéaux de Opn défini par

les pi et Zp le sous-schéma associé. Soit enfin ( e", ~, )
défini comme au §2 par l’éclatement normalisé de centre Jp et s = s(Îp)
"l’analytic spread" de îp = (Pl,... pm)~~~Xp, ... , Xn]] .

1) Pour toute identité

on a Max deg (qipi) &#x3E;, 
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2) Il existe une identité

avecmax deg(qlpi) - Min(n + 

4) Soient Vl, .... Vr des sous-schémas de pn, localement intersections
complètes tels que Zp= on a

Preuve. - Seuls les points 1 ) et 4) n’ont pas encore été prouvés. Pour
le point 1), considérons une identité

Désignant par Qi (Xo, ... , Xn ) E 1~ ~Xo, ... , Xn] l’homogénéisé de qi, on peut
réécrire ( 5.1 ) en

Ainsi en posant r = Max deg(qipi), on a

Désignant toujours par ?-Lo le sous-faisceau d’idéaux inversibles de 

défini par Xo on obtient donc

Par conséquent d’après le théorème de M. Lejeune et B. Teissier précité au
§3 on a
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Or

(5.6)

donc

Nous prouvons à présent le point 4) dont la preuve est similaire à
celle du ii) des théorèmes 2.1 et 2.1’.

Considérons comme au §4 les mi, Zi, i E A définis par le cône normal
de Zp dans Pn (cf. 4.18 et 4.19). On a

La deuxième inégalité étant fournie par le lemme 4.3. Soit alors

Si 1 &#x3E; 0 , le théorème de Bezout raffiné donne

et donc le résultat désiré.

Si l  0, on se ramène à la situation précédente en rajoutant -l
variables. On considère le sous-schéma Wp de P’-’ défini par les pi vus
comme éléments de k[Xo, X 1, ... , X n , Yi , ... , Y ainsi que les sous-schémas
Uk de P’-’ correspondant aux Vk après augmentation des variables. On a
alors

Cette opération n’affecte pas le degré des variétés distinguées Wi qui en
résultent ainsi que les m2 comme on le voit en explicitant la définition des
cônes normaux respectifs de Zp dans P’ et de Wp de P’-’. On applique
alors le théorème de Bezout raffiné aux Uk et Wp dans P’-’. On a donc

ce qui donne bien le résultat désiré grâce à (5.8).
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Remarque 5.1

1) On peut dire par comparaison des points 1) et 2) du théorème
précédent que c’est Max(d, qui mesure la complexité en degré du
théorème des zéros effectifs pour un système de polynômes pi, ... sans

zéros communs.

2) Le facteur s(IP) qui empêche l’égalité entre la partie minorante et
la partie majorante du théorème est dû au fait que Ip n’est pas en général
intégralement clos. Si Ip est intégralement clos, ce facteur est inutile car
alors il n’est pas nécessaire alors d’appliquer le théorème de Briançon -
Skoda de [LS] pour obtenir l’identité de 2). Il est naturel de se demander si
lorsque = di ... dm alors 4 n’est pas obligatoirement intégralement
clos. Un tel résultat permettrait d’éliminer dans le cas résiduel où les

di sont égaux à 2.

3) peut être très petit devant 6TB une classe importante
d’exemples est fournie par le théorème 5.2,  d. Soit 1) E A~,
qui calcule on a en fait,

4) L’application de [EL] donne, dans le cas du Nullstellensatz effectif
classique pour k = C, une identité de Bezout avec Max(degpiq2) 
min(m, n+ 1 )Max(d, aoo) où aoo = Ceci est moins précis que
notre majoration car d’une part v,,,,, = et d’autre

part la partie minorante du théorème 5.1 résulte de la considération des

ei, . Il peut sembler au premier abord que aoo et sont des invariants

de même nature géométrique. Ceci n’est que partiellement exact. En effet
N est une mesure de la «multiplicité maximale» de ,7~ tandis que
Q+ est une mesure du « contact » ou de la «séparation» entre Jp et

l’hyperplan à l’infini. Il n’y a en général pas de raison pour que se soit le
même i’ ou la même sous-variété distinguée qui calcule les deux maximum.

Nous précisons maintenant quelques points concernant les inégalités
de Lojasiewicz globales. Lorsque le corps k est munie d’une valeur absolue,
la nature de v~ apparaît peut-être plus clairement grâce aux points 3)
et 4).

THÉORÈME 5.2. - Soit k un corps algébriquement clos muni d’une
valeur absolue non [0; -1-00~. Considérons I = (Pl,... C

/ Pi (X) == 0, 
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1) Il existe une constante c &#x3E; 0 telle que

De plus si Zp = ou les v2 sont des sous-schémas localement
intersections complètes de rn, on a dtot deg ~i ~

3) Si V(I) est au plus 0 dimensionnel, l’inégalité 1) est la meilleure
inégalité possible à l’infini. En effet, il existe K, C &#x3E; 0 et a &#x3E; 0 tels que

si et seulement si a.

4) (Caractérisation de la propreté métrique) L’image réciproque de
tout ensemble borné de km par (p) == (pl, ... , p~.,-L) : ~n ~ A;~ est encore un
ensemble borné de A;~ si et seulement si V est au plus 0 dimensionnel
et  d, où (p’) = (p1, ... , p~.,.t) sont m-combinaisons linéaires

générales des pi.

5) Si V(I) est au plus 0 dimensionnel,

où J est engendré par n combinaisons linéaires générales des pi.

Avant de prouver le résultat précédent, énonçons un corollaire qui
améliore et généralise le théorème 7.3 de [CKT]. Si V est au plus 0 dimen-
sionnel on appelle exposant de séparation à l’infini de (p) == (pl , ... , Pm) le
plus grand nombre réel s tel que pour Ilxll assez grand on ait une inégalité

Nous noterons ce nombre qui ne dépend en fait que de ( p’ ) -

(p~,... ,p~). (Le membre de gauche de l’inégalité (5.11 ) ne dépendant qu’à
une constante près de la combinaison linéaire générale des pi choisie.)
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COROLLAIRE 5.2.1. - Si V est au plus 0 dimensionnel on a

où J est un idéal de engendré par n combinaisons linéaires générales
des p2.

Remarque 5.2. - Le résultat 7.3 de [CKT] est dans le cas k = C,

Ce résultat est donc légèrement amélioré par 5.2.1 (cependant strictement
si m &#x3E; n) et est donc valide aussi en caractéristique positive.

Preuve de 5.2.1. - On a pour llxll assez grand,

d’après le point 3) du théorème 5.2. Or d’après le point 5),

Preuve de 5.2. - Le point 1) a déjà été prouvé. Dans le point 2) seule
la majoration deg Vi n’a pas été entièrement prouvée.
C’est en fait ce que nous avons vu dans 5.1 point 4), puisque la preuve que
nous avons donnée n’utilise pas I = (cf. (5.8)). Concernant le point
3) si V = Qs, = 0, et si V est zéro dimensionnel assez grand

On a donc dans les deux cas une inégalité

Réciproquement supposons que pour llxll assez grand on ait une inégalité

où a est un nombre réel nécessairement positif. Le fait que a

résulte du lemme suivant :
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LEMME 5.2.2. - Il existe un ensemble non borné de kn sur lequel

Preuve. - Considérons la décomposition en composantes irréducti-
bles de (défini par 

(les ~, ~ E sont par construction des composantes irréductibles de

II,_1(H~)).

Soient alors 1) un indice de 11 qui réalise i . e v (,7p ) = ’ .C)O 

e1 Il 
*

En un point assez général de

on a comme en (3.7) un isomorphisme :

où est le sous-faisceau d’idéaux de Ox, définissant Q§1 . Notons aussi
qu’en un tel point 

00

Soient alors II’ (y2, ) = ai, et le « germe de courbe formelle »00 00

où la dernière flèche est l’application de ~[[~,L~...,L~]] dans k[[t]],
t ~ t, Ui - 0 pour 1 ~ 2.
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En numérotant les coordonnées dans An de telle sorte que ai~ e

( [x] E pnlXI =1= 01, la traduction en coordonnées locales de (5.14) est

En tronquant les à un ordre assez grand, on obtient donc des
tels que

Par conséquent pour tout t E k*, tel que Itl soit assez petit on a :

Par conséquent l’ensemble des x (t) = ( 1 /po (t), p2 (t) / po (t), ... , 
obtenus pour Itl assez petit satisfait les conclusions du lemme 5.2.2.

Prouvons maintenant le point 4). Supposons p : Â~ métri-

quement propre ou ce qui est équivalent p’ : km métriquement
propre, les p’ étant m-combinaisons linéaires générales des pi. Puisque
p-1 (o) - p ~(0) est borné, il est au plus 0 dimensionnel. D’autre part,
d’après le lemme 5.2.2, il existe un ensemble non borné de kn sur lequel

Par conséquent  d, sans quoi serait borné sur un
ensemble non borné de kn, ce qui contredirait la propreté métrique.

Réciproquement supposons V au plus 0 dimensionnel et v~ (Jpl)  d,
on a alors d’après 3) pour x assez grand



739

Par conséquent E Ii,,,, tend vers l’infini lorsque Ilxll tend vers

l’infini et donc (p’) est propre.

Prouvons à présent 5). Considérons toujours m combinaisons linéaires
générales des pi. D’après les résultats précités de [NR] on peut (quitte à
renuméroter) supposer qu’en tous les points de V = Y(I) - {~i? -. 
(p’, est une réduction minimale de D’autre part
on a par application du point 3) à p1, ... , pn :

où Ip, est le sous-faisceau cohérent d’idéaux de défini par les pi , ... , 
Mais maintenant puisque la meilleure inégalité à l’infini pour pi, ... , est

obtenue d’après 3) pour on a donc

Il suffit donc de majorer Soit J = (p~,...,p~) l’idéal de 
engendré par p~,...,p~ et soit 1 ) qui réalise Le’ =

où mioo est la "multiplicité" attachée à par l’éclatement de

centre Ip, (cf. lemme 4.3). D’autre part, 

d’après le théorème de Bezout raffiné où les mi, i E A sont définis comme
au §4 (cf. 4.19) par l’éclatement de centre Ip, et Aaff - fi E 
Zi ¢ 

Pour conclure au point 5) du théorème 5.2 il suffit de voir d’après
(5.16) et (5.17) que

la dernière majoration du point 5) étant simplement que dim 

puisque J C I.



740

Dans le cas considéré puisque V(J) est 0 dimensionnel, les Zi, i E

sont simplement les points de V(J). Mais

pour i e 

Par conséquent les mi, i e Aaff, se calculent simplement par

l’éclatement de de centre J. Le diviseur exceptionnel de cet

éclatement est

Mais pi , ..., p~ est une suite quasi-régulière de kn [X] (cf. par exemple [M]
pour une définition). 4 En effet, elle a n éléments et en chaque point a de
V(J), elle est régulière dans car

Par suite J Ul, ... , U.,.t. Les Yi, i E Aaff sont donc les

~ ai ~ x pn-l où les ai sont les points de V(J) avec pour mi correspondant

où ma2 est l’idéal maximal de k[X] correspondant à ai.
Or c’est un exercice d’algèbre commutative de montrer que

Nous donnons maintenant un résultat concernant la version «Prime

Product » du Nullstellensatz (cf. [B2]) encore appelé théorème de Bezout
algébrique. Pour formuler cet énoncé, nous reprécisons quelques notations.
Soit I un idéal de et Zo le sous-schéma de Ak défini par I. Nous
noterons comme précédemment par :

(5.3.1) Uo (Resp. II’ : Xo -~ A’~) l’éclatement de
centre Zo (resp. l’éclatement normalisé de centre Zo).

(5.3.2) Yo - le projectivisé du cône normal de0
Zo dans An ( Resp. Yô = 

4 Ceci équivaut au fait que pi p1 n est une suite régulière dans tout localisé
kn [XI..
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] le cycle fondamental de Yo.
le cycle fondamental de Yo.

(munis de leur structure
réduite) .

Les Z:, ,0 (resp. Zi,o) sont la même chose que les Zi,,o n Uo (resp.
zil,o n Uo) précédents. La collection des Zi,,o est la même que celle des Zi,o
mais avec une indexation différente et des redondances qui peuvent différer

(il y a en général plus de Zb,i’ que de Zo,i car V( /) = Yo,i pour plusieurs
Z E aff’

Notons 7i,..., Pl les idéaux premiers de avec 

définis par la collection des Zo,i (où des Zb,i’)’ Ces idéaux premiers sont
donc canoniquement associés à I par le cône normal de Zo dans Par

ailleurs, si s est un entier désignera la sième puissance symbolique de
l’idéal premier considéré. Puis posons :

THÉORÈME 5.3. - Soit I un idéal de 

4) Pour tout système de générateurs de I = (pl , ... , ,Pm) on a :

où deg pi = di et dl  ... ~ 

Bien entendu si I est homogène, les Pi sont des premiers homogènes.
Par rapport au résultat de [B2] nous perdons un petit peu en « quantité » à
cause de la présence du facteur n mais nous gagnons en «qualité» puisque
les idéaux premiers obtenus et les rt, r’ sont canoniquement associés à I et
ne dépendent pas des générateurs. Par rapport à [EL], l’assertion obtenue
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est une version, pour un corps de caractéristique quelconque et un idéal
non nécessairement homogène, de l’exemple 1 p. 432 de [EL].

Preuve de 5.3. - Le théorème résulte assez simplement des tech-

niques précédemment utilisés. En effet pour f E kn X] et i’ e posons :

faisceau d’idéaux de engendré par f.

Pour parler analytiquement, vi, (f ) est l’ordre auquel s’annule « f oII’ »
en un point assez général de Egl o .

D’autre part, pour i’ e et a E N*, notons

D’après les résultats précités de [LT] et [LS]*, on a

D’autre part, soit

Your chaque t, 1  t # 1, on a si 2’ E 

où Mx’ Y’ est le maximal de C~X~,Y~ ~ . Par conséquent pour f E
0’ 0..,/ 0’ 1 o.z, 1

donc d’après (5.21), C In C I.

Les points 2) et 3) résultent du fait que pour t, 1 - t  1, on a rt.

En effet si i’ E A~ calcule r§ , on a N(Yô,2,) = Yo,i pour un certain i e At.
Par conséquent mi, d’après la formule (4.20) vue dans le lemme 4.3.
Par suite rt &#x3E; mi, = r§ .

Le point 4) est donné par le théorème de Bezout raffiné. En effet
comme au §4 on a

* 
Nous utilisons cette fois le théorème de Briançon-Skoda sous forme globale i.e.

pour un anneau noethérien régulier non nécessairement local.
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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où A est déterminé par le cycle fondamental (tout entier) de 

Enfin le membre de droite de (5.22) se majore par le théorème de
Bezout raffiné tel que rappelé en 4.4.
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