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INTÉGRALES ORBITALES SUR GL(JV)
ET CORPS LOCAUX PROCHES

par Bertrand LEMAIRE

Introduction.

Soient -F un corps local non archimédien, wp une uniformisante de
F et N un entier ^ 2. On note Op l'anneau des entiers de F et Pp
l'idéal maximal de Op. Soit G = GL{N) et soit Kp = G{0p) le sous-
groupe ouvert compact maximal standard de G = G,(F). Si F est un
sous-groupe ouvert compact de G, on note HÇG^T) l'algèbre de Hecke
des fonctions complexes r-biinvariantes à support compact sur G munie
du produit de convolution défini par la mesure de Haar dg = dgp sur G
telle que voïÇKpydg) == 1. Soit Bp la sous-algèbre d'Iwahori de M(N, Op)
formée des matrices triangulaires supérieures modulo Vp et, pour chaque
entier i ^ 1, soient Bp = 1 -h ^p^F 1e sous-groupe de congruence
modulo Pp de Bp = B^ et Up = HÇG.Bp). Soient F7 un corps local
non archimédien et r un entier ^ 1. Supposons donnés un isomorphisme
d'anneaux A : O p / P p —)> ^ F ' / P p i et une uniformisante wp' de F ' telle
que \{wp moà-Pp) == wpi modP^/. Alors la description explicite de
T~ip donnée par Howe [Ho] permet de définir un isomorphisme d'algèbres
C '- T~i^ —^ Ti-^^ cf. [Le] Chap. 1. La dépendance de Ç à l'égard des choix de
A, wp, ̂ p1 est élucidée dans [HH] Appendix 1.

Soit Ge C G l'ouvert des éléments elliptiques (i.e. de polynôme
caractéristique irréductible sur F). Pour y ç. Ge et / : G —> C localement
constante à support compact, soit

J°(f,y)= ! f^yg)^-
J^x\G? UZF^\G

Mots-clés : Algèbre de Hecke - Intégrale orbitale - Corps locaux proches.
Classification math. : 22E50.
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où dz = dzp est la mesure de Haar sur F^ telle que vol(0^,cb) = 1.
Pour chaque entier i ^ 1, soit Kp = 1 + WpM^N.Op) le sous-groupe
de congruence modulo Pp ^e ^- Fixons un entier n ^ 1. Dans A
submersion principle ând its applications [HC2], Harish-Chandra, grâce
à une ingénieuse formule pour les intégrales orbitales elliptiques sur G,
prouve la constance locale de l'application

Ge^^(<W)*, y ^ J 0 ^ ) .

C'est cette formule que nous reprenons ici pour transporter les intégrales
orbitales elliptiques de G(-F) à GÇF'). Précisément, fixé un élément 7 € Gç,
en position standard (i.e tel que le sous-groupe parahorique H de G
normalisé par F[^}x satisfait la double inclusion Bp C H C Kp), on
produit un entier r(7,n) ^ n et un voisinage ouvert compact Bp'^^-
biinvariant V = V(7,n) de 7 dans Ge tels que si r ^ r(7,n), alors pour
toute fonction / e H(G,K^),

^(J?/)(C(/),7/)=^W(/,7)

pour tout Y e V / C G(F')e où ly/ = C(lv)• L'idée consiste à étudier
localement, grâce aux techniques de [BK], la submersion Çp : G x P —>
G^ (ôSp) ^ P~17ôfP5 où P est un sous-groupe parabolique de G. Injectée
dans la formule d'Harish-Chandra, cette étude conduit à un calcul explicite
des intégrales orbitales J°(f^), / e HÇG.K^).

Enfin, par un argument classique de descente des intégrales orbitales,
on étend le résultat à tout élément 7 € C? semi-simple (au sens de [B] §9)
régulier.

Un tel résultat est intéressant dans la mesure où il permet, suivant
l'idée de Kazhdan [K], de comparer les corps locaux de caractéristique
> 0 aux corps locaux non archimédiens de caractéristique nulle (si F est
de caractéristique p > 0, toute extension finie F ' du corps p-adique Qp
de même corps résiduel que F et d'indice de ramification e(F'/Qp) ^ r,
est r-proche de F). On l'a déjà utilisé dans [Le] Chap. 4 pour montrer la
conjecture de Howe pour G en caractéristique > 0, à partir de la preuve
de Clozel en caractéristique nulle [C]. Plus généralement, tout énoncé
relatif aux intégrales orbitales de fonctions dans une algèbre de Hecke de
niveau n fixé (lemme fondamental par exemple) vrai en caractéristique
nulle doit pouvoir, suivant ce principe, s'étendre à la caractéristique > 0
(et réciproquement).

L'article s'organise comme suit : dans la section 2, on reprend la
submersion d'Harish-Chandra [HC2] pour établir, grâce à des lemmes de
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filtration montrés dans la section 1, une formule explicite pour les intégrales
orbitales J°(f^) des fonctions / e H(G,K^) (Lemmes 2.2.1 et 2.2.2).
Cette formule implique la constance de l'application Ge -> H(G,K^y,
y ^ J°(^y) au voisinage de 7 dans Ge (Proposition 2.3). La notion de
corps locaux proches est introduite dans la section 3 : on y prouve le
théorème principal, d'abord dans le cas elliptique en position standard
(Théorème 3.3) puis dans le cas semi-simple régulier (Théorèmes 3.5 et
3.6). On donne aussi une variante concrète du résultat (Remarque 3.6).

Je remercie J.-L. Waldspurger pour sa preuve du lemme 3.5.

1. Préparatifs techniques.

1.1. Rappelons quelques notations de [BK] 1.4. Soient 7 ç Gç, E / F
la sous-extension de M{N,F) engendrée par 7 et e = e ( E / F ) l'indice
de ramification de E / F . Comme [E : F] = N, il existe un unique Op-
ordre héréditaire Q dans M (N.F) normalisé par E^. Soit Jç le radical
de Jacobson de Q et soit vç : M(N, F) —> Z la "valuation" sur M(N, F)
définie par vç(x) = max{î e Z : x ç Jç}. On pose v = ̂ (7).

Pour chaque k e Z, soit A4 = Afk (7, G) PO^-ordre (et sous-
(OE x (^)-bimodule) dans M {N.F) défini par

A4 = [g e G : 79 - g-ï e J^}.

Soit ko = ^0(7, Q) l'exposant critique de 7 dans G donné par

ko = max{fc e Z : A/fc t OE + Jç}'

Soient Â;i = fco — ^ ^ 0 et A;i = - k\. Pour les notions de strate, strate pure,
strate simple, on renvoie à [BK] 1.5.

Si F est un sous-groupe algébriquement fermé de G, on note L(F)
l'algèbre de Lie de F.

1.2. Soit P un sous-groupe parabolique de G. Comme E ne contient
pas d'élément niipotent non nul, l'application

C = CP : G x P -^ G, (g,p) ̂  g~^gp,

est partout submersive, cf. [HC2] Theorem 1. On note

TT = TTp : L(G) x L(P) -^ L(G), (x,p) ̂  x - 7-^7 +p,
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l'application linéaire tangente à Ç au point (1,1).

Fixons un caractère i^p : F —> Cx de conducteur VF (i.e. trivial sur
VF mais pas sur Op). D'où une forme bilinéaire symétrique non dégénérée
^F = ^F ° ̂ F sur L{G\ où iip dénote la trace usuelle. Si R est un Op-
réseau dans -L(G), on note R* PO^-réseau dual {g G L>(G) : ^pÇsx) =
1, V-r ç -R}. Cette définition est indépendante du choix du caractère i^p de
conducteur VF.

Soit A = A/y PO^-réseau dans L(G) défini par

A^p^Mo)*.

Comme (Jç^)* = Jj"' (î e Z), la double inclusion Jç C V^^M'ko C
Jç-fcl entraîne la double inclusion jj^ C A C Q.

LEMME 1. — Lf application TT induit, par restriction pour chaque
m € Z, un morphisme surjectif de Op-modules

Trm : J^ x (L(P) n Jj^1) ̂  ̂ A.

Preuve. — Pour tout m € Z, Jg^ = w^Q. Il suffit donc de montrer
la surjectivité de TTQ. Comme 7 normalise (7, l'image par TT de PO^-réseau
Q x (L(P) H J^1) de L(G) x L(P) est contenue dans G. Soit

7f : g x ((L(P) H J ^ ) + J^) ̂  É?

P application déduite de TT par restriction. On a

((L(P) n J^) + Jç^)* = {^ e Jj-^^^ : ̂ Or(L(P) n J^)) = 1}

=(L(N)+Jç-kl)nJç-(^kl)

=(L(^)nJJ-(e+fcl))+JJ-fcl

car L(P)-1- = L(N) ; d'autre part

((1 - Ad^-1))^ + ̂ e+fcl)* = [x € Jj-^0 : x - 7-^7 € Jç}

=^-^^0
=^-(^i)+p^i^
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car A/e+fco = OE + Pjl.A4o, [BK] Lemma 1.4.8. Par suite

(Im(Tr))* = ((L(P) H J^) + J^)* n ((1 - Adc,(7-1))^ + ̂ e+fc1)*

= ((L(AO n jj-^1)) + jj-^) n (^-(e+fcl) + 7^-^) .

S i b + z = a - \ - x pour des éléments & e L(JV) n jj"^0, z ç Jç"^,
a e ^-(e+^) et x ç PE-^^ alors y = x - z ç jj-^ et comme
^É? = ̂  (î e Z) et b = a + y est niipotent, a e E H jj-^ = P^-^ donc
a + ̂  e 7^-^ + P^^ko = PE'^^ D'où l'égalité

Im(7^)*=^-fclA4o

et par dualité

Im(7r) = A.

En définitive,

Im(Tro) + WFJ^ = Im(Tro) + wp^ = A

d'où

Im(TTo) = A

grâce au lemme de Nakayama. Q

Soit H =QX le groupe multiplicatif de G et pour chaque entier i ̂  1,
soit IP le sous-groupe distingué 1 + Jç de H.

LEMME 2. — Pour chaque entier m ̂  1 + ~k[, l'application < induit
par restriction une application surjective

Cm : H^ x (P n ff7716^) ̂  7(1 + ̂ A), (^,p) ̂  ̂ -17 ,̂

et il existe un système de coordonnées

(3m : H^ x (P n ff^+^i) -, j^ x (L(P) n J^^)

tel que TTm o /3^ = \m o Cm où A^ : 7(1 + ̂ A) -^ w^A, ^ •-̂  7-1^ - 1.

Preuve. — Soit un entier m ^ 1 + ̂  Pour tout couple (a;,p) ç
Jjnex(L(P)nJçme+fcl),

Cm(l + X, 1 +?) = 7(1 + 7Tm(x,p) + ̂ (a:,?))



1032 BERTRAND LEMAIRE

/+oo . \
8cvecrîm(x,p) =xp-^~lx^)(x-}-p-^xp)^-( E (-l)^<7~1^^7 (1+^)(1+P)-

\i=2 /
Comme

^m (^T x WP) n J^6^)) c ^rne c w^K,

la surjectivité de Cm découle du lemme 1.2.1 et du lemme de Nakayama
appliqué à l'égalité

Im(7Tyn + 77m) + Wp^^m) = Im(7T^).

L'application TT induit, par restriction et passage au quotient, un
morphisme surjectif de fc^-espaces vectoriels où kp = OF/PF (Lemme
1.2.1)

TTO : (G x (L(P) H J^))/WF(G x (L(P) n J^)) -. A/^A.

Fixons un sous-O^-module M. de Q x {L(P)r\J^1) tel que l'espace quotient
M/wpM. soit un supplémentaire de ker(Tro). Fixons aussi une famille
(finie) î C M. de représentants des classes de M. modw^A^. Ainsi, tout
élément z ç. A possède un unique développement hensélien de la forme

00

Z = ̂ WF7To(Xi(z),pi(z)), (Xi(z),pi(z)) Cl.

î=0

00

On pose alors f^o(z) = ̂  ^^(^z(^),^(^)). Si maintenant ^ est un quelcon-
2=0

que élément de -L(G), "CD^Z € A pour un entier k suffisamment grand et l'on
pose p.(z) = WFkfJ,o(w^z) (définition clairement indépendante du choix de
k). Vérifions que l'application ^ : L(G) —^ L(G) x L(P) ainsi définie est
bien F-linéaire. Supposons par l'absurde qu'il existe un couple ( z ^ z ' ) ç.
L(G) x L(G) et un élément a ç. F tels que p,(az + z ' ) ^ o^P'(z) + ^{z').
Soit do ^ Z le plus grand entier d tel que fi{az + z ' ) — (ap,(z) + /^(^')) €
J^ x (L(P) H Jç^1). Alors

(xo.po) = w^djiÇaz + z ' ) - {a^(z) + ̂ /))) çM- WFM

et

7r(^(a^ + z ' ) - (a^(z) + /^/))) = ^°7To((a;o,Po)) ^ 0,

contradiction.
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En définitive, on a construit une section linéaire p, : L(G) —^
L(G) x L(P) de Inapplication TT : L(G) x L(P) -. L(G) telle que ^(w^A) C
J^ x (L(P) H J^^) pour tout d e Z. Soit

13m : H^ x (P n jr î) -^ jj^ x (L(P) n jç71^1)
l'application définie par /?^(1 + .r, 1 + p) = (1 + /^ o r]m)(x,p). Pour tout
couple (x,p) ç J^6 x (L(P) n Jj716^1) on a bien

7TmO/3m(l+.2;,l+p) = (7T^ + r]m)(x,p)

== À^(7(l + (7T^ + rîm)(x,p)))

=ÀynO^(l4-a : , l+p) ,

et la relation

(^ej^x^^nj^1)
=^77m(^,p) ew^A
^ /^ o rj^p) ç Jç^ x (L(P) H J^^)

pour tout entier d^m assure la bijectivité de /3m' D

COROLLAIRE — Pour chaque entier m ^ 1 + ~k[ et pour tout couple
(xi^pj) e Nc(G) x P, l'application Ç induit par restriction une application
surjective

Cm : H^Xi x (P H H^^p, -^ x^(l + w^A)xip^ (g,p) ̂  g-1^

et il existe un système de coordonnées

(3m '' H^x, x (P n H^^p, -. J^ x (L(xiPx^) H J^1)

û e J q u e < o ^ = À ^ o C ^ o ù

f < : J^ x (L(xiPx^) n J^1) -^ ̂ A, (x,p) ̂  x - 7-^7 +^
l ^m : ̂ "^(l + w]^A)xipj -^ wpA, g ̂  7~1^^71^~l - 1.

Preuve. — Soient un entier m ^ 1 + ~k[ et un couple (a^,pj) e
-?VG(É?) x P. Comme x, e NoÇH^^) = NG(Q), Xi(P n H^^pj =
(xiPx^~1 H H'm'e^kl)xipj. Ainsi, en rappelant la notation C = CP introduite
en 1.2, pour tout couple (<7,p) G iï" x P, on a

Çp(9Xi,ppj) = x^g^-fgxippj

= ̂ (g^^fg^Xipx^Xipj
= ̂ z"1^? -̂1 (^. ̂ P^"1)^^.
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II suffit donc de remplacer dans le lemme 1.2.2 le sous-groupe parabolique
P de G par son conjugué XiPx^1 et le corollaire 1.2.2 est prouvé. D

2. Principe de submersion
et "calcuF des intégrales orbitales elliptiques.

2.1. Soient PO 1e sous-groupe de Borel triangulaire supérieur de G
et AQ le tore maximal diagonal de G. Soient PO = ^)(P)? AQ = Ao(P) et
dp = dp F la mesure de Haar sur Pô telle que vol(Po H K p ' > dp) = 1. Il existe
une unique application linéaire C^°(G x Pô) —> G^(G), a \—^ <^a, telle que
pour toute fonction a € C^°{G x Pô),

/ / a(g,P)f(g~17gp)dgdp= / ^,a(g)f(g)dg
JGJPo JG

pour toute fonction / € G^G), [HC1] Theorem 11. On fixe un en-
tier n > 1. Soient K, la fonction caractéristique de Kp x (Pô H K1?)
et <^y = <^,/t. Soit A(îZ7^) C Ao l'ensemble des éléments de la forme
diag(l, wj?2, . . . , w^)^ o.i entier, 0 ^ 03 ^ • • • ^ ON. Comme Adc^"1),
è € A(îî7^), contracte le radical unipotent de PO, la décomposition de Car-
tan G = ]J F^KF^KF entraîne, pour toute fonction / € T-^G^jK'^),

6eA(îï7^)
la formule d'intégration ([HC2] Theorem 3)

VO^KFSKF^) r
^t^'= ̂  v,.(P.n ,̂̂  j^WV-^

oùj e C^°(G) est définie par /(^) = J^ /(p~1^)^ (^ e G'). Puisque
l'application y ^ (f)y est localement constante sur Ge ([HC2] Lemma 1),
la formule ci-dessus implique la constance locale de l'application Ge —>
H(G,K^^y^JG{y^).

2.2. Dans ce numéro, on suppose que H est un sous-groupe paraho-
rique standard de G, i.e. qu'il satisfait la double inclusion Bp C H C Kp-
L'idée est de calculer la fonction 0/y en terme du réseau A défini dans la sec-
tion 1. Pour ce faire, on introduit une décomposition de G intermédiaire en-
tre la décomposition de Cartan et la décomposition de Bruhat-Tits, adaptée
à la filtration de H par les sous-groupes 7P, i ̂  1.

Pour î G { ! , . . . , 7 V — 1}, soit Si^p G G la matrice de transposition
échangeant les lignes i et i -h 1. Soit Sp le groupe engendré par les 5^,
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i = 1, . . . , N - 1, et soit D(wp) C AQ le groupe des éléments de la
forme diag(zz7^1,... .w^), on e Z. Soit aussi l'ensemble D^(WF) =
(wp) ' A(^) C D(wp) où {wp} est identifié au groupe des éléments
de la forme diag(zz7^,... ,^), a ç Z. Si g ç G, il existe un unique
couple (s, ë) ç SF x D{wp) tel que BpgBp = BpsôBp (décomposition
de Bruhat-Tits) ; soit s ' ç Sp tel que 6 ' = s/~16s/ ç D+(^z7^); l'inclusion
S F C Kp entraîne l'égalité BpgKp = B p s s ' f î ' K p . On a donc montré que
G = ̂ wçSF^^^BpwKF où 5^A(î^) = {5<5 : 5 e 5^, è e A^)}.

Fixons (arbitrairement) une partie S C S^A(^) telle que G =
[J F^HwKp et pour chaque s ç. Sp, notons A(îï7^,s) C A(w^)

w6E
l'ensemble des ^ ç. ^{wp^ tels que 5^ e E.

Soit 77 la fonction caractéristique de H x (Pô H K^). Pour chaque s e
S^, il existe une unique application linéaire C^°{G x Pô) -^ C^°(G), a i->
^^ telle que pour toute fonction a ç C^°(G x Pô),

( ( a(g,p)f(g-l^gsps-l)dgdp= 1 ^ M f Wg
JGJPo JG

pour toute fonction / e C^°(G), [HC1] Theorem 11 ; on pose ̂  = 0^.

LEMME 1. — Pour toute fonction f e H{G, K^),

^(/,7)

VOÏ^HÔKF^) .

- .£.£,., v..(P.n .̂̂ v.̂ ...) /^î(^-.-1^.

Preuve. — On reprend les arguments de la preuve du théorème 3 de
[HC2]. Soit 6 e A(w^). Comme ô^pë ç K^ pour p ç PO n K^, pour
chaque s e Sp et pour toute fonction / e 7^(G, ̂ ),

/ f(6-ls-lg-l^gs6)dg
JH

=vol(PoH^,dp)-1 / / f(6~ls~lg~l^gsp6)dgdp
J H JpoxK^

=vol(PoH^,dp)-1 / (t>s,(g)f(6-ls-lgsë)dg.
JG



1036 BERTRAND LEMAIRE

Or, pour toute fonction / € C^°(G),

vol^HÔKF^) F
^)=E E —sw^/^"'"'"^

sçSp 5eA(tZ7,s) \ ^ H ) JH

et comme ̂  est distingué dans Kp, f € H(G,K^) =^ J e H^G.K^).
D'où le lemme 2.2.1. D

Pour chaque 5 G 5^, soit dp5 la mesure de Haar sur P^ = sPos~1

image de la mesure dp par Pisomorphisme de variétés zz^-adiques PO —>
P^ p ̂  sps~1. Ainsi vol(Po1 H Kp, dp8) = vol(Po H Kp, dp) = 1.

LEMME 2. — Soie m = m(7, n) ie plus petit entier ^ sup{l + fci, n —
fci}. Pour chaque s ç Sp et pour toute fonction f € C^°(G),

t Wf(9)d9=d(^s)^ ( f(g)dg
JG ^ Jx^^l^p^Xip8^

avec
voHfr^ ̂ )vol(Pos n ffme+fcl, dp3)

(7Î5/ vol(l+^A,d^)
les couples (xi^p8-) parcourant un système de représentants dans H x (P^ H
K^) des classes de H^H x (PS H Iîme+À;l)\(Po5 H K^).

Preuve. — Soient s ç. Sp et / G C^°(G). La condition sur m
entraînant l'inclusion ff7716-^ c -ft"?. et puisque 5 normalise JFC?., on a

/ Wf{9)dg = ! ! fÇg-^gp^dgdp8

JG J H JPo^K^

= E / / /{g-^gp^dgdp8,
^ Jn—xi J(Posni-fme+fcl)pJ

les couples (xi^p^) étant pris comme dans l'énoncé. On conclut grâce au
corollaire 1.2.2 appliqué au sous-groupe parabolique P^ de G pour chaque
couple (xi^p^). D

2.3. Le G-entrelacement {g ç G : p'^+Jj^^^+Jj"^0) + 0}
de la strate simple [Ç, -v, -(1 + ko)^} coïncidant avec Ex{l + PE-^ko)
([BK] Theorem 1.5.8), le centralisateur dans G de tout élément y ç.
7 + Jç^0 est compact modulo Fx donc 7 + Jç^0 C Ge. Soit V =
V(7, n) C 7 -h Jç"^0 le voisinage ouvert compact de 7 dans Ge donné
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par V = 7(1 + wJ^A), l'entier m = 771(7, n) étant défini dans l'énoncé du
lemme 2.2.2.

PROPOSITION. — S'oit y ç V. Pour toute fonction f e U(G, K^),

JG^y)=JG(f^

Preuve. — Quitte à conjuguer 7 dans G, on peut supposer que H est
un sous-groupe parahorique standard de G. Soit -Ei = F[y] l'extension de
-F engendrée par y . Il est clair que vç(y) = v et que Ef normalise VOp-
ordre (?. Comme les strates [Ç,—-y,—(l + ko),y] et [Ç,—'y,—(l + A;o),7]
sont pures et équivalentes, P^M'k(y,G) = ^Afc(7,^) pour tout d ç Z
et tout entier fc ^ 1 + fco, [BK] Prop. 2.1.3. Par suite, ko{y,G) = fco
car OE, C A/i+fco(7^) C O^ + Jç, donc k^(y,Q) = k^ et Ay = A.
On conclut grâce aux lemmes 2.2.1 et 2.2.2 en remarquant que l'inclusion
(1 + w]pK)2 C 1 + CT^A entraîne l'égalité y(l + w^A) = 7(1 + wpK). D

3. Corps locaux proches.

3.1. Rappel des résultats de Howe.
Fixons un entier r ^ 1. Si (ei , . . . , e^v) désigne la base canonique de

F^, soient s^jy la matrice définie par s^p (ei) = wp^Ni s^p, (ejv) = ^7^1el,
5^^(ei) = ei pour 2 ^ i ^ N — l , e t t^ la matrice définie par
^w^(ei) = WF^N^ t-ujF^i) = ^-1 pour 2 ^ î ^ N. Ainsi les s^i?,
S V D F ' > ^F engendrent le groupe de Weyl affine W(WF}- Pour x = Si^p
(i = 1, . . . , 7V — 1), x = 5^,, ^p, ̂ ^ ou a; € Bj?, on pose

fx = ——,/ 07.——Dr ^ \ ^l^5»?*vol(J3^a?J3^,d^) p ^

Ces fonctions /a; engendrent l'algèbre de Hecke Hp, [Ho] Chap. 3, Theo-
rem 2.1. De plus, Howe donne une liste de relations définissant ' H p ' > obtenues
grâce au lemme suivant, que nous utiliserons (implicitement) très souvent
par la suite.

LEMME [Ho] Chap. 3, Prop. 2.2. — Soit F un sous-groupe ouvert
compact de G. Pour g ç. G, notons /F la fonction caractéristique de TgV
divisée par le volume de TgV. Soient x, y e G tels que

vo\(rxr,dg)vo\(ryr,dg) =voi(r:n/r,c^).voi(r,^)



1038 BERTRAND LEMAIRE

Alors f^ f^ = f^.

3.2. On reprend les résultats du chapitre 1 de [Le] tels qu'ils ont été
résumés et éclaircis par Henniart dans [HH] Appendix 1.

Soit F/ un corps local non archimédien. Supposons donnés un iso-
morphisme d'anneaux A : Op/Pp ~~f' O F ' / P ^ et une uniformisante
WF' de F ' vérifiant l'égalité \{wp modPp) = w p ' modPp,. Soit A :
PF/PF^ —^ PF' /Pp^ risomorphisme de groupes défini par \(wpx) =
wp'\{x} pour x € O F / P F - ^e^ isomorphisme est compatible avec les struc-
tures de modules sur OF/PF et O p ' / P ^ au sens où \(ax) = A(a)A(a;)
pour (a,x) e OF/PF x P F / P F ^ ' ^°ù un isomorphisme de groupes
/? = (3 - : B F / B R —^ B p i / B p , défini comme suit composante par com-
posante : pour tout b = (bij) ç Bp, (3(b modBp) = V modBp, où
b' = (b^) ç B p ' est tel que b^ modPp, = \{bij modP^) si i ^ j et
b'^ modP^1 = \(bi,j modP^1) si i > j.

Alors il existe un (unique) isomorphisme d'algèbres Ç : Hp ~1' ^F' ̂
que C(/^) = /„ „ ( î = l , . . . , 7 v - l ) , C(/^) = fs^,, C(/^) = ft^ ,
C(/i-1 ) = ft-1 et P0111" tout ^ e ̂ î C(/b) = fb' où &' e Bj^/ est tel que
(3(b modBp) = V mod-B^,, cf. [Le] pour les détails.

Plus précisément, soit Tr(F) = (OF/PF^PF/P^^F) le triplet in-
troduit par Deligne dans [D] §1, où ep : PF/P^ -> P F / P F est l'épimor-
phisme naturel. Un isomorphisme de triplets Tr(F) c± Tr(F') est la donnée
d'un isomorphisme d'anneaux r : Op/Pp —> O p ' / P p ' et d'un isomor-
phisme de groupes î : PF/PF^ -* P F ' / P p f 1 tels que î{ax) = r(a)î(x)
pour (a, a?) e Op/P^ x Pp/Pp^1 et e^/ o ? = T o ep. Ainsi, les choix de A,
wp^ WF' induisent (via A et A) un isomorphisme de triplets Tr(F) c^ rr(F'),
la condition \(wp modP^) = w p ' modPp, étant équivalente à l'égalité
épi o A = A o CF ^ ' Clairement, cet isomorphisme ne dépend pas vrai-
ment de WF et w p ' (vérifiant la condition \{wp modPp) = wp1 modPpf)
mais seulement de wp modPp'^1 et wpi modPpf1. Mais pour tout cou-
ple d'uniformisantes ( a p ^ F ' ) induisant le même isomorphisme de triplets
(A, A) : Tr(F) ^ Tr(F')^ on obtient le même isomorphisme d'algèbres
C ; "Hp —^ H ?" ^n effet, soit (a^,ai?/) un tel couple, donc de la forme
( a p ^ F ' ) = (wpUF->wp'UF1) avec \{up modPp) = UF' modPp^ et soit

(1) Réciproquement, tout isomorphisme de triplets (r,?) : Tr(F) c^ ^r(F/) est de la
forme r(aap) = apfr(a) (a ç. 0F/^p) pour un choix d'uniformisantes ap de F et
api de F ' telles que ̂ ap modPj^"1) = ap/ modP1^'1.
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rj : H F ~^ ^-F' l'isomorphisme d'algèbres induit par À, ap, a F ' . Il est clair
que Ç(fx) = r](fx) pour x = s^ (z == 1, . . . , N - 1) et x e Bp. Comme
Bp normalise Bp, pour tout x e Bp, on a l'égalité /s^ x = /s^ * /a;. Or
Sap = s^jpb avec & = diag(î^, 1,..., 1, Up1) ç. Bp^ par conséquent

CO^) = C(/^ * A) = C(/^) * C(A) = /^, * ̂  = /^,6/

pour tout b' 6 Bp/ tel que V modBp, = /?(& modB^). Comme on peut
prendre b' = diag(n^/, 1, . . . , 1, Up1)^ on obtient

C(/^)=/^, =^(/.aJ-

De la même manière, on montre que ^ coïncide avec rj sur /^ et f^ -i. En
définitive, Ç et 77 coïncident sur tous les générateurs de Hp, donc Ç = 77.

Mentionnons pour finir la remarque d'Henniart relative au cas N = 1,
[HH] Appendix 1 : soient Up = 0^ et £7^ = 1 + P^. Les choix de A, ̂ ,
înp/ induisent un isomorphisme de groupes Àx : F^ / U p —> F^ / U F , qui
coïncide avec À sur Up et envoie w^ sur W F ' - Pour 7V = 1, GL(N, F) == Fx

et Pisomorphisme d'algèbres Ç : 7-̂  -^ W^, s'obtient à partir de Àx en
identifiant Hp avec C^/E/j?] et ̂ , avec C^ /U^,}. Or dans [D] 3.4.3,
Deligne montre que l'isomorphisme de triplets (A, A) : Tr(F) ^ Tr{F')
induit un isomorphisme de groupes Fx /Up c^ F ' ^ / U ^ , qui n'est autre que
A\

3.3. On montre dans ce numéro le théorème principal de l'article.
Comme en 2.2, on suppose que H est un sous-groupe parahorique standard
de G (Le., quitte à conjuguer 7 dans G, on suppose que 7 est en position
standard). Nous reviendrons en 3.6 sur cette hypothèse.

Si fî est une partie compacte B^-biinvariante de G(F), on note
(abusivement) Ç{fl.) la partie de GÇF') définie par I^(Q) = C(lîî) ; on

étend naturellement cette notation à toute partie îî union infinie de doubles
classes BpgBp, g e G(F).

LEMME 1. — Soit F un sous-groupe compact de G{F) contenant Bp.
Alors F' = Ç(r) est un sous-groupe compact de G_{F') contenant Bp, et
Ç induit par restriction un isomorphisme d^algèbres (et même d'anneaux)
7^(G(F),r)^^(G(F'),r').

Preuve. — II est clair que F' est une partie compacte jBJ^-biinvariante
de G(F'), stable par multiplication (si x ' ç. F', y ' ç F7, alors fx' * fy' est
une fonction ^ 0 supportée par B p , x ' B p i y ' B p , ; or C-l(Supp(/a;/ * fy')) =
Supp^-K/^) * C-1^)) ^ r donc B ^ x ' B ^ y ' B p . c C(r) = r') et
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contenant Bp,. Quant à la structure de groupe, il reste à vérifier que
x ' e F =^ x1-1 e F'. Soit x ' = b[w^^ e F, 6^ e B^/ (î = 1, 2),
w^, (E W^j^), et pour i = 1, 2, soit ^ e C-1^^,). Puisque Bp
normalise Bp, on a

C\B^X'BF.) = B^W^BF c r,
donc ̂ "^^bf1 e F et

a:'-1 e B^ "'w^&'i -'B^ == Wb^w^b^Bp) c F'.

Soit er € Hp l'idempotent vol(^,dpF)-ll^. Comme H(G(F),r) =
er*^*er,

C(^(G(F),r))=C(er)*^,*C(er)

avec C(er) = vol^,^)-1!^. Donc C(7<(G(F),r)) = HW)^). D

Soit ff' = C(ff) et soit Ç' l'O^-ordre héréditaire dans M(N, F ' ) tel
que Q'^ = iif'. Soit W(wp) —^ W{WF'), w^y ^ w^, l'isomorphisme
de groupes défini par s^p ^ s^p' {i = 1, . . . , N - 1), s^p, ^ 5 ,̂ et
4- i_v 4
^-OTj? ' ' ^V^F'f •

Les lemmes suivants nous permettront plus loin (cf. la preuve du
théorème 3.3) de transporter les formules d'intégration des lemmes 2.2.1 et
2.2.2 de F à F'.

LEMME 2. — Soient d ç {!,.. . , r}, w^p e W(wp), g e G(F)
et une décomposition K^gKJr = U K^g^. Il existe une décomposition

açi
Ç(K^gK^) = ]J K%,Q'y telle que pour chaque a e I ,

<rçi

^K^w^H^) = K^w^H^.

Preuve. — Soit une décomposition g = fci^^, ki e Kp (i = 1, 2),
6^ e D^(WFY Alors K^gKJ, = k^K^pK^ et l'on peut fixer
un système de représentants {ka}açi dans K^ des classes de {K^ H
6^Kf,6^p)\KJ. tel que pour chaque a e I , K^ = k^K^^kak^ =
K^k^ô^pk^k^. Fixons aussi un système de représentants {hp}^ç,j dans
H^ des classes de (H^ n w^K^w^^H^ et une décomposition

K^K^w^H^ = ]J K^H^.
pëR
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Alors ([S] Prop. 3.1)

lKd^pKj, * lKd^w^H- = ̂ ^P1^?^-
p6^

OÙ

m, = |{(a,/,) e l x j : K^Xp = K^k^w^h^}.

Pour chaque p e A, la relation ([S] Prop. 3.2)

vol̂ ĵr^d^mp ==|{(a,^) e J x J : K^XpH^

=K^k^w^h^Hre}\

entraîne l'égalité

vo^Kiw^H^.dgF) . .
mp == vol(̂ :;̂ ,̂ ^ 1 {(7 ̂  : ̂ ^^re = ̂ ^^^w,-^-} |.

Posons ap = \{aeI:K<|,XpHre=K<|,6^k^w^Hre}\. On a \I\ =
E û^p.

p€lî

Pour î = 1, 2, soit k\ e C(^^)î et soit un système de représentants
{k^}açi dans KJ,, des classes de (KJ,, ̂ 6^K^6^^)\K^. Des relations

1K^^K^ * ̂ ^w,;;,̂ - = C(l^^^) * C(l^fc^^e)

^Z^^^lx^p^e)

pe^

et

vol(^w^2:f/re,d^) ^ vol(^w^ffre,d^)
vol(C(^^^-), d ,̂) vol(^^Jf-, d^) (p e JL'}5

on déduit, pour chaque p ç -R, l'égalité

| {a e J : K^ë^k^w^H^ = C^rcp^6)} | = a^.

Par conséquent, quitte à permuter les éléments du système {A^Jo-çj, on
peut supposer que pour chaque a e J,

aK^k^w^H^) = K^WW^H^.

Alors les ̂  = k[6^^k^ (a ç I ) vérifient les propriétés voulues. D
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LEMME 3. — Soient d G. {!,..., r}, Wy,p ç. W(wp), g € G(F), et
soit g' € G(F') tel que ^K^gw^H^) = K^g'w^H'^. Pour tout
hçNc(F)(Q),

voKC^^nw^^ffQw^,^) = vol(/^ffrenw^(^ff)w^,^).

Preuve. — Pour tout x € G(F), l'hypothèse Bp C H C Kp et la
condition d ^ r assurent que K^xH^ est une partie H "-biinvariante
de G(F). Comme K^ normalise Hre, le lemme 3.1 entraîne l'égalité
C^w^jr6) = Kf.w^H'^. De même, pour h e NG(F){G) =
NG(F) (H^), l'hypothèse ̂ K^gw^ H^) = Kp.g'w^ H'^ entraîne l'éga-
lité ̂ (K^gw^hH^) = K^g'w^^hH^). Soit h e NG(F)(G) et soit h' €
C^JT6) C NG(F')(G'). Alors C(/iff"') = /i'^^, «/i-1^6) = h'-^H'^, et

/iff^ n w^ÇK^w^ ^ 0^ K^w^H^ n K^gw^h-1!!^ ̂  0

<=^ K^w^H'^ n K^g'w^h'-^H'^^sz

^ h'H'^ n w ,̂ (^ '̂)w ,̂ 7' 0.

Si hH^ n w^p(JC^)w^ = 0, alors

vol^ff^nw^, (^ffOw^,, dffF.) ̂ olC/î nw^ {K^g)w^,dgF)=0.

Sinon, il existe /îi € hH^Hw^p (K^g']w^. ft'i € /i'ff^^Wc,^, (JsT^^Qw^,,
et

(' /îJf6 n w^(A-^)w^ = (JT6 n w^K^w^)hi
\ h'H^ n w^, (K^g')w^. = (^/re n w^,^,w^,)^.

Or, clairement

vol̂ " n w^,Ki.w^,,dgF') = vol̂ 6 nw^^w^.A^),

ce qui achève la démonstration du lemme 3.3.3. D

Soit r(-7, n) le plus petit entier ^ 771(7, n) + ki où (rappel) m('y, n) est
le plus petit entier ^ sup{l + ki,n - ki}.

THÉORÈME — Supposons r > r(^,n). Alors le voisinage V = V(7,n)
de "y dans G(F)e (cf. 2.3) est Bp-bimvaiia.tit, V = Ç(V) est contenu dans
G(F')e et pour tout 7' € V,

JG{F')W)nl)=JG(F\î^}
pour toute fonction f € U(G(F), K^r).
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Preuve. — Soit m = m(7, n). Comme r ̂  m + fci,

B^ C H^ C H^^1 C 1 + w^A.

Par SUite IT^+fci ̂ me+fci ^ ^me+fci(i ̂  ̂ p\)Hme-{-ki ^ ̂  ̂ ^ ^

fortiori BpVBp == V et la définition de V a un sens. La démonstration
du théorème 3.3 s'organise comme suit : (i) Relèvement de la strate simple
[G, -v, -(1 + feo),7] puis de l'O^-réseau A^ ; (ii) Relèvement des formules
d'intégration des lemmes 2.2.1 et 2.2.2.

(i) Soit Z = {g ç G(F) : g-1^ + Jç^g H (7 + Jç^0) ¥- 0}
le G(F)-entrelacement de la strate simple [Ç,—î;,—(l + fco),7]. Comme
^x C NG^(G) = NG^(H1^^ la formule Z = ̂ ^l + PE^) ([BK]
Theorem 1.5.8) entraîne l'égalité H1^1!!!1^1 = I. Par suite, Z est
l'union des doubles classes H^^gH1^1 C G(F) telles que

7ffl+fcl^l+fcl H H^^gH1^1^ ̂  0,

donc C(Z) est l'union des doubles classes H'1^1 g'H11^1 C G(F') telles
que

^(^i+fci^/^i+fci ^^/i+fci^^^i+fci^ ^ 0

et finalement

CPO = {g' e G(F') : </-lc(7^1+fel)(/ n C(7^1+fcl) 7e 0}.
Ainsi C(î) = C(£'x(l + 'P^.A/fco)) es^ une partie compacte modulo F^ qui
contient le centralisateur dans G(F') de tout élément de C(7^1+fcl)• Par
conséquent C(7^1+A;1) C G(F')e donc V C G{F'\.

Soit 2/' e Ç^H1^1) et soit £;' = F ' [ y ' } C M (N.F1) l'extension
(de degré N) de F' engendrée par y ' . Comme y'H11^1 = Ç^H1^1) =
ç(H1^^) = H^^y', y ' e N^F'^II11^1) = NC^G') donc E^
normalise l'0^/-ordre G ' - D'autre part, vç'(y1) = v car Ç(G(F) D (Jç —
^+1)) = ̂ (FQ H (Jç, - J^1). Par conséquent, [^, -v, -(1 + fco), î/'] est
une strate pure dans M^.F'). L'étape suivante consiste à montrer que
cette strate est simple, précisément à établir l'égalité koÇy^G^ = ko.

La donnée du triplet Tr(F) équivaut à celle de la Op/T^-algèbre Z-
graduée Ar(F) = ^ PF/PF^, munie des morphismes e^j :

zez
^+l/^+r+l ^ Pp^l^^ (i ^ 3) déduits par passage aux quotient
des inclusions naturelles. Pour chaque i ç. Z, l'isomorphisme de groupes

A, : Pp/P^ -^ PF'/PF^^ ^ ̂  WF^WF'X)
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est compatible avec les structures de modules sur Pp/Pp^ e^ T^Î^/T^F^
au sens où \z(ax) = \{a)\i(x) pour (a,x) € O p / P p x T^^/PF^' De

plus, pour tout couple (î,j) e Z x Z, \i^.j(xz) = \i(x)\j(z) pour
(x,z) e PF/PF^ x '^/^+r, et si î ^ j, la condition X(wp modPp) =
wjïv modPp, assure l'égalité ep^ij o Aj = À^ o e^j. Ainsi, les choix de
A, wp, ^ I F ' induisent (via les morphismes À^, i € Z) un isomorphisme
d'algèbres graduées A^(F) c^ A^(F') (2).

Soient / = f ( E / F ) le degré résiduel de l'extension E / F . I/C^-ordre
héréditaire Q est principal, d'O^-période e(Q \ Op) = e (cf. [BK] 1.1) et
satisfait la double inclusion Bp C Q C M{N^Op)' Donc <? est l'ensemble
des matrices (^j)i^j^e ^ M(N,F) décomposées en blocs / x / vérifiant
les conditions

^i(XijeMÇf.Op) s i j ^ i
\ Xij e wpM(f, Op) si j < î,

et pour k G Z de la forme k = de+5, d e Z, 0 ^ s < e— 1, J^ est l'ensemble
des matrices (^,j)i^z,j^e ^ M(7V,-F) décomposées en blocs / x / vérifiant
les conditions ([BK] 2.5.2)

f Xij e w^M(/, 0^) si j - i > 5
X^çw^M^Op) s i j - i < s - e

. XiJ ^ ̂ ^MÇf, Op) sinon.

Soit z^jp € W(wp) la matrice (^,j)i^z,j^e décomposée en blocs / x / :
^z,i+i = 1/x/ (î = 1, . . . , e - 1), ^e,i = ^F^fxf et Z^j = 0/x/ si
j ^ i + 1 modeZ (où lyx/ et Ofxf désignent respectivement les éléments
diagonaux diag(l,...,!) et diag(0,..., 0) de M(/, F)). Le sous-groupe
{z-cjp} de W(wp) engendré par z^jp normalise Ç, on a NG(F)(G) = {z^y}-H
(produit semi-direct) et J^ = z^^Q (k ç Z).

Soit /^fc ; J ^ / J ^ ^ —^ J ^ / J ^ ^ l'isomorphisme de groupes défini
composante par composante : pour tout x = {xij)^ij^N C J^, p,k(x +

^ ^ Clairement, cet isomorphisme ne dépend pas vraiment de wp et Wp/ (vérifiant
la condition \(îup modP^) = w^/ modP^,) mais seulement de v^p mod'P^"1"1 et
Wpf modP^ , donc seulement de l'isomorphisme de triplets Tr(F) ^ Tr(F1') donné
par A = ÀO et A = AI.
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J^) = x ' + Jg^6 où x ' = (a;^)i^,^jv € Jg est tel que

4 + P^r ^ ̂ ^ ̂  ̂ +r) ^ L?__11 _ [i__l1 ^ ^

/ J L /

1 <, + ̂ d+2+r = W^- + ̂ d+2+r) si [^1 - [^1 < s - ef 1 [ f
[ <, + ̂ +l+r = Àd+i (̂ ,, + -P^^^ sinon,

[ ] désignant la partie entière. Pour tout couple (k,t) G Z x Z, fik+t(xz) =
p,k(.x)p,t(z) pour (x,z) ç. J ^ / J ^ ^ x J g / J ç ^ ^ . En particulier, pour
g € NG(F)(G) décomposé en g = z^,ph, k € Z, /i 6 H, on a

^(^J^^) = ̂ (z^H^^hH^) = z^H'^hH^) = z^hH^)

d'où ̂ (5 + ̂ fc+re) = C(ff + J '̂6).
Soit un couple (k, t) ç. Z x Z, A; < 1 + A;o. Comme

^A/fc = {g 6 Jg : 7ff - ff7 € Jç^},

l'inégalité fc - v < 1 + fci assure que 'Pj|.A4 + Jg^^ = PE^- Or, pour
tout g ç. J g ,

f 7ff + ̂ +l+fco = 7(ff + ̂ t+l+fcl) = (7 + ̂ l+fco)(ff + ̂ t+l+fcl)
t 57 + ̂ +1+'^0 = (ff + ̂ ^'^^ = (ff + ̂ +l+fcl)(7 + ̂ l+fco) •

Comme 1 + fci < re, les relations

f .̂(7 + ̂ l+fco) = C(7 + ̂ l+fco) = 2/' + ̂ l+fco

^+,(75 + .7g+l+fco) = ̂ .(7 + ̂ ^'^^Cff + ̂ +l+fcl) 1 ....,, „.., , - j t
l ̂ +<(57 + ̂ +l+feo) = ̂ (^ + ̂ +l+fc1)^^ + ^l+fco) J p g e 6

entraînent l'égalité

^E^k) = {^ e Jç/ : y'g' - g'y' e Jç^}
=PE'W^f).

En particulier, /^o(A4o) = AU^) et /io(A4o+i) = ^k^iW.G')'
L'inclusion E'^ C Ç(EX(1 +P£?A/fco)) impliquant l'égalité ^o(0^ + Jç) =
OE' + ^ç7? on en déduit que fcoQ/•>Q1) = ^o.

Quant au réseau A = A/y, considérons le diagramme commutatif

Tl-fci / Tl-fei+re j k i - r e / j k i ^f 'nl-y/'p!
^Q I^Q x ^g /^Ç ——r ^ /^

i ^
j l -k i i Tl-fci+re r k i - r e / j k - i ^F' 'pl-ry/pl
-Ç' / -Ç' -Ç' / Ç' ——^ / ^ ' / 1 ' F 1 1
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les flèches verticales désignant les isomorphismes de groupes /^i-fci x /-^i-re
et Ai-,. Comme T^-^o C Jç-^ et PJr^^Jf^ = PE'^^
on a par dualité A = (P^^oY C J^-^ et A+jj1 = A. Le diagramme
ci-dessus entraîne donc l'égalité

^-reW=^l-k^E~klWr

-(^-'^o^^'))*

= Ayf.

On pose A' = ̂ -re(A) (= ^o(A)).

(ii) Soit 77 ç V C ^Jf1-^1). Comme re - me ^ fci, /x-yne(A) =
^o(A) = A' et donc C(l + w^A) = 1 + wf^-meW = 1 + w^K'.

Soient g ç. G.(F) et \ la fonction caractéristique de la double
classe K^gK^. Rappelons la notation \ = f^ Ad^(^)(^)d^. Comme
vol(^,^)=l,

x = [KF : K^\ ̂  ̂ KîgK^-^
rçT

les kr € Kp parcourant un système de représentants des classes de
KF modK^. Soit g ' e G{F') tel que ÇÇK^gK^) = K^g'K^ et, pour
chaque r e T, soit fc^. e ̂  tel que <(Â;r^) = k'^K^, (condition
impliquant l'égalité C(^-1^) = k'^K^). Alors ̂ / = [J fc^?;,, et

reJ
puisque Kp normalise JC^, pour chaque T € T,

^K^K^) = kW.g'K^'

Donc C(x) = C(x) et P811' linéarité C(/) = C(/) PO111' toute fonction
feH(G(F)^K^).

Continuons avec la fonction \ = iK^gK^' Soit w^p G S C W(wp)-
Fixons une décomposition K^K^y = ]J K^g^ et (grâce au lemme 3.3.2)

açi
une décompostion C(^^^) = U ^î'Q'a tene q116 P01111 chaque a e J,

<T€J

C(^^w^^re) == ̂ ^w^,^6.

Ecrivons w^p = s6^p avec s ç. Sp^ 6^p ç. ^(wp'> s). Reprenons la notation
Pô5 = sPo{F)s-1 et posons s' = w^6^ ç 5^, Pô57 = «'^(FQs'-1. Soit
un couple (x,p) e H x (P^ H X^) et soient x ' ç H ' , p1 e P^ H K^, tels
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que ({xH^) = x ' H ' ^ et ((pH^) = p'JEf'7'6. Fixons une décomposition
1 + wpK = U hpH^. Comme .rp e NGÇF^H^),

pCR

x^Çl + t^A)^ = ]J x-^hpXpH7'6,
pçR

d'où

/ x(^^9FW^^)dgF
^^-^(l+w^A)^

=^ / ^K^g^^QF^F^dgF
^Jx-^h.xpHre

=^V^P
a,p

avec

^,p ̂ f vol(^-17^^^re n w^(^^)w^, d^).

D'autre part,

^-^'(l + w^^x'p' = C(;r-S(l + ̂ A)^p)

= U ̂ -^xpH^
pç.R

et pour chaque couple (cr,p) ç JT x R (Lemme 3.3.3),

voW^hpXpH^) n w^, (^,^)w^,, d^) = ^,p.

D'où l'égalité

/ C^)^^,^7^^/)^^
Jx'-^'Çl+^pA^x'p'

= \ x{^^9FW^^)dgF.
Jx-l-y(l^yA)xp

Quand (rc,p) parcourt une famille de représentants des classes de H x
(PS H K^) modJT716 x (Pô5 n JT71^!), (a;',?') parcourt une famille de
représentants des classes de H ' x (P^ H^,) modH^ x (P(f n^/m6+fel).
Quant à la constante d(^^s) définie dans l'énoncé du lemme 2.2.2, les
relations C^6) = IT7716, ^(ff^+^i) = H^^1, Ç(l+w^A) == l+w^^
entraînent l'égalité d(y',«') = d(7,s).
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Pour chaque ë^p € A(îï7p),

VOI^H^KF^ ̂ ) yo^Hë^K^ ̂ )
_______________a^p/____ _ ______________dzp
volÇPoÇF^nK^.dpF^yo^H^dgF') ~ vol(?o(F) n K^, dpp)vol(Jf, d^)

car Ç^HÔ^Kp) = F^H^^KF^ W) == ^, et C(^) = H ' ,
et l'ensemble {w^, : w^ e E} c IV(CT^v) paramétrise les doubles
classes F'X^'\G(F/)/^/. En définitive, par linéarité de l'application
7<(G(F)^^) -^ C, / ^ j£(^)(/^), et compte tenu de la relation
C(/) = C(/) montrée plus haut, pour toute fonction / e 7^(G(F),^),
les lemmes 2.2.1 et 2.2.2 impliquent l'égalité

.^«(Ay)^^/^).
Fin de la démonstration du théorème 3.3. D

3.4. Soient (P,A) une paire parabolique de G définie sur F, U_ le
radical unipotent de P et M le centralisateur de A dans G_. On pose P =
P(F), A = A(F), U = U(F) et M = M_(F). Soit Kp un sous-groupe ouvert
compact maximal de G en bonne position par rapport à (P, A), i.e. tel que
G = KpP et P H Kp = (M H ̂ p)(î7 H Kp). Soient dfcp et dn les mesures
de Haar sur Kp et U telles que vol(^p, dkp) = vol(î7 H Kp, du) = 1. Pour
toute fonction / e C^°(G), on définit le terme Kp-invariant /p e ̂ (M)
de / suivant P par la formule

^(m) = (^(m) /' /* f(kplmukp)dkpdu (m e M)
Jj<p Ju

1 /^
où (îp7 : P —)- Q>< est le caractère module sur P (si dp est une mesure de
Haar à droite ou à gauche sur P, alors 6p(p\) = d(p•ipp^l)/dp pour tout
Pi e P).

Soit Me C M l'ouvert des éléments elliptiques dans M. Pour y e Me
et /eC^ (M), soit

JM{f.y)= t f^ym)^JA\M "a

où dm et da sont les mesures de Haar sur M et A telles que vol(M(Op), dm) =
vol(A(Op),da) =1.

Soit Gr C G l'ouvert des éléments semi-simples réguliers (i.e. de
polynôme caractéristique produit de polynômes unitaires irréductibles deux
à deux distincts dans F[T}). Soit | \p la valeur absolue sur F normalisée par



INTÉGRALES ORBITALES SUR GL{N) 1049

\^F \y === q~1 où q est le cardinal du corps résiduel de F. Si y € Me H Gr,
pour toute fonction / e C^°(G) et toute mesure de Haar dgy sur le
centralisateur Gy = ^b/^ de 2/ dans G, on a la formule de descente (cf.
[La] Prop. 4.3.11),

/ f^yg)^- = \DM\G{y)\-^ 1 f^^ym)^
JGy\G ^Qy JGy\M ^Qy

où DM\GW = detL(M)\L(G)(l - AdG(m-1)). En particulier, l'intégrale
orbitale JM{fp, y) ne dépend pas des choix de P, K p . Pour toute fonction
/ e G^G), on pose

^(/^^Cf^).

La définition a un sens car M (en tant que centralisateur dans G de la sous-
F-algèbre déployée maximale de F[y}) est l'unique sous-groupe de Levi de
G tel que y G Me.

3.5. Version du théorème 3.3 pour les éléments semi-simples réguliers
(en position standard).

Soit 7 e Gr. Quitte à remplacer 7 par l'un de ses conjugués dans G,
on suppose que le groupe multiplicatif A de la sous-F-algèbre déployée
maximale de F [y] est un sous-tore standard de Ao, i.e. l'ensemble des
matrices diagonales de la forme

d iag (a i , . . . , a i , a2 , . . . , a2 , . . - , ad î - . . î ad ) (a^ € F^)
N2 Nd

d
pour une suite N^, .... Nd d'entiers > 0 tels que ^ Ni = N. Soient A le

i=l
d

sous-tore de Ao tel que A = A(F), M = II GL(Ni) C G le centralisateur
î=l

de A dans G et P le sous-groupe parabolique de G de composante de
Levi M contenant PQ. Posons 7 = (7i,...,7d) e M = M_{F). Soit
j e {! , . . . , (Q. Si Nj ^ 2, 7^ e GL(Nj,F)e et l'on définit l'Op-ordre
^ dans M(Nj,F), l'C^-réseau A^. dans M(Nj,F) et les entiers m(7j,n),
r(7^,n), comme en 1.2, 2.2 et 3.3. Si 1̂  = 1, on pose Qj = A^. = Op
et m(7j,n) = r{^j,n) = n. Soit alors m(7,n) le plus petit entier m tel

d
que m ^ sup{m(7^ n) : î = 1, . . . , d} et ]~[ 7^(1 4- w'^Ki) C Me H Gr, et

î=l

soit V(7,n) = FI 7z(1 + ̂ ^'^A^). Enfin, soit ^(7) = sup{fc]'(7,) : i =
î=l
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1, . . . , d} avec

f ki^i) = ^F^-MF} (kQ(rii'Gi) ~ VGi(rii^ si Ni ^ 2

l^ i (7î )=0 sinon.
Quitte à remplacer (à nouveau) 7 par l'un de ses conjugués dans M, on

d
suppose que M H Bp C ]~[ Gï C M H Kp. Un tel 7 est dit en position

i=l
standard.

Soient B^ = M(F) H Bp = n B^, et U^ = ̂ H^ l'algèbre
î=l

de Hecke des fonctions complexes Bp j^-biinvariantes à support compact
sur M_(F) munie du produit de convolution défini par la mesure de Haar
dmF sur M{F) telle que vol(M(0^), dm?) = 1.1/isomorphisme de triplets
(À, À) : Tr(F) —>• Tr{F') induit comme en 3.2 un isomorphisme d'algèbres
CM = ^=lCi : ̂ ,M ~^ ^F',M_'

Soit U_ le radical unipotent de P et soit dup la mesure de Haar sur
U(F) telle que vol(0C^),dî^) = 1.

LEMME. — Soit w^p ç W(wp). Pour toute fonction f € Hp,

/ ^{f){w^^UF')duF' = / f(w^up)duF.
JU.{F') JU.{F)

Preuve (Waldspurger). — Notons P~ le sous-groupe parabolique de
G opposé à P et U~ son radical unipotent. Soit 6^p ç. ^(wp) HA l'élément
diagonal

diag(l,..., 1,^,. n;^... ̂ ~1,... ,w^~1).
Ni N2 Nd

Pour m e Z^i, Adc^ dilate U_{F) et contracte U~(F). Posons B^ =
U:(F) H B^ B^p. = P- (F) H By et

^(/) = / f(w^up)duF (m ç Z^o, / e ̂ (G)).
^F5^^?

Soit une fonction / e C^°(G). Comme w^Supp(/) nU_(F) est une partie
compacte de U_(F), il existe un entier mo = mo(/) ^ 0 tel que pour tout
entier m ^ mo, on a

/ f(w^up)duF=W)=I^(f).
JU.{F)
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L'élément diag(l,...,!, w p ' , . . . , ̂ /,..., w^71,..., î^~1) de A(F') coïn-
cidant avec l'image 6^^ de 6^jp par Pisomorphisme de groupes W(wp) -1-
W(WF') défini en 3.3, il suffit donc de prouver que pour toute fonction
/ G Hp et tout entier m ^ 0, ̂  (€(/)) = ̂ (/) où Jj?, est la distribution
sur G_{F') obtenue en remplaçant -F par F ' dans la définition de Jj?. Fixons
un entier m ̂  0 et soit <p^ ^a fonction caractéristique de la double classe
BF^BF. Puisque Bp = B^B;p- et ë^B^p.ë^ C B^ pour tout
a; ç G et toute fonction / e C^°(G), on a

/ * ̂  (a;^) = / f(9)dg = /* /(^)^.
^^^B^^B^ 7^5^^;^B;^_

Sur l'ouvert (dense) U_(F)P~ (F) de G, la mesure dg = d<^ se décompose
en dgp = dupà'p'p où dp^ est la mesure de Haar à droite sur P~{F) telle
que

vol(B^p-, dp^) = VOI(BF, dgr)

en posant Bp^p- = R~(F) H B^. Ainsi, pour toute fonction / ç. Hp^ on a

/ * ̂  (w^c.) = voi(^p-, dp-p)w) = .-^^y^^œ
— L-° ,̂p- • ^^p-J

et

c(/)*c(w^)(w^,e,,) = C(/*^)(^,G,,) = /*^,(^.c.)-
Puisque C^^ ) est la fonction caractéristique de la double classe
or Km Dr p .̂
^ F ' 0 ^ ? 1 F ' et

vol(B^,d^^) _ vol(Bp,d^)
[Bp^p- : By^p_} [Bp^- '- B^p-}î

le lemme 3.5 est prouvé. D

THÉORÈME. — Supposons r ^ 771(7, n) + ̂ 1(7). Alors le voisinage
V == V(7,n) de 7 dans M,(F)e HG(F)r est Bp -̂blinvanant, V = CM(V)
est contenu dans G(F')r, K = {g'^^'g '' g' ê ^(F'), 7' e V7} est ouvert
dans G(F')r et pour tout 7' e V^,

^(^(C(/),7/)=^W(/,7)

pour toute fonction / e H(G(F), K^).
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Preuve. — Pour i = 1,..., d, posons e, = e(F[7,]/F), V, = 7,(1 +
w j - ' - A ^ ) , V^ = Çi(Vi) et pour tout entier k tel que 1 ^ k ^ re,,
^ = 1 + ̂ , H^ = C,(^). Il est clair que B^VB^ = V et que
V est contenu dans M(F')e. Pour que V soit contenu dans G(F')r, il faut
et il suffit que pour tout couple d'entiers (î,j), 1 ^ i ^ j <; d tel que
N, = ̂  et tout g ' e GL^F'), on ait ^-1V^/ H .̂ = 0. Supposons
qu'il existe un couple d'entiers (î,j), 1 ̂  i ̂  j ^ d tel que Ni = Nj, et
posons 7V. = N,, G. = GL(7v.) et C. = Q. Comme H'^y.H'^ = V[ et
^.^V^f^ = V;., le G^FQ-entrelacement

^ = {S' ^ W) : Q"1^1 n V^ 0}

est une partie (ff^^Jf^^-biinvariante de GJ^F') qui coïncide avec
l'union des doubles classes H'^1 g ' H ' ^ 3 c G^F') telles que V ^ g ' H ' ^ 3 H
H'^g'V'j 7^ 0. Supposons par l'absurde que Z^ 7^ 0. Alors e^ = e^, donc
Gi = Sj (puisque 7 est en position standard) et H^ == H^3. Notons
F = H^ et F = Jfp. Comme ̂  C NGÇF^) et V;. C ̂ (^,)(r'), pour
^eV^e^.e t^çG^F^ona

rc.-l(^/7.y^/)=^c.-l(^yr)
lc.-l(^y7^/)=c.-l(^y^/)^

pour tout yi e C."1 !̂'') et tout yj € C^K^^O ; Par conséquent

0 ̂  C.-1 ,̂,) C {g e G. (F) : g-^g H V, ^ 0}

ce qui contredit le fait que V est contenu dans G(F)r. Donc V C G(F")r.

Soit F^r]^ la variété ^^/-adique des polynômes unitaires de degré
7V. L'application "polynôme caractéristique" p p ' : G(F') —> F'[T}N induit
une submersion G(F')r —> p^'(G(F')r) de fibres les orbites de GÇF^r'
Comme p^(V') est ouvert dans F'[T]^, V^ est ouvert G(F')r. Il suffit de
montrer le théorème 3.5 pour tout 7' e V.

Comme V C M(F)e H G(F)r, pour toute fonction / e Gœ(G(F)),

J^)(/,7)=jMW(y£W^)

où /p^) e Gœ(M(F)) désigne le terme ^-invariant de / suivant P(F).
De même, pour tout 7' e V et toute fonction /' e G^G^F')),

J^^^^jMF')^)^

Soit ^^ = M(F) H K^. Comme / ç H{G(F),K^) ^ f^ ç
7ï(M(F), ̂ M) et pour tout 7' e V et toute fonction ̂  e U(M_{F\ K^ ̂ )
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(Théorème 3.3),

JMFf\ÇMW^)=JMF}{^

il suffit de montrer que C(/) = ÇM^"^^) P01^ toute fonction
/e^(G(FW).

d
Soit D~^{WF) = n ^t^p) C D(wp) où D^Çwp) est défini comme

en 2.2 en remplaçant G par le groupe GL(Ni). Soit m ç M_{F). Fixons une
décomposition m = k-të^pk^, ki € M_{0p) pour î == 1, 2, ^^, e D^(î[7^).
Comme ëf^çp^k^) = 1, pour toute fonction / 6 T~i(G(F), K^),

f^^Çm) = ë^Çm) I ~f(k^^UFk^k^duF
JU(F)

=^v2(m) / ~fk^k^FUF)duF
—' ' JU_{F)

où 7fci,fc2 est la fonction définie par Jfci,^^) = 7(^1^^) (^ € G(F)).
Pour î = 1, 2, soit k\ C MSOp') tel que ^M^kiR^) = ^^P",MÎ et soit

^wp./ ^ ^)M(ÎÎ7^/) l'^^e de ë^p par l'isomorphisme de groupes W(wp) —>

W(wp') défini en 3.3. Ainsi, m' == k[ë^^k^ € ^M^K^mK^) et

6p^F')(rn') = (ÎP(^)(<^,) = ̂ P(^)(^) = ëpçF)(rn).

De plus, comme J^^ normalise J^, pour (^ G H(G(F), J^?,), la fonc-
tion ^,fc, est encore dans H(G(F),K^) et €(^1^2) = C(0)^- Par
conséquent, pour toute fonction / ç 7^(G(-F),-?C?i), le lemme 3.5 entraîne
l'égalité

'̂) (m/) 1 C(7)fe', ,̂  (^F/ UF. )dUp,
JU{F')

= ^ v 2 ( m ) / Jk^k^F^duF.
—' ' JU.{F)

On conclut grâce à la relation <(/) = <(/) (pour / G H{G(F),K^)), déjà
montrée au cours de la preuve du théorème 3.3. D

3.6. On a travaillé, en 3.5 comme en 3.3, avec un élément 7 e Gr en
position standard. Sans cette hypothèse sur 7, on a un résultat analogue
au théorème 3.5, la précision sur r en moins.
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THÉORÈME. — Soit 7 e Gr. Si r est suffisamment grand, (^{B^By) c
G(F'), et pour tout y e Ç(B^Bp),

^^)(C(/),y)=^w(/,7)

pour toute fonction f e 7<(G(F), K^).

Preuve. — On se ramène à la situation de 3.5. Soit g ç G tel que
7 = ̂ -^ est en position standard. Supposons r ^ F = m(7,n) + ̂ (7)
et que g ' ^ B p g C BJ? (condition vérifiée si r est suffisamment grand).
Soient M le sous-groupe de Levi standard de G associé à 7 en 3.5,
V = V(7,n) C M(F)enG(F)r, V = CM(V) et V; = Ad^)^'). Grâce au
théorème 3.5, il suffit de montrer que ((B^By) C î^.

Soient 7' e Ç(B^Bp) et ^/ e Ç(BygBp). Comme

B^g'B^B^g'-^B^ = Supp(/^ * ̂ , * /,,-i)

=C(Supp(^*/^*^-i))

= WgB^B^B^

quitte à remplacer 7' par .r'lyrca pour des x\ ç. Bp, {i = 1, 2), on peut
supposer que B^g^g^B^ = ((B^g^By). Alors,

C(^7^) = Wg^By) = B^V-'I^-

Posons p = b^w^pb^ avec ^ € Bp (i = 1, 2), w^ e W^(^^), et
p' = b[w^^ avec 6^ e C(^B^) (î = 1, 2). Puisque Bp normalise Bp,
on a

g-^Bpg C Bp ̂  w^BpW^ C B;

^W^BF^^ CB^

^g^B^g' CB^,,

d'où C(^7^) C g^B^'B^g' C K
et le théorème 3.6 est prouvé. D

Remarque. — On peut reformuler le théorème 3.6 de manière plus
concrète. Fixons un système de représentants JL^ c 0^ des classes de
0^ mod (14-7^) et soit u,p = /^ U {0} (si F est de caractéristique > 0, on
peut prendre pour up le corps de représentants dans Op du corps résiduel
de F). Alors, tout x ç. F possède un (unique) développement hensélien de
la forme x = ̂  ^(x)w^ ^(x) ç p,p.

1/Ç.Z
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Soit 7 e Gy.. Écrivons 7 = bw^pC avec 6 = (&^) e B^,
^WF ê lV(zz7^), c = (c^j) e B^, et w^p = <î)^s avec ë^y =
diag^^1,...,^^) e D{wp), s e S^. Soit a = Os la permutation de
{1 , . . . , 7V} donnée par se, = e^ {i = 1, . . . , N) où (rappel) ei, . . . , CN
désigne la base canonique de F-^. Posant 7 = (7z,j), on a

N

7z,j =^^fc&^^-l(fc)j.
fc=i

Soient (B^Bp)ij = {p,j : ̂  = (p^) e ̂ 7^^} C F, ̂ ij) = sup{i. e
Z : (B^Bp)ij C 7zj + P^} et ^(7) = mf{i/ ç Z : 7 + w^M(N, Op) C
BF^BF}. Puisque 5^ normalise BJ; et ^-^(^O^)^1 = M(7v,0^),

^(7) == inf{i/ e Z : w^^, + wj^M(N, Op) C B^^By}
= ̂ (^j.).

Pour chaque JLA G ^, soit /^/ 6 O^/ tel que // modP^/ =
À(/A modP^). Posant /^/ = 0 si p, = 0, soit ^ p ' = {^/ : ^ ^ ^}-
Soient b' == (b^,) ç C(^), c7 = (^,,) € C(cB^) et 7' = &'w^,c'. Po-
sant 7' = (7^.), on a

ViJ^^W-w,
k==l

Y,^(^W, modP^^.
ï/€Z

Soit un entier F ^ 1. Comme ^r^ij) —> +00 quand r —> +00, si r est
suffisamment grand, pour chaque couple d'indices (î,j), on a i^r(.^i,j) ^
^^7). Dans ces conditions, posant (3 = ^çr(7), pour chaque couple d'indices
(î,j), on a

<j = Z^(7z,j)'̂  mod ,̂,
^€Z

et puisque 1^7') = ^ç^w^^,,) = /?,

7' + w^M(N, O p ' ) C B^y^, = Ç(B^7^).

D'où la variante suivante du théorème 3.6 : soit 7 ç Gr- II existe un
entier f3 tel que si r est suffisamment grande alors pour tout 7' = (7^) €
G(FQ tel que 7 .̂ = E^z ̂ (^j)'^ mod ,̂, on a 7' € G(F')r et

^^(cœ^o^^^a^)
pour toute fonction f e 7<(G(F), ̂ ). D
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