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SUR LES SERIES FORMELLES
SOLUTIONS D’EQUATIONS
AUX DIFFERENCES POLYNOMIALES

par A. BARKATOU et A. DUVAL

Dans cet article, nous montrons que toute série formelle (en 1/z),
resp. toute série de factorielles formelle, solution d’une équation linéaire aux
différences finies & coeflicients polynomes est Gevrey d’un ordre qui peut
se lire sur un, ou plutét deux, polygone(s) de Newton convenable(s). Nous
calculons également ’indice d’un tel opérateur agissant sur des espaces de
séries Gevrey factorielles ou ordinaires.

Parmi les travaux antérieurs sur le sujet, il faut citer l'article de
Gérard et Lutz [3]. Dans cet article le caractére Gevrey des séries obtenues
est établi (en fait pour une classe beaucoup plus vaste d’opérateurs), mais
les auteurs ne donnent pas la valeur optimale de l’ordre Gevrey. La partie
des travaux d’Ecalle consacrée aux équations aux différences [2] contient
aussi des résultats de ce type. Les polygones de Newton que nous sommes
amenés & introduire se trouvent d’ailleurs dans le travail cité. Dans son
article [7], Praagman donne 'ordre Gevrey précisé exact dans le cas de
séries formelles ordinaires et prouve qu'un opérateur aux différences A (&
coefficients séries convergentes a I’infini) est de Fredholm sur les espaces de
séries formelles ou Gevrey d’ordre s > 1. Il montre enfin que A n’est en
général plus de Fredholm pour s < 1.

Tous ces auteurs travaillent directement sur l'opérateur aux différen-
ces, alors que notre méthode consiste & se ramener par transformation de
Mellin & un opérateur différentiel et a utiliser pour celui-ci les résultats
de Ramis [8] dans le cas Gevrey et ceux de Malgrange [4] dans le cas
formel ou convergent. Nous obtenons ainsi «sans calculs» des résultats dont
certains doivent s’étendre, par d’autres méthodes, au cas non polynomial.

Mots-clés : Equations aux différences — Séries de factorielles — Séries Gevrey — Polygone
de Newton — Indices — Transformation de Mellin.
Classification A.M.S. : 39A10 — 44A15.
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En particulier notre étude montre que pour les séries de factorielles la
situation est tres semblable au cas différentiel et il est certainement utile
de faire avec ces séries ’analogue du travail de Praagman, c’est-a-dire
le lien entre ces théorémes d’indices et certains groupes de cohomologies
du faisceau des solutions plates et la mise en évidence d’un phénomene
de Stokes approprié. Nous espérons aborder ces points dans un article
ultérieur.

1. La transformée de Mellin formelle.

1.1. La transformée de Mellin formelle d’un opérateur.

d
On note 7 'opérateur de translation de pas +1 et § = ta I’opérateur
d’Euler. On note C[z, 7] l'algébre non commutative des polynémes en x

et 7. La multiplication correspond & la composition des opérateurs et est
caractérisée par les régles :

et =(z+1)r

o Cz] et C[r] sont des anneaux commutatifs.

On note C[t, 6] 'algébre des polyndmes en t et §. La multiplication
correspond & la composition des opérateurs et est caractérisée par les regles :

e Ot=1t6+1)

e C[t] et C[6] sont des anneaux commutatifs.

ProposiTioN 1. — La correspondance t — —0, T — t définit un
isomorphisme d’algébre M de Clz, 7] sur C[t,6]. Cet isomorphisme est
appelé transformation de Mellin formelle.

Démonstration. — Il suffit de remarquer que M (zr) = M (z)M (1) =
-0t = —t(0+1) = t(-60-1) = M(1)M(z — 1) = M(7(z — 1)). Or
zr=71(z—1). O

Pour z € C et j € N, on définit (z); =z(z+1)(z+2)---(z+5—1)
si j > 0et (z)o = 1. Tout opérateur A € Clz, 7] peut s’écrire sous I'une
des deux formes

A= Z ;e
i=0--r
j=0---q

A= Bi i ().

1=0---r

_7:0.,.q
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On définit I’ordre (resp. le degré) de A comme étant son degré en la variable
T (resp. ).

On définit de méme 'ordre d’un opérateur D € C[t, 6] comme étant
son degré en la variable 6 et le degré de D désigne son degré en la variable

d\?
t. L’opérateur t* (a) , qui appartient & C[t, 6] si ¢ > j, est donc d’ordre
j et de degré i — j.

ProposITION 2. — La transformée de Mellin formelle vérifie :

M Z o Tzl | = Z (=1) o ;t'67
=8 =y
— , . ALY
Al Y surte) | = 5 oo ()
=g =8

L’opérateur M échange donc ordre et degré.

Démonstration. — La deuxiéme formule provient de la relation

tf(%>j=0(0—1)~-.(0—j+1). m]

1.2. La transformée de Mellin formelle d’une série de factorielles.

On considere des séries formelles de factorielles généralisées :

I'(z)
7;) Fz+n+p+1)

_ F() Z an
T(z+p) = (z+p)(z+p+1)---(z+p+n)

oupeC.
Le cas des séries de factorielles formelles correspond & p = 0.
DEFINITION 1. — Soit f une série formelle de factorielles généralisées,

sa transformée de Mellin formelle est la série formelle ramifiée de puissances
de (1 —t), donnée (avec les notations précédentes) par

—~ A o an, _an
M) =1 -1) g———r(n+p+1)(l t)".
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L’algebre Clz, 7] agit sur les séries formelles de factorielles généralisées
tandis que 1’algébre Cl[t, 0] agit sur les séries formelles ramifiées.

Remarque 1. — Si p n’est pas un entier strictement négatif, M définit
une bijection entre les séries formelles correspondantes puisque dans ce cas
1 b
————— n’est jamais nul.
T(n+p+1) )

ProprosiTION 3. — Si f est une série formelle de factorielles généra-
lisées, alors pour tout opérateur A € Clz, 7],

M(A(f)) = M) M(f)).

Démonstration. — Par linéarité, il suffit d’établir pour j,k € N et
p € C la formule :

(e () -0 () (Y50

Or f(z) = Tj(w)k(l-\(l;(f_)p)) = ?gi;iﬁ; :

En exprimant le polynome de degré j + k
F(x+j+k)
I(x)

z(z+1)---(z+j+k-1)=

IF'z—-B+3j+k) ;
I'z—-pB+13) ~’
qui est un cas particulier des formules de translation ([5]) :

j+k . .
. _ j+k ) T(z)(z+j+k—pB)
r<x+y+k)—;( ) eo-n - i HETEEIEE

sur la base

=0,---,j+k, on obtient la formule suivante

donc

j+k X
@ =" ) sy pir LD tiTE=f)
* ;( i ) T(e—B+0)0@+]+p)

En prenant 8 = k — p, on trouve

jtk , .
F@ =3 (T k- —p- 1 p it
§< ¢ ) pREe ? T(z+p—k+i)



SOLUTIONS D’EQUATIONS AUX DIFFERENCES 499

dont la transformée de Mellin est

jtk , . .
Sa(t):Z(J';'k) (k—p)(k—p—1)...(k_p_i+1)w_

=0 F(p —k + 2)
— jz-'-:k (.7 + k) (_1)i (1 — t)p_k+i_1

i=0 ’ Lp—k)

tj+k(1 _ t)P—k—l tj"'k(l _ t)P—k—l
= =(o=1(p—-2)---(p—k

T = k) (p=1(p—-2)---(p—k) T0)
k _
ey (4T (A
dt L'(p)
]

Remarque 2. — La définition de la transformée de Mellin formelle

choisie pour une série de factorielles généralisées est, & multiplication prés
par une fonction 1-périodique, la seule compatible avec la propriété de
commutativité traduite par la proposition 3.

En effet, si M (ﬁrc;(f—)—p)) = p,(t), Iégalité
k
B (o gy ) = 044 () el

se traduit par les relations
d\*

—1)kehti [ — t

(144 () olt)

Jt+k itk
=S (I == o= (= g4 D)
i=0
Pour k£ = 0,7 = 1 on trouve pp,41(t) = (1 —t)p,(t) et pour k =1,j =0,
on a t)(t) + (1 = p)p,(t) + pp1(t) = 0.

Ces deux équations ont pour seules solutions communes w(p)
(1 —t)*~1/T'(p), ot m(p) est une fonction 1-périodique.
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2. Polygone de Newton — Equations caractéristiques.

2.1. Polygones de Newton d’un opérateur aux différences.
2.1.1. Le T—polygone de Newton.
Soit A € Clz, 7] :

A=

i

J

]

o207

Iy
[=1=]

e
g

Le 7—polygone de Newton de A, noté N,(A) est défini de la maniére
suivante :

Soit Q = {(=,y) € R?|z < 0 et y > 0} le deuxieéme quadrant de R2.
On pose, pour (u,v) € R?, Q(u,v) = Q + (u,v). Soit M(A) la réunion des
Q(i,—j) pour 0 <i<r,0<j<geta;; #0. Le T—polygone de Newton
de A est l'intersection de Rt x R avec ’enveloppe convexe de M(A). Ce
polygone posséde un c6té horizontal (éventuellement réduit & un point),
un coté vertical (illimité vers le haut) et, entre les deux, un nombre fini de
cOtés de pentes rationnelles positives. Pour p > 0 fixé, on définit le poids :
wp(zIT?) = —j — pi. A ce poids on associe la valuation v,(A) = Inf des
poids des monomes de A. On désigne par o,(A) la somme des mondmes
de A de valuation minimale. Lorsque p > 0 est une pente de N,(A), 0,(A)
est la somme d’au moins deux mondmes :

p

op(8) = Z Wi (p).n ()& P TP
h=0

avec ig(p) < -+ < i, (p). Les points (in(p), —jn(p)) sont sur le coté de
N.(A) de pente p et on a :

n(p) —jop) _
in(p) — %0 (p)
pour h =1,...,7mp.

DEeriNiTION 2. — Le polynéme caractéristique associé a la pente p
(p > 0) de N-(A) est

p

P,(T) = Z Qi (p) i (p)T(ih (P)~io(p))
h=0
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C’est un polynéme en T de degré l, = iy, (p) — io(p) («longueur» du coté
de pente p), a terme constant non nul.

L’équation P,(T) = 0 s’appelle I’équation caractéristique associée a
la pente p.

Les p-caractéristiques de A sont les inverses des modules des racines
de P,(T) = 0.

2.1.2. Le 6—polygone de Newton.

On note § 'opérateur aux différences 7 — 1. Soit A € C[z, 7], A peut
s’écrire

A= z Ci,jl‘j(si.
1=0---1
j=0---q
Le 6—polygone de Newton de A, noté Ng(A) est défini de la maniere
suivante :

Soit J = {(z,y) € R?ly > 0 et y > x}. On pose, pour (u,v) € R?,
J(u,v) = J + (u,v). Soit U(A) la réunion des J(i,i — j) pour 0 <i < r,
0<j<gqetc,; #0. Le 6—polygone de Newton de A est I'intersection de
Rt x R avec ’enveloppe convexe de U(A). Ce polygone comporte & gauche
un coté horizontal (éventuellement réduit & un point), & droite un coté de
pente 1 de «longueur» infinie et entre les deux un nombre fini de cotés dont
les pentes sont des nombres rationnels strictement compris entre 0 et 1.

Pour 0 < p < 1 fixé, on définit le poids : wy(z?6) = —j + (1 — p)i. A
ce poids on associe la valuation v,(A) = Inf des poids des monémes de A.
On désigne par op,(A) la somme des monémes de A de valuation minimale.
Lorsque p (0 < p < 1) est une pente de Ns(A), 0,(A) est la somme d’au
moins deux monomes :

Ip
op(A) = Z Cin(p).n () @ P 6 P)
h=0

avec ig(p) < -+ < in,(p). Les points (ir(p), jrn(p)) sont sur le coté de Ns(A)
de pente p et on a :

in(P) = jo(p) _
in(p) — io(p)

pour h=1,...,7mp.
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DErFINITION 3. — Le polynéme caractéristique associé a la pente p
(0 <p<1)de Ns(A) est

p
Pp(T) = Z cih(P),jh(P)T(zh(p)_m(p))‘
h=0

C’est un polynéme en T de degré l, = iy, (p) — io(p) («longueur» du coté
de pente p), a terme constant non nul.

L’équation P,(T) = 0 s’appelle I’équation caractéristique associée a
la pente p. A toute racine ), , de cette équation on associe le réel positif
Apw = Ppu|"VP, (v=1,...,1,). On dit que A, , est une p-caractéristique
de A.

Pour p = 1, on pose w; (z76%) = —j. On associe a ce poids la valuation
v1(A) = Inf des poids des monémes de A (= —q ici ). Soit 01(A) la somme
des monomes de A de valuation minimale. Alors o1(A) peut s’écrire :

M )
o1(8) =) ciy qz8™.
h=0

DEFINITION 4. — Le polynéme caractéristique associé a la pente 1 de
Ns(A) est

M
Pi(T) =) ciy oT —1)™.
h=0

L’équation P1(T) = 0 s’appelle I’équation caractéristique associée a la
pente 1.

Les 1—caractéristiques de A sont 1 et les |[a — 1|~! oti a désigne une
racine de I'équation caractéristique P (T) = 0 telle que a # 1.

Terminons par le cas p = 0. L’équation caractéristique correspondante
est remplacée par 1'équation indicielle (cf. [6]). Pour définir 1’équation
indicielle, il est plus commode d’écrire A sous la forme

DD BigbH ;.

i=0 j=0

N

On pose wo(6*(z);) = i — j. On associe & ce poids la valuation
vo(A) = Inf{i — j|B;; # 0}. Soit 0o(A) la somme des termes de A de
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valuation minimale :
oo(A) =Y Bi;6z);
i—j=vo(A)
Le polynéme indiciel de A est défini par
Po(T)= ) Bij(~T+p
J—i=p

ol p = —vg(A) = sup{j —i|B;,; # 0}. C’est un polynéme en T' de degré [,
(«longueur» du c6té de pente 0).

L’équation Py(T) = 0 s’appelle ’équation indicielle de A. Ses racines
sont appelées exposants caractéristiques de A.
Ce sont les valeurs possibles du nombre complexe p tel que A possede

. & Iz +p)
solution
e SOt ngoa"I‘(z+p+n+1)

avec ag # 0.

Le é-polygone de Newton coincide avec le «petit» polygone de New-
ton de J. Ecalle [2] qui s'obtient en utilisant la formule 7 = e#/4* =

1 (d\" .
] (%) . L’équivalence entre les deux définitions provient du fait
n>0 "¢

dz dz dr
¢; ;26" (c;; # 0) est constituée du point (i,i — j) et de points situés sur
la parallele a la premiere bissectrice issue de ce point. Le 7-polygone de
Newton coincide avec la partie positive du «grand» polygone de Newton
défini dans Ecalle [2] et qui correspond & ceux introduits antérieurement
par Birckhoff, Noérlund etc.

d d\° .[d o
quebd=7—-1€ — — ) C |- et donc la contribution du terme

Remarquons aussi que, contrairement au cas différentiel, les pentes
possibles du §-polygone de Newton d’un opérateur d’ordre r sont en nombre
fini :

e 0,1 pour un opérateur d’ordre 1,
e 0,1/2,1 pour un opérateur d’ordre 2,

e 0,1/3,2/3,1/2,1 pour un opérateur d’ordre 3, etc ...

Remarque 3. — On obtient le méme § resp. T-polygone de Newton si

T g . r 9 .
on exprime A sous la forme ) > §; ;6°(x);, resp.y_ Y i ;7(x);.
=0 =0 i=0=0
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2.2. Polygone de Newton d’un opérateur différentiel.

Nous allons maintenant rappeler les définitions du polygone de New-
ton et des équations caractéristiques d’un opérateur différentiel (pour plus
de détails voir Ramis [8]).

2.2.1. Polygone de Newton en un point t = tg.
Soit

ngdj(t) (%)j

un opérateur différentiel et ¢ty un point de C. On pose
m
di(t) = d;it — to)".
i=0

Soit @ = {(z,y) € R?|lz < 0 et y > 0} le deuxiéme quadrant de R2. On
pose, pour (u,v) € R%, Q(u,v) = Q + (u,v). Soit M(D) la réunion des
Q(j,i —j) pour 0 < i <m, 0<j<qetdj; #0. On appelle polygone de
Newton de D au point ¢ = to et on note Ny, (D) l'intersection de RT x R
avec l’enveloppe convexe de M (D). Les pentes de ce polygone sont des
nombres rationnels positifs ou nuls.
J
Pour k > 0 fixé, on définit le poids : wg|( (t — to)° % =

i — (k+ 1)j. A ce poids on associe la valuation vg(D) = Inf des poids
des mondémes de D. On désigne par ox(D) la somme des monémes de D
de valuation minimale. Lorsque k est une pente strictement positive de
N, (D), ok(D) est la somme d’au moins deux mondmes :

Ui  k d jh(k)
k(D) =D djn k) in (k) (t — o) *) (E)
h=0

avec jo(k) < -+ < jin, (k).

DErFINITION 5. — Le polynéme caractéristique associé a la pente k
(k > 0) de Ny, (D) est

Nk
Pe(X) = Z djh(k)»ih(k)X(Jh(k)_Jo(k))-
h=0

C’est un polynéme en X de degré Iy = jy, (k) — jo(k) («longueur» du cété
de pente k), & terme constant non nul.
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L’équation Py(X) = 0 s’appelle ’équation caractéristique associée &
la pente k. A toute racine i, de cette équation on associe le réel positif
Tk = l'ykﬂ,l‘l/k, (v=1,...,lx). On dit que T'y, est une k-caractéristique
de D en ty.

Si 0 est 'une des pentes de Ny, (D), ’équation caractéristique corres-
pondante est remplacée par 1’équation indicielle Py(X) = 0 ou Py est le
polynéme de degré ly = j,(0) («longueur» du c6té de pente 0),

70
Po(X) = Z(_l)]h(O)djh(O),ih(O) (=X)jn(0)-
h=0
Les racines de 1’équation indicielle sont les exposants caractéristiques de D
en top.

Terminons par le cas du coté vertical de Ny (D). L’équation ca-
ractéristique est par définition 1'équation d4(t) = 0. Les racines de cette
équation sont les points singuliers de D & distance finie. Les oco-caractéris-
tiques de D en to sont les |a — to| ! oll a désigne une racine de I’équation
dq(t) = 0 telle que a # to.

Remarquons que nous n’avons pas supposé que tp est un point
singulier de D. Si to est un point ordinaire de D, Ny, (D) a pour seules
pentes 0 et oo et les exposants caractéristiques en ty sont les entiers
0,1,...,g—1.

2.2.2. Polygone de Newton & D’infini.

Soit

un opérateur différentiel. On pose
m
di(t) = djt'.
=0

Soit M (D) la réunion des Q(j,—i + j) pour 0 < i < m, 0 < j < qet
d;; # 0. On appelle polygone de Newton de D & I'infini et on note N (D)
lintersection de R x R avec I’enveloppe convexe de M (D). Les pentes de
ce polygone sont des nombres rationnels positifs ou nuls. Pour k£ > 0 fixé,

d\?
on définit le poids : wg(¢* (d_t) )= —i+(1—k)j. A ce poids on associe la
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valuation vi(D) = Inf des poids des monémes de D. On désigne par o (D)
la somme des mondémes de D de valuation minimale. Lorsque k > 0 est une
pente de N (D), ok (D) est la somme d’au moins deux monémes :

Mk - d Jn(k)
k(D) =D iy in iyt (E)
h=0

avec jo(k) < -+ < jn, (k).

DErINITION 6. — Le polynéme caractéristique associé a la pente k
(k > 0) de Noo(D) est

Mk
Pe(X) =Y dj (1), in 1 X VP 75000,
h=0

C’est un polynéme en X de degré Iy = jy, (k) — jo(k) («longueur» du cété
de pente k), & terme constant non nul.

L’équation Py(X) = 0 s’appelle ’équation caractéristique associée a
la pente k. A toute racine vy, de cette équation on associe le réel positif
Tpy = |fyk,l,|1/’“, (v=1,...,lx). On dit que I'y, est une k-caractéristique
de D.

2.3. Polygones de Newton et transformation de Mellin.
PROPOSITION 4. — Soient A € Clz,7] et D = M(A) sa transformée

de Mellin formelle. Alors :

(i) On passe de Ns(A) a N1(D) par la transformation linéaire : (z,y) —
(z — y,y). Un c6té de Ns(A) de pente p, 0 < p < 1, se transforme en le
coté de N1(D) de pente k =

1-p°
(ii) Soit p (0 < p < 1) une pente de Ns(A), on pose k = IL Alors

les k-caractéristiques de D sont identiques aux p-caractéristiques de A.

Démonstration. — Pour montrer (i) il suffit de remarquer que :
1. la transformée de Mellin formelle du mondéme z76° est 'opérateur
(-1)767(t — 1)%.

2. Les mondmes du développement de (—1)767(¢t — 1)* ont leurs points
représentatifs (dans le plan (u,v)) dans Q(j,¢ — j).
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Pour montrer (ii), notons d’abord que pour 0 < p < let k = 1%

on a
we((~1)909 (¢ — 1)) = ((t—l) (jt) ) — i (bt 1))

et
1 i 1 . ;
—vp(2?8") = Evk((—l)J()J(t —-1)".
Posons
,,
A= Z ci(z)8*
1=0
avec

q
Cz(.’t) = Z Ci’jdtj.
Jj=0

Soit 0 < p < 1 une pente de Ns(A) et k = l—g—p Si

Tp
0p(B) = ) Cin(p),in(p)a” P 6P
h=0

désigne la partie isobare de poids minimal de A (pour le poids associé & p)
alors la partie isobare de D de poids minimal (pour le poids associé & k)
est donnée par :

" b d Jn(p)
or(D) = Z (=1 Py, ), n () (= 1) P (dt) '
h=0

Les polynomes caractéristiques associés & p et k sont respectivement :

Tp
Py(T) = Y Cin(p),inp T 0P
h=0
et

Np
Pk(X Z Jh(P)czh(p) Jh(p)X(jh(P)—jo(P)) .
Puisque jrn(p) — jo(p) = (1 — p)(in(p) — i0(p)), on peut écrire :

Tp
Pu(X) = (_1)Jo(p) Z Ci,,(p),jh(p)(—X)(l_p)("'(p)_’°(p))~
h=0
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On en déduit que si y est racine de I’équation Py(X) = 0 alors (—v)(~?)
est racine de I’équation P,(T) = 0. Or |y|/* = |(—)(~P)|V/P, donc les
k-caractéristiques de D sont exactement les p-caractéristiques de A.

11 reste & étudier le cas p = 1 (k = +00). 1l suffit de remarquer que
les singularités & distance finie de D sont O et les racines de 1’équation
caractéristique de A associée & la pente 1 de Ns(A). O

=0

D= ./T/I\(A) On note Py a (resp. Py,p) le polynéme indiciel de A (resp.
D), Ea (resp. Ep) I'ensemble des exposants caractéristiques de A (resp.
D) et pa =sup{j — 1| B;; # 0}. Alors :

(i) si ua > 0, on a P(),D(X) = <—X>MAP0,A(X) et Ep = {0,1,"-,
pa — 1} U Ea

(ii) si pa < 0, on a Pya(T) = (=T + pa)—puaPo,p(T) et En =
{IJ’A7/I‘A+17"'7_1}UED

(iii) enfin si ua =0, Poao = Po,p et Ean = Ep.

r . q
ProOPOSITION 5. — Soient A = Y §"B;(z) ot Bi(z) = Y f;,j(x); et
. =

Démonstration. — On a,

A o d\?
D= -18- 1) (5 ) -
Les polynomes indiciels associés & A et D sont respectivement :
Poa(T) = > Bij(—T + p)i

Jj—i=p

(on a abrégé ua en p) et
Pop(X)= Y Bii(~-X);.
Jj—i=p

Si u > 0, on peut écrire (—X); = (—X) (=X + p); pour j —i = p et donc
Po,p(X) = (—X)uPo,a(X).

Si p < 0, on peut écrire (=T + p); = (=T + py_p(—T + p); pour
j—t=pet donc Poa(T) = (-T + p)—pPo,p(T). O

ProPosITION 6. — Soient A € Clz, 7] et D = M (A) sa transformée
de Mellin formelle. Alors :
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(i) On passe de N.(A) & Noo(D) par la transformation linéaire :
(z,y) — (—y,—z). Un c6té de N,(A) de pente p, p > 0, se transforme
1

en le c6té de Noo(D) de pente k = e

(if) Soit p (p > 0) une pente de N,(A), on pose k = 11) Alors les

k-caractéristiques de D sont identiques aux p-caractéristiques de A.

Démonstration. — Pour montrer (i) il suffit de remarquer que :

1. la transformée de Mellin formelle du monéme z77% est ’opérateur
(=1)7¢7¢.

2. Les monémes du développement de (—1)769¢ ont leurs points représen-

tatifs (dans le plan (u,v)) dans Q(j, —i).

1
Pour montrer (ii), notons d’abord que pour p >0 et k= - on a

J
vk ((=1)767t") = wy, (t”j (%) ) =—i—j+(1—-k)j=—i—kj
et
1 . o
£ U((=1)707F) = wy(a?T).
Posons
A= Zai(:c)ri
=0
avec

q
a;(z) = Z a; ;2.
Jj=0

1
Soit p > 0 une pente de N.(A) et k = e Si

3
op(8) = Z aih(P)vjh(P)xjh(p)Tih(p)
h=0
désigne la partie isobare de poids minimal de A (pour le poids associé a p)
alors la partie isobare de D de poids minimal (pour le poids associé & k)
est donnée par :

p ‘ ‘ ) d Jn (P)
ox(D) =Y (-1)"Pay, ) 5yt P TP (E) '
h=0
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Les polyndmes caractéristiques associés a p et k sont respectivement :

Mp

Bo(T) =D, iy p).jn(y TP 70D
h=0

et

Mp
Pi(X) = Z (_]_)Jh(p)aih(p)’jh(p)X(Jh(P)—JO(P)).
h=0

Puisque j(p) — jo(p) = —p(in(p) — 40(p)), on peut écrire :

p
Pi(X) = (=1)%® Z aih(p),jh(p)(_X)—P(ih(P)—io(P))_
h=0

On en déduit que si v est racine de ’équation Pyx(X) = 0 alors (—)(~?)
est racine de I’équation Po(T) = 0. Or |y|*/* = |(—y)~P|}, donc les k-
caractéristiques de D sont exactement les p-caractéristiques de A. O

3. Solutions séries de factorielles formelles.

Pour z € C et n € Z, on note

1
Pl L - M(z) J z(@+1)---(z+n-1)

I(z +n) 1 si n=0
(z=1)(z—=2)---(z+n) si n<0.

si n>1

Rappelons maintenant la définition des séries formelles Gevrey.

DEFINITION 7. — Soit (an)n>0 une suite de nombres complexes.
Soient s et A deux nombres réels avec A > 0. S’il existe C > 0 tel
que |ap| < C(n!)*A™, pour tout entier n > 0, on dira que les séries

fz) = Z;Oann!ac‘["*'l], P(t) = goan(l — t)™ sont Gevrey d’ordre s et
n2 nz
d’ordre précisé (s,A).

La définition est faite pour que M et M~! transforment une série
Gevrey d’ordre s (resp. d’ordre précisé (s, A)) en une série Gevrey d’ordre
s (resp. d’ordre précisé (s, A)).

Il faut noter qu’une série entiere formelle ¢ est Gevrey d’ordre 0 si
et seulement si elle est convergente. Par contre une série de factorielles



SOLUTIONS D’EQUATIONS AUX DIFFERENCES 511

formelle Gevrey d’ordre s et d’ordre précisé (s, A) est convergente si et
seulement si s = 0 et 0 < A < 1. Rappelons que le domaine naturel de
convergence d’une série de factorielles est un demi-plan {z > A} ol A est
P’abscisse de convergence de la série (voir par exemple Norlund [5)). Si f
est Gevrey précisé (0, A) avec A < 1 alors le domaine de convergence est

C.

Si f est convergente alors ¢ est convergente mais la réciproque est
fausse sauf dans le cas ol ¢ posséde un rayon de convergence > 1.

THEOREME 1. — Soient A € Clz, 7], et g une série de factorielles
convergente. On suppose qu'’il existe une série f(z) = 3. nla,z~ "+ telle
n>0

que A(f) = g. Alors f est Gevrey 0 ou il existe un unique réel s > 0 et un
unique réel A > 0 tels que limsup((n!)~*|a,|)}/" = A. De plus s = 1/p—1
oll p est I'une des pentes strictement positives du polygone de Newton
Ns(A) et A est I'une des p-caractéristiques associées.

Démonstration. — Soient D, ¢ = > an(1—1¢)™ et 4 les transformées
n>0

de Mellin formelles respectives de A, f et g. D’apres la proposition 3, on a
D(p) = 4. Puisque g est convergente, 4 ’est aussi on peut donc appliquer
le théoréme 1.5.17 de Ramis [8]; ¢ est convergente ou il existe un unique
réel s > 0 et un unique réel A > 0 tels que limsup((n!)~%|a,|)}/™ = A. De
plus s = 1/k ol k est 'une des pentes strictement positives de N1(D) et
A est 'une des k-caractéristiques associées. On applique la proposition 4
pour conclure. O

Exemples. — On consideére ’équation aux différences :

1 -2
(z+1) + z(z+1)(z+2)

Ay) =
)=~
ou A est 'opérateur

A=(@z+2)7m?—(1+22)7+2=(z+2)8°+36+ 1.

Le §-polygone de Newton de A posséde un coté de pente 1/2 et un
coté de pente 1. Le polynéme caractéristique associé a la pente 1/2 est
T? 4 1 et celui associé a la pente 1 est (T — 1)2.

Si on cherche une solution de la forme f(z) = ¥ apnlz~+1 on

n>0
trouve agp = 0, a3 = 1, ag = —1 et ap42 + nap4+1 — na, = 0 pour tout
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n > 1. On vérifie que la suite ag = 0 et ap+1 = (—1)"n!, n > 0 convient
(il n’y en a pas d’autres). Donc la série 3 (—=1)"n!(n + 1)lz~["*2] est
n>0

solution formelle de I’équation considérée. C’est une série Gevrey d’ordre

1
1(= a9 - 1) et de type 1 (= 1/2-caractéristique de A).
THEOREME 2. — Soit A € C|z,7]. Soient p1,...,p; les pentes stric-
tement positives de Ns(A) et pj41,...,pr les pentes strictement positives

de N,(A), on pose s; = =1+ 1/p; pour 1 < j <l et s; = —p; pour

m
I+1<j <1l . Soient g une série de factorielles tronquée g = 5" bz~ ["+1]
n=0

et f(z) = 3 nlapz~ "+ une série de factorielles telle que A(f) = g. Alors
n>0

f est une série de factorielles tronquée ou il existe un unique réel s et un
unique réel A > 0 tels que limsup((n!)~*|a,|)}/™ = A. De plus s est I'un
des s; et A est I'une des p-caractéristiques associées.

Démonstration. — Soient D, ¢ = > an(1—1¢)™ et 4 les transformées

n>0
de Mellin formelles respectives de A, f et g. Soient ki,...,k; les pentes
strictements positives de Ni(D) et kiyi1,...,kr les pentes strictement

positives de Noo(D), on pose k; = 1/kj pour 1 < j < let k; = —1/k;
pour [+1<j5</.

D’aprés la proposition 3, on a D(¢) = 4. Puisque g est une série
tronquée, 4 est un polynéme, on peut donc appliquer le théoreme 3.2.8 de
Ramis [8]; ¢ est un polynéme ou il existe un unique réel s et un unique réel
A > 0 tels que limsup((n!)~*|a,|)}/™ = A. De plus s est I'un des &, .. ., ky
et A est 'une des k-caractéristiques associées. On applique les propositions
4 et 6 pour conclure. O

Exemple 2. — On consideére ’équation aux différences :

Aly) =y(z+ 1) + zy(z) = —1.

Si on cherche une solution de la forme f(z) = 3 a,nlz~*1 on
n>0
trouve ag = 1, a; = —1 et (n + 2)ant2 — Nany1 — an = 0 pour tout n > 0.
On vérifie que a,, = (—1)"/n!,n > 0. Donc lasérie f = Y (—1)"z~["+1 est
n>0

solution formelle de I’équation considérée. C’est une série Gevrey d’ordre
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—1 et de type 1. (Le T—polygone de A posséde un coté de pente 1 et un
coté vertical. L’équation caractéristique associée a la pente 1 est T+1 = 0.)

Remarque 4. — Les théorémes 1 et 2 restent valables si on remplace
g par g + un polynéme en z.

THEOREME 3. — Soit A € C[z,7]. Si f est une série de factorielles
I'(z)
[(z+p)
racine de Py a et § est Gevrey d’ordre précisé (s, A+¢) (¢ > 0 quelconque)

ot (s+1)7! est I'une des pentes de Ns(A) et A I'une des p-caractéristiques
associées.

généralisées vérifiant A(f) = 0, alors f(z) = g(xz+p) ot p est une

Démonstration. — Si f(z) = _Lle)
L(z+p)

de factorielles généralisées vérifiant A( f) =0, alors d’apres la proposition
3 sa transformée de Mellin formelle est une série ¢ € (1 — ¢)?C[[1 — t]]
qui vérifie D(¢) = 0, si D = //\;l\(A) Le résultat se déduit alors des
résultats classiques sur les équations différentielles et de la proposition 5
en remarquant que les séries de factorielles formelles de coefficients a,, et
ann!/T'(n+p+1) ont méme ordre Gevrey et si la seconde est Gevrey précisé
(s, A), la premiere est Gevrey précisé (s, A+ ¢€),Ve > 0. a

g(z + p) est une série formelle

Remarque 5. — On retrouve ainsi la partie formelle des résultats de
Nérlund (6] qui concernent le cas ou le 6-polygone de Newton a une pente
nulle de longueur égale & ’ordre de I’opérateur. Dans ce cas Norlund établit
aussi la convergence des séries de factorielles obtenues.

4. Théorémes d’indices (séries de factorielles).
4.1. Indices formels.

Notons IE} ={f= Y a,z " | ng € Z} 'espace vectoriel des séries
n>ng
de factorielles méromorphes formelles.

On définit une valuation sur I/C\f en posant pour f € Ef,

val(f) =inf{n € Z | a,, # 0},

avec la convention val(0) = +oo.
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Notons O; = {f € K7 | val(f) 2 1} = {f = ¥ ana~t}.

n>1
Il est facile de constater (cf. [1] par exemple) que (7)} resp. IE} est
1 1 1
isomorphe a ;(C H;” resp. C H ” [z]. D’autre part C[z] s’identifie au

sous-espace de Ky constitué des séries de valuation négative dont tous les
coefficients d’indices strictement positifs sont nuls.

LeEMME 1. — La suite d’espaces vectoriels
— M
0 — Clz] — Kfj—C[[1-t]] — 0

est exacte.

. .z I'(x)
Démonstration. — Si f(z) = an, ——————, alors
f(z) ng;m Tz + )

FCE:) L-gt = -

n>0

Mty =>

nZno

et le résultat s’en déduit immédiatement. O

Soit A € C[z,7], alors A opére sur Clz] et sur ICf, de plus si
D= M(A) le diagramme

g <L -4
1A ~ I\ D
K c-1

est commutatif (c’est la propos1t10n 3). En general A n’opere pas sur Of,
cependant si on définit (’)f(A) {(fe (’)f |A(f) e (’)f} on prouve le

LeMME 2. — Le C-espace vectoriel Of / (’)f( ) est de dimension finie
da < q si q est le degré de A. L’espace vectoriel C[[1 — t]]/M((’)f(A)) lui
est isomorphe.

Démonstration. — Si f = ¥ anz~I, la condition A(f) € (7); se

n>1
traduit par un nombre fini de relations linéaires de la forme f;(a1,...,a;) =
Ooui=1,...,qsiq est le degré de A. Ceci prouve la premiere partie de
'assertion. La deuxiéme s’en déduit puisque I'action de M sur O(A) est
injective. O

PROPOSITION 7. — Soit A = Z 8'B;(z) ou B;(z) = E Bij(x);-
1=0 =0
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L’opérateur A : (/’)\f(A) — (5} est de Fredholm et son indice est

X& (D) = pa — da.

Démonstration. — Le résultat de Malgrange [4] et le lemme 2 ap-
pliqués au diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes :

0— Tya) 5 -4 — Cli-{/M@;A) — o
1A 4 1D !
0— 0 — C[l1-t] — 0

montre que A est un opérateur de Fredholm d’indice x¥ (A) = x0o(D,1) -
da ol Xoo(D, 1) est 'indice formel au point 1 de Vopérateur D = M(A).
Or

r q j
D=3 - 150 = Y0y (5 )

i=0 =0
ou

d;(t) = (-1)7¢ Zﬂi,j(t - 1)

=0
et x5L(D,1) = Asgp [7 — vali(d;)].
j=0...q

Le résultat s’en déduit puisque pour j fixé,
j—vali(dj) = j —inf{i | Bi; # 0} = Sup {i—ilBi; #0} =pa. O
1=u...7r

oo q
LEMME 3. — Soit A = )" §'B;(z) ot Bi(z) = Y B ;(x);.
i=0 7=0

L’opérateur A : IE} / @(A) — I/C\f / @ est un opérateur de Fredholm
d’indice —pa + da.

Démonstration. — On proceéde comme dans Malgrange [4], Lemme
2.2.

On pose o = pa. Pour p > 0, V_,, désigne I’ensemble des éléments de

ICf de valuation > —p. Si f = Y apzMl e V_p,ona
n>-—p

i ; . , INz+3j
=n;pan i=zg:mr ﬂi,j(]‘n)(g—n_l)...(J_n_l_i_l)fav(_ivl__n__i)_i_).
- j=0---q
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I .
La formule de translation montre que val (ﬁ) =n+1i—7.

On en déduit que A(V_p) CV_p_.
Soit B = {(3,7) | B,; # 0}. Pour tout p > —p, on a

A= N B;G+p)G+p-1) -G +p—i+1) |z P

+0(z~[FPrtl

et le coefficient du terme de plus bas degré est un polynéme non identique-
ment nul donc non nul si p est assez grand. Ceci montre que, si p est assez
grand, A réalise un isomorphisme de I/C\f /V—p sur I/C} /V—p—pu- On a donc le
diagramme commutatif & lignes exactes

0— Voyp — ’E} - ’/C\f/v—p —0
LA LA L
0— Vppu — Ky — Ki/Vpu —0.

Le résultat s’en déduit en quotientant la premiere ligne par (/’)\f(A), la
deuxieme par O et en utilisant le fait que Vp > 0, V_,/O¢(A) est
de dimension finie égale & la somme des dimensions de V_,/Oy et de
O5/05(A). O

T q
ProposITION 8. — Soit A = Y~ §*B;(z) ot Bi(z) = Y. Bi;(x);-
1=0 3=0

1. L’opérateur A : l@ — I/C\f est de Fredholm d’indice 0.
2. L’opérateur A : C[z] — C|z] est de Fredholm et son indice est —pia.
Démonstration. — La premiére assertion se déduit de la proposition
7 et du lemme 3 en considérant la suite exacte
0 — O3(&) — Ky — K3/04(8) — 0
et son image par A.

La deuxiéme propriété s’en déduit en utilisant le lemme 1 et le
diagramme

0— Cl — K 5 ci-f] —o
AN LA o I D
0— Clz2] — Ky — C[1-t]] —0
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ot D = M(A). O
4.2. Indices Gevrey.

Pour tout réel s on note (’)f(s) le sous-espace de (’)f constitué des
séries Gevrey d’ordre s et on pose K f( ) = Of (s) ® C[z]. Un élément A €
Clz, 7] opére sur K; #(s). On note 0; #(s)(A) le sous-espace (de codimension
finie) de (’)f( s) défini par Of(s)(A) Of(s) N (’)f(A)

Soient py,pa,...,pi, les pentes (> 0) de Ns(A) et pyy1,...,pr celles
de N, (A).
1/pi—1 si i=1,...,1

—p; si i=1+1,...,0.
Soit s un réel non nul,

On pose s; = {

e sis>0,onposep=(1+s)7},
e si s <0, on pose p=—s.
Si s > 0, la droite d’appui de pente p rencontre Ng(A)

e en un unique sommet S, de coordonnées (i(p),i(p) — j(p)) si s &
{s1,--, 81},

e suivant l’aréte de pente p; si s = s;. On note alors (i(p), i(p) — j(p))
les coordonnées de Sp, point d’abscisse minimum de cette aréte.

Si s < 0, la droite d’appui de pente p rencontre N.(A)

e en un unique sommet S, de coordonnées (i'(p),—j'(p)) si s ¢
{Sl+1, ey Sl/},

e suivant l'aréte de pente p; si s = s;. On note alors (i'(p), —j5'(p)) les
coordonnées de Sz/a point d’abscisse minimum de cette aréte.

e Sis =0, le point Sy d’abscisse minimum du c6té de pente 1 de Ns(A)
a pour coordonnées (i(1),%(1) — q). En effet, si (¢(1),4(1) — (1)) est ce
point, alors pour tout (i, j) tel que G; ; # 0,1—j—3(1)+5(1) > i—i(1),
c’est-a-dire j < j(1). Or il existe un (%,q) tel que 3;4 # 0, donc
i) =g

T q
THEOREME 4. — Soit A = Y §*'B;(x) o Bj( Z un

opérateur d’ordre r et de degré q.

1. Pour tout réel s, A : I@(s) — E}(s) est de Fredholm et son indice
est (avec les notations ci-dessus)
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e s5is=0, xo(A) =q—1i1) — pa,
o sis>0, xs(A) =j(p) —ilp) — pa,
0 5is <0, xs(A) =—pa —(p).

2. Pour tout réel s, A : @(s)(A) — (5}(3) est de Fredholm et son
indice est

esis=0,x3(A)=g—i(l) —da,
e sis>0,xT(A)=jp) —i(p) — da,
e sis <0, xF(A)=—i(p) —da.

Démonstration. — En remarquant que M (I/C\f(s)) = C[[1—t]]s, espace
des séries formelles Gevrey d’ordre s, le diagramme commutatif & lignes
exactes

0— bl — Ky 2 c-f, —o
la FTAN D
0— Clz] — Kg(s) — C[1-t]]s —O0

(o D = M (A)) montre, compte tenu de la proposition 8 que A agissant
sur @(3) est de Fredholm et que son indice est xs(A) = xs(D, 1)+ Xxpot (A)
ou l'indice xs(D, 1) est calculé dans Ramis [8] (si s = 0, c’est le résultat de
Malgrange [4]). En reprenant les notations de la démonstration du lemme
7ona

o sis =0, xo(D,1) = g —vali(dg) = ¢ — inf{i | B; 4 # 0} = ¢ — (1),
puisque par définition de (1), si ¢ < i(1), alors pour tout j tel que
Bij #0,4—j+q>1, cest-a-dire j < g et donc si §; 4 # 0, c’est que
i >14(1).

e si s > 0, la transformation (z,y) — (z — y,y) transforme droite
d’appui de pente p, resp. point d’appui, resp. aréte d’appui, en
droite d’appui de pente k = T

, resp. point d’appui, resp. aréte
d’appui et, lorsqu’il s’agit d’une aréte, le point d’abscisse minimum est
transformé en le point d’abscisse minimum. Les résultats de Ramis
(8] donnent donc x,(D,1) = j(p) — vali(d;(p), d’ott le résultat, en
remarquant que pour tout (4, ) tel que B; ; # 0, on a, i — j —i(p) +
J(p) > p(i — i(p)), et donc si j = j(p), ¢ > i(p) puisque 1 —p > 0.

e si s <0, la transformation (z,y) — (—y, —z) a les mémes propriétés

mais échange 1'ordre des deux extrémités d’une méme aréte. Toujours
a l'aide de Ramis [8] on trouve x(D,1) = j'(p) — d°(dji(p)) =
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—sup{i | B i(p) # 0} = —7'(p), comme le montre I'inégalité —j +
J'(p) > p(i—i'(p)), valable pour tout (4, j) tel que 5; ; # 0 et appliquée
aj=j'(p).

Les affirmations relatives & @(s)(A) — (/Q\f(s) s’en déduisent ou se
démontrent directement comme la proposition 7. O

Pour s > 0 les indices «méromorphes» se lisent sur le §-polygone de Newton
de ’opérateur :

e Xo(A) est Popposé de la différence entre ’ordonnée du point Sy et
celle du point S.

esis>0etp=(1+5)"1 xs(A) est 'opposé de la différence entre
I’ordonnée du point S, et celle de Su.

Remarque 6. — Pour s = 0, l'indice calculé n’est pas l'indice de
A opérant sur les séries de factorielles méromorphes convergentes. Le
calcul de cet indice par la méthode proposée ici nécessiterait celui de D
dans un espace Gevrey «surprécisé» (0,1, ) défini par une majoration des
coefficients du type |a,| < Cn*.

Il est également facile d’obtenir des théoremes d’indices pour les espaces
Gevrey précisés a partir des résultats correspondants pour les opérateurs
différentiels (Ramis [8]) et du lien entre les caractéristiques établi dans les
propositions 4 et 6.

On peut enfin profiter du fait que A est a coefficients polynémes pour le
faire opérer sur les séries de factorielles tronquées

Kt ={feks|3N€Za,=0sin>N}.
Cette fois il s’agit d’un espace de «vraies» fonctions (méromorphes dans C,

dont les poles sont tous simples et situés en des points de —N).

Le fait que A opére sur IC} est une conséquence de la formule suivante,
déduite de la formule de translation,

5 (o) (@) = 3 ( : ) (“1f(n+i—j)nti-j+1)
k=0
co(n4i— g4 k= 1)gT IR
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T q
ProposITION 9. — Soit A = ) §*B;(x) ot Bi(z) = ). B;;(z); un
i=0 j=0
opérateur d’ordre r et de degré q.

L’opérateur A : K% — K% est de Fredholm et son indice est

xt(A) = —pa — .

Démonstration. — L’image par M de K% est C[l —t] = C[t] sur
lequel D = .KA\(A) a pour indice x_oo(D) = ionf 1 —d°(d))] =
3=0,....4

) iOnf —sup{i | B;; # 0} = — sup sup{i | Bi; # 0} = —r, puisqu'’il
J=0,...,9 7=0,...,q

existe un indice j tel que B ; # 0. Le résultat s’en déduit comme dans la
proposition 8. O

L’injection canonique de IC} est d’image dense, si on munit IE} de la
distance (ultramétrique) associée a la valuation définie ci-dessus et qui en
fait un Banach. En appliquant un lemme général (Ramis [8]) on en déduit
la

roo q
ProposiTiON 10. — Soit A = >~ §"B;(z) ot Bi(z) = Y. B;,;{z); un
i=0 3=0
opérateur d’ordre r et de degré q.
L’opérateur A : I/C; /K% — }6} /K% est surjectif et son noyau est de

dimension finie égale & T + pa.

On peut énoncer des résultats analogues pour les espaces Gevrey s
dans lesquels Ith est également dense.

5. La transformée de Laplace formelle.

5.1. Transformée de Laplace d’un opérateur.

d
On note 8, Popérateur de dérivation o On note Cle™#, 9,] l’algebre
non commutative des polynémes en e~? et J,. La multiplication correspond
a la composition des opérateurs et est caractérisée par les regles :

e 0,e*=e"%0,—-1)

e Cle™*] et C[0,] sont des anneaux commutatifs.
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En écrivant e™% = (=2)
n>0 n!
sous-algebre de I’algebre C{z}[d,].

on peut voir Cle™?,0,] comme une

ProposiTiON 11. — La correspondance x — 0,, T — e~ % définit un
isomorphisme d’algébre L de Clz, 7] sur Cle %, 8,]. Cet isomorphisme est
appelé transformation de Laplace formelle.

~

Démonstration. — 1l suffit de remarquer que L(z7) = L(z)L(7)
O.e7*=e%0, - 1) =L(1)L(z —1) = L(r(z - 1)). Or z7 = 7(z — 1).

ol

ProposiTiON 12. — Soit A € Clz, 7]. On passe de ./W(A) a L(A) par
le changement de variable t = e~ *. En particulier le polygone de Newton
de M(A) ent =1 et celui de L(A) en z = 0 sont identiques. Si k désigne
une pente de Ny (M( )) alors les k-caractéristiques de M(A) et les k-
caractéristiques de E(A) sont les mémes.

On en déduit la

ProposITION 13. — Soient A € C[z, 7] et P sa transformée de Laplace
formelle. Alors :

(i) On passe de Ns(A) a No(P) par la transformation linéaire : (z,y) —

(z —y,y). La pente p, 0 < p < 1, est changée en 7 P

(if) Soit p (0 < p < 1) une pente de Ns(A), on pose k = 1% Alors
les k-caractéristiques de P sont identiques aux p-caractéristiques de A.

5.2. Transformée de Laplace d’une série formelle.

DEFINITION 8. — Soit Fi(z) = ¥ anz~*+"+t1) une série formelle
n>0
ramifiée de puissances de 1/x, sa transformée de Laplace formelle est la

série formelle ramifiée de puissances de z définie par

o(z) = Z T( /\+n+1) 2

PROPOSITION 14. — Si F' est une série formelle ramifiée de puissance
de 1/z, pour tout A € C[z, 7],

L(A(F)) = L(A)(L(FY)).
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Démonstration. — Il suffit d’établir pour 5,7 € Net X € C la formule :
L9 2 (= O+D) —jzgi 2
(Tz*(z Y=e z(-—F()\+1)>'

On pose F(z) = izt (z= D) = (z 4 j)~(*A~#+1), On peut écrire

A v

N —(A—1 —(A—1 n . J
F(z) = (w+ )"0 =g~ A1 Y " (1) A =it 1)
n>0 :

d’ou
A—i

ZQIOEDY (_i!z)n A=it+ by e ey

=e‘jz)\()\—1)---()\—i+1)rz

(A+1)
A
=€, (r(;+ 1))'

6. Solutions séries formelles.

THEOREME 5. — Soient A € Clz,7], et G une série formelle de
puissances de 1/x Gevrey d’ordre 1. On suppose qu’il existe F(z) =

S anz= (D) telle que A(F) = G. Alors la série ' est Gevrey d’ordre
n>0

1 ou il existe un unique réel s > 1 et un unique réel A > 0 tels que
lim sup((n!)~*|a,|)}/" = A. De plus s = 1/p o1 0 < p < 1 est I'une des
pentes de Ns(A) et A est 'une des p-caractéristiques associées.

~ a ~ )
Démonstration. — Soient P, ¢ = 5 —2'2" et T' les transformées de
n>0 nt

Laplace formelles respectives de A, FetG. D’apres la proposition 14, on a
P(qAb) = T". Puisque G est Gevrey d’ordre 1, I est convergente, on peut donc
appliquer le théoréme 1.5.17 de Ramis [8]; é converge ou il existe un unique
réel s > 0 et un unique réel A > 0 tels que limsup((n!)~%|a, /n!)/" = A.
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De plus s = 1/k ou k est 'une des pentes strictement positives du polygone
de Newton de P en 0 et A est 'une des k—caractéristiques associées. On
applique la proposition 13 pour conclure. a

Remarque 7. — Le théoréme reste valable si on remplace G par G +
un polynéme en .

7. Théorémes d’indices (séries formelles).

On introduit les espaces K = C[[z~1]|[z] et pour s > 1, K, =
Cl[z7!])s[z] sur lesquels A opére. La transformation de Laplace formelle
définit une application linéaire surjective de K sur C[[z]], resp. de K, sur
C[[#]]s-1, de noyau C[z]. En appliquant la méme méthode que dans la
proposition 8 et dans le théoreme 4, on établit le

LI q )
THEOREME 6. — Soit A = ) §"B;(z) ot Bi(z) = ) Bz’ un
i=0 j=0
opérateur d’ordre r et de degré q.

1. L’opérateur A : K — K est de Fredholm d’indice 0.

2. Pour s > 1 l'opérateur A : K, — K, est de Fredholm, d’indice
j(p) —i(p) — ua, ot le point (i(p), j(p) — i(p)) de Ns(A) est défini comme
dans le théoréme 4 avec p = 1/s.

Démonstration. — 11 suffit de remarquer que le calcul de I’indice
Gevrey de P = L(A) conduit & déterminer la valuation en 0 des coefficients

q
de P =} d;(2)8]
j=o

Ord;(z) = Z B;,j(e=% — 1)t a pour valuation inf{i | 8; ; # 0} = i(p).
L’action de A sur (C[z] a pour indice xpol(A) = —pA. O

Remarque 8. — L’opérateur Z(A) n’étant plus & coefficients po-
lynémes, on ne peut plus calculer d’indices pour s < 1. On retrouve donc
par cette méthode les résultats que Praagman obtient autrement (pour
une classe plus étendue d’opérateurs), mais on ne peut pas plus que lui
atteindre le cas s < 1.
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