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SUR L'ESPACE DE MODULES
DES FAISCEAUX SEMISTABLES DE RANG 2,

DE CLASSES DE CHERN (0,3) SUR P^

par K. HULEK et J. LE POTIER

PLAN

0. Introduction.

1. L'hypersurface S c: M.

2. Identification de M avec Gr.

3. Le plongement M -> Gr x Pg.

4. Cohomologie de M, et classes de Chern du faisceau universel.

5. Les surfaces de M.

0. Introduction.

Soit M = M(c^c<i) l'espace de modules des faisceaux semistables de
rang 2, de classes de Chern Ci et Cg sur P^. C'est une variété projective
et irréductible de dimension 4c^ — c\ — 3 ; dans M, les points qui
proviennent de faisceaux localement libres forment un ouvert M° dont
le complémentaire SM est une hypersurface irréductible de codimension 1.
On sait que dans l'ouvert M° il existe des courbes complètes dès que
4c2 — c\ > 8 si Ci est pair, et 4c^ — c\ ̂  7 si Ci est impair [7]. L'existence
de surfaces complètes plongées dans M° est également connue dans
certains cas particuliers; c'est le cas par exemple de M(0,15) ou de
M(—l,4)[8]. On s'intéresse ici à l'espace de modules M = M(0,3),
pour lequel la question de l'existence de surfaces complètes ne rencontrant
pas la frontière 8 M était restée ouverte.

Mots-clés : Espaces de modules - Faisceaux - Fibres vectoriels - Cohomologie - Classe
fondamentale.

Classification AMS : 14 D 20 - 14 F 05.
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THÉORÈME 0.1. - Toute surface complète de M = M(0,3) rencontre
la frontière S M.

Autrement dit, il n'existe pas de famille complète à 2 paramètres de
fibres vectoriels de rang 2, de classes de Chern (0,3) sur Pg. La réponse
à cette question a été rendue possible grâce à la description de M(0,3)
que nous avions annoncée dans [11], et dont nous donnons ici une
version détaillée au chapitre 2. Pour ceci, nous introduisons la
grassmannienne Gr des réseaux de coniques dans [Pz • Le plan projectif
dual P? se plonge dans Gr de la façon suivante : à la droite ^ d'équation
u = 0, on associe le réseau des coniques d'équation uv = 0, avec
v e F(^p (1)). Soit dî l'éclaté de (P? dans Gr ; c'est une variété projective
lisse de dimension 9.

THÉORÈME 0.2. — II existe un isomorphisme

$ : M = M(0,3) -> Gr'.

Cet isomorphisme, établi au chapitre 2, permet de donner une
description détaillée de l'anneau de Chow de M, ou ce qui revient au
même, de l'algèbre de cohomologie entière H (M) de M, en termes de
générateurs et relations, et de préciser la matrice d'intersection
(cf. chapitre 4). D'autre part, il existe, sur M x Pg, des faisceaux
universels, définis module Pic M. Si on normalise convenablement un
tel faisceau ^ peut être défini à isomorphisme près, et décrit en termes
de la géométrie sous-jacente à la variété Gr. Il est alors possible de
calculer au moins les trois premières classes de Chern du faisceau ^ .
La troisième classe de Chern c^) est particulièrement intéressante,
puisqu'elle s'interprète comme la classe fondamentale du lieu singulier
de ^.

Le plan de la démonstration du théorème 0.1 est alors le suivant:
supposons qu'il existe une surface complète Z c= M qui ne rencontre
pas la frontière SM, de classe fondamentale |Z| eH^^M) ^ Z4 .

(1) L'équation, à valeurs dans ^(Mxp^) ^ Z3,

C3(^).pr?(|Z|)=0

fournit trois relations entre les composantes de |Z|, ce qui impose de
sérieuses restrictions à la classe fondamentale |Z| (cf. corollaire (4.10)).

(2) Le fait que Z soit effective conduit à certaines inégalités entre
les composantes de |Z|. On peut en obtenir d'autres en observant que
Z n'est pas contenue dans le diviseur exceptionnel S (cf. lemme(5.1)).
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Ceci reste malheureusement insuffisant pour aboutir à une contra-
diction. Il est indispensable d'introduire le morphisme canonique

/:M-^p9=P(r(^(3)))
qui associe à un point s e M la cubique des droites de saut du
faisceau J^s correspondant au point s. D'après Barth [2] le morphisme
f\^o est à fibres finies ; de là et de l'étude de f\sM il n'est pas difficile
de vérifier que Z ' = f(Z) est une surface de ?9, et que toute composante
Z " de f ' ^ Ç Z ' ) est de dimension 2. L'étude de f^ permet aussi de
vérifier que Z " ^ S, ce qui permet d'écrire pour \Z"\ les condi-
tions (2) ci-dessus, ce qui conduit à une contradiction (cf. chapitre 5).

Comme sous-produit de notre démonstration, signalons le résultat
suivant, obtenu au chapitre 3. Soit ^ : M -^ Gr le morphisme composé

$ ^"^
M ̂  Gr ̂  Gr.

THÉORÈME 0.3. — Le morphisme (((),/): M -> Gr x PQ est un
phngement.

Ce résultat éclaire et précise de façon significative l'énoncé de
Str^mme [14] donnant la description du cône ample de Pic M : c'est
exactement l'image du cône ample de Pic (Grx Ps) par le morphisme
image réciproque

((|>,/)*:Pic(Grxp9) -, Pic M.

Nous remercions J. Harris qui, par une méthode entièrement
différente, nous a aidés à trouver les relations entre les composantes de
la classe fondamentale |Z| (corollaire (4.10)).

Notations.

pri,prij : Projection canonique d'une variété produit sur le
i-ème facteur (resp. sur le produit du f-ème et du
7-ème facteur).

[x] : Produit tensoriel externe.
Q ou Qp '. Fibre universel quotient de rang 2 sur Pg.
V : Espace vectoriel des sections de Q ; le dual F*

s'identifie à l'espace vectoriel des sections de (Pp^ (1).
M = M(0,3) : Variété de modules des faisceaux semistables de rang 2

de classes de Chern (0,3) sur Pg.
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y : Faisceau universel sur M x Pz, normalisé de sorte
que le faisceau R^T^Ç^) soit trivial.

^s : Faisceau induit par ^F sur Pg par le plongement
?2 -)> M x ^2 défini par le point s e M.

M° : Ouvert de M des points s tels que ^\ soit localement
libre.

8M = M\M° : Frontière de M.
Z c M > : Diviseur exceptionnel de M ; il correspond aux points

se M tels que h\^®Q) + 0.
P^ : Plan projectif dual.

^(0= y®^w^w).
.4=pr^(l)).
2? = ^pr^(-l)); B ' = ̂ pr^(-2)).
Gr = grass (3,F(^(2))) : Grassmannienne des réseaux de coniques

de Pz.
5' Sous-fibre universel de rang 3 de Gr x F (^(2)).

i
P^ -> Gr Plongement du plan projectif dual dans Gr.
N = Np^Qr Fibre normal de F?? d^s Gr.
D Œ (P^ x p^ Variété d'incidence des couples (droite, point).
<7 Section canonique de ^^(U); elle a D pour

schéma des zéros.
d Classes de Chern du fibre universel quotient sur Gr.
CijkÇi^J^-k) Cycles de Schubert sur Gr.
e = |Z| Classe fondamentale de Z.
(() : M -^ Gr Morphisme canonique, défini au chapitre 2.
/: M -> Pg Morphisme qui associe au point se M la cubique des

droits de saut de ^s-

Stabilité et semistabilité.

La notion de semistabilité utilisée ici est celle de Gieseker et
Maruyama [12] ; ainsi, si F est un faisceau semistable de rang 2 et de
classes de Chern (0,3) sur Pg, il est en fait stable et n'a pas de section
non nulle ; plus précisément, si / est un idéal de colongueur finie se
plongeant dans F, c^(/) ^ 2. Dans le cas particulier où F est localement
libre, si F est stable, il est en fait |n-stable, ce qui nous autorisera à
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utiliser les résultats de Barth [2]. Remarquons encore que l'ensemble
sous-jacent à M coïncide avec l'ensemble des classes d'isomorphisme de
faisceaux stables de classes de Chern (0,3).

Suite spectrale de Beilinson [9].

Soient T une variété algébrique, F un faisceau de modules sur
T x p ^ . Considérons les projections pr^ et pr^ : TX p^x p^ :4 FX p^.
La résolution de Koszul de la diagonale de P^ x P^? remontée à
T x ?2 x ?2 par la projection pT^ et tensorisée par pr*3(F), fournit
par image directe par pr^ une suite spectrale d'aboutissement F, dont
le terme E^ est donné par

^=^pr^(F(p))(x)A-^*.

Cette suite spectrale est appelée suite spectrale de Beilinson de F ' .

1. L'hypersurface S c= M .

1.1. La suite h^FÇÏ)).

Le lemme suivant étend aux faisceaux semi-stables un résultat
démontré dans [10] pour les fibres vectoriels.

LEMME 1.1. — Soit F un faisceau [i-semistable de rang 2 sur Pg, de
pente [t ^ 0. Alors si h\F) ^ 0, h\F(l)) < h\F).

Démonstration. — Le théorème de Grauert-Mulich montre qu'il existe
une droite £ c: P^ ne passant pas par les points singuliers de F et telle
que F\^ = (9 (a) © Q(b), avec O ^ a - f c ^ l . La suite exacte de
cohomologie associée à la droite^ montre qu'alors ^(F^)) ^ ^(F),
et qu'en cas d'égalité le morphisme de restriction H°(F(\)) -> H°(F(Y)\f)
est surjectif. Soit f une autre droite de Pg ; on peut écrire
F\{, = (9(a'} © ( 9 ( b ' ) © T avec a' ^ b ' et T faisceau de torsion sur r.
Soit x le point d'intersection de <f et f . Dans le diagramme commutatif

H\F\,)

H\F) ^®^C

^W^)
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la flèche composée est surjective ; il en est de même de la flèche
d'évaluation H°(F\^) -> F^ ®o C. Ceci impose b' ^ 0, et par suite
/^(FI^) = 0. Le morphisme canonique sur P? :

H\F) ® ̂ (- 1) -^ H\F(\)) ® ̂

serait alors un isomorphisme, ce qui est absurde, sauf si les deux
membres sont nuls. D

Pour les faisceaux semistables de classe de Chern Ci = 0, on a
h\F(i)) = 0 pour f ^ O , et h\F(î)) = 0 pour i ^ - 2 ; la formule de
Riemann-Roch permet le calcul de /^(FO')) pour — 2 ^ i ^ 0. Si F est
de rang 2 et de classes de Chern (0,3), le lemme ci-dessus permet le
calcul de ^(FÇi)) pour i > 0. Ceci conduit au tableau suivant, donnant
les valeurs de ^(F(0) :

2
1
0

qy^
/ i

0
3
0

- 2

0
3
0

- 1

0
1
0

0

0
0
3

1

1.2. Description des faisceaux stables de rang 2 de classes de Chern
(0,3).

Elle diffère suivant qu'il existe ou non une droite de saut d'ordre
^ 2. Rappelons qu'une droite ^ est une droite de saut d'un faisceau
semistahleF de classe de Chern Ci = 0 si Hom (F,^(-- 1)) + 0 ; si
Hmn(F,^(-2)) + 0, on dit que £ est une droite de saut d'ordre ^ 2
pour F. Par dualité de Serre, cette condition est équivalente à
^(FI^) ^ 0. Pour les faisceaux stables de rang 2 de classes de Chern
(0,3), cette condition est facile à caractériser :

LEMME 1.2. — Soit F un faisceau stable de rang 2, de classes de
Chern (0,3) sur Pg. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) WOÔ^O.
(2) // existe une droite de saut d'ordre ^ 2 pour F.

(3) II existe une suite exacte O-^û*-^-^^^)-^.

Si ces conditions sont satisfaites, on a ^(F^Q) = 1 , et la droite de
saut d'ordre 2, { est unique.
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Démonstration. — (1) ==> (2) : La suite exacte

0-> ^ ( -1)->^® V -> Q -> 0

conduit par tensorisation par F à la suite exacte de cohomologie

H^FÇ-l)) -> H\F) ® V -> H\F®Q) -^ 0.

La condition (1) est donc équivalente au fait que l'application canonique
J3 : V* -> L(H\F(- 1)), H1 (F)) est de rang ^ 2. Ceci donne l'existence
d'un élément non nul z e V* appartenant au noyau de jî. Pour la
droite / d'équation z = 0, ^(FI^) ^ 1, ce qui démontre (2).

(2) ==> (3) : S'il existe une droite de saut <f d'ordre ^ 2, il existe un
morphisme non nul F -> ^(—2). Du fait que ^(FO)) = 0, on déduit
que ^(FO)^) = 0 et donc Hom (F, ̂ (-3)) = 0 par dualité de Serre.
Il en résulte qu'un tel morphisme est obligatoirement surjectif. Son
noyau AT est un faisceau sans torsion de classes de Chern (—1,1),
U-stable : en effet, si l'on avait Hom(K,^(-l)) + 0, K aurait un sous-
faisceau L de rang un de classe de Chern c^(L) ^ 0, et tel que K/L
soit sans torsion. Le faisceau L étant un sous-faisceau de F, Ci(L) = 0
et c^L) ^ 2. Mais alors c^K/L) < 0, ce qui est absurde. Par suite,
le faisceau^ est isomorphe à g*, ce qui démontre (3).

(3) => (l) : Si on tensorise la suite exacte 0-^g* - > F - > ^ ( - 2 ) - > 0
par Q, on obtient, compte tenu du fait que ^(ô*®^) == 0 et que
Q f = (9 ® (^(1), h\F®Q) = 1, ce qui démontre (1). En outre, le fait
que Hom(0*,^(—2)) = 0 démontre l'unicité de la droite^. D

LEMME 1.3. — Soit F un faisceau stable de rang 2, de classes de
Chern (0,3) sur Pg? tel que hl(F(x)Q) = 0. Alors il existe une suite
exacte

0 -> (P(-2) -> d)3 -> F(l) -> 0.

Démonstration (cf. [10], lemme 4.2.). — L'hypothèse signifie que le
morphisme canonique j3 : F* -> L(7fl(F(- l)),//1^) est un isomor-
phisme. Alors le morphisme d , 2 ' 1 : H\F(- 1)) ® A2^* -> H\F) ® g*
qui figure dans la suite spectrale de Beilinson de F(l), donné par
h ® z ' \ z " ̂  ^(z")h ® z1 - J3QO/Î ® z " , pour h e H\F( - 1)), z ' et
z ^ e g î , x e P z , est surjectif, et son noyau est isomorphe à ^ (—2) . La
suite spectrale de Beilinson de F(l) fournit un isomorphisme entre
respectivement le noyau de dr211 et le noyau du morphisme d'évaluation,
et le conoyau de 4r2 '1 et k conoyau du morphisme d'évaluation. On
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obtient donc une suite exacte

0 -^ (9(-ï) -> ^®77°(F(1)) -> F(l) -> 0

ce qui donne le résultat, compte tenu du fait que h°(F(l)) = 3 . D

1.3. Les sous-variétés Y, F* et £.

On sait que l'espace de modules M des faisceaux stables de rang 2
de classes de Chern (0,3) sur Pa est une variété projective lisse de
dimension 9 ; de plus, on sait qu'il existe sur M x pg un faisceau
universel^ défini à élément de Pic M près. D'après le théorème de
semi-continuité, les faisceaux A = pr^G^l)), B = R^r^^Ç-1)),
C == R/pr^^) sont des faisceaux localement libres de rangs respectifs
3, 3, 1. On considère les morphismes canoniques sur M x Pg et
M x P? respectivement

^[aA2^* — ^ C ^ ô *

J?[x] ̂ (-1) -^ Clx] ̂

et on désigne par S le fermé de M des points 5 tels que ^l(^®0) 7^ 0.

PROPOSITION 1.4. (1) — L'idéal de Fitting des mineurs maximaux de
b définit une sous-variété Y de M x p^, lisse au-dessus de Pz, ^
codimension 2.

(2) Z^ schéma des zéros de b* est une sous-variété lisse Y* de
M x p^ de codimension 3 ; le morphisme Y* -> M induit par pr^ est un
plongement dont l'image est S. En particulier, Z est une hyper sur face
lisse de M.

(3) Soient n : S -> P? le morphisme associé à l'inverse de l'isomorphisme
F* ^ Z par composition avec p r ^ , et D c P^ x pg (^ sous-variété
d'incidence des couples (droite, point). On a alors un diagramme cartésien

Y —> D
l l
y ^ p*2. 1^2

Commençons par rappeler la description de M issue des complexes
de Kronecker [3]. Soient H et H ' deux espaces vectoriels de dimension 3,
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M la variété des complexes de Kronecker stables ([3], §2.3)

0 -. H ' ® A2^* -°^ H (g) g* -^ 6? -> 0.

La variété ^ est lisse, et sur M x Pz, il existe un complexe de
Kronecker universel, dont on désigne par ^ le faisceau de cohomologie.
Le groupe G = GL(H') x GL(H) opère sur J^ par la formule
((/V),(a,P)) ̂  (/a/-1,?/-1), où // € GZW, /G GL(^), (a,p) e ̂  ;
cette action est propre et libre. Le groupe G opère sur le complexe
universel, et par suite sur le faisceau ^ . Le faisceau ê induit un
morphisme équivariant

p : M -^ M

qui fait de M un quotient géométrique de M par G. Le faisceau
quotient SF = êfG obtenu sur M x Pg est un faisceau universel ; pour
ce faisceau universel, le faisceau C est trivial, et le faisceau B s'identifie
au fibre quotient

B ^ M x H/G.

LEMME 1.5. — Le morphisme de projection (a,P)h-^P:

M -^ Hom(7f®g*,^) = L(r*,^*)

est une submersion.

La démonstration de ce lemme repose sur l'interprétation de l'espace
vectoriel tangent en un point à M, et le fait que H1^^^!)) = 0, qui
résulte du paragraphe 1.1. Elle est identique à celle de [10], lemme 4.1.

LEMME 1.6. - (1) Le morphisme b : B lx] A2^* -> C Ix] g* est partout
de rang ^ 1 ; il est de rang 1 en (s,x) si et seulement si se S, et si x
appartient à la droite^ de saut d'ordre 2 de ^ ' s .

(2) En un point (s,x) où b(s,x) est de rang 1, la différentielle partielle
d^b(s,x): TsM -> L(kerfc(5^),coker^^)) est surjective.

Démonstration. - Soient ( s , x ) e M ^ ^ ^ , et (a,P)e^ tel que
p(a,P) == s . Le fait que le complexe de Kronecker soit stable implique
que le morphisme P : H (g) Q* -> (9 est surjectif ([3], proposition 2.3).
On désigne par Jî : V* -> H* l'application linéaire associée ; elle est de
rang ^ 2. On peut supposer que x est défini par les équations
indépendantes z ' = z " = 0 ; l'application linéaire b(s,x) est alors conju-
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guée à l'application linéaire H ® ^Qî-> Qî définie par
h ® z ' \ z " \->^(z")h ® z ' - ^(z')h ® z " ; par suite, elle est partout de
rang ^ 1, et est exactement de rang un si et seulement si les formes
linéaires Jî(z') et ^(z") sont liées, ce qui revient à dire que
(z\z") n Kerj3 7^ {0}. Ceci est équivalent à se S et x appartient à la
droite de saut d'ordre 2 de ^5, définie par le noyau de Jî. Ceci
démontre l'assertion (1). Pour vérifier (2), on remarque que le fibre p* (2?)
s'identifiant au fibre trivial de fibre H sur M, le morphisme p*(ft) peut
être vu comme un morphisme M x p^ -> HomÇH^f^Q^.Q*). Pour x
fixé, la fonction (a, P) \-> b(s,x) '• ^ -> L(H®^QÎ, Qî) se calcule en
composant la projection (a, P) -> ji avec le morphisme d'évaluation

L(^*,^*) ^ Hon^J^A2^*,^*) -> ^(^(gîA^Î.ÔÎ).

Compte tenu du lemme 1.5. et du fait que Q est engendré par ses
sections, on voit que sa différentielle est surjective, et par suite il en
est de même de la différentielle induite 7^ ,P)^ -^ L(ker bçs ,x^ coker b^ ,x)) '
Le diagramme commutatif

T ^
(a,P)^

L(ker b^, coker b^
^^^(s,x)

TM

montre que d^b(s,x) est surjectif, ce qui achève la démonstration. D

LEMME 1.7. — Le morphisme b* est transverse à la section nulle.
Son schéma des zéros F* se plonge par pri dans M.

Démonstration. — Par le même argument que dans le lemme 1.6, on
voit qu'en un point (s ,<)eMx P? où &* s'annule la différentielle
partielle difc*(s,^): T^M -> L(Bs,Cs) est surjective, ce qui entraîne la
transversalité et par suite la lissité du schéma des zéros Y* de b * .
Considérons la projection Y* -> M induite par pri ; pour x fixé, la fibre
Y* de F* au-dessus de s est ou vide, ou réduite à un point lisse. En
effet, si (a, P) 6 Ji est un représentant de s, l'application linéaire
§: V* -^ H* associée à P est de rang 2 ou 3 ; il en résulte que le
schéma des zéros du morphisme composé sur P^ : d)^(—l)->
6 (x) H * est ou vide si le rang est 3, ou réduit à un point lisse si le
rang est 2. Mais ce schéma coïncide avec le fibre F*. D'où le
lemme. D
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Fin de la démonstration de la proposition 1.4. — (1) Au voisinage
d'un point (s,x) e Y, le morphisme b est quasi-isomorphe à un morphisme
(P2 -> (9 transverse à la section nulle d'après le lemme 1.6. Il en résulte
la lissité de F.

(2) La lissité de F* et le fait que le morphisme Y* -^ M induit par
la projection pr^ soit un îplongement résulte du lemme 1.7. De plus, si
ze F* est une équation pour la droite^, l'application linéaire bfs,^ est
conjuguée à la multiplication ^(^(-l))—^jFf1^,), dont le
conoyau est Hl(^'s\^• Ainsi, (s,^) eF* $i et seulement si ^ est une
droite de saut d'ordre 2 pour le faisceau y s ' D'après le lemme 1.2,
l'image de F* dans M est le fermé 2 des points s tels que h^(^s®Q) ̂  0,
fermé qui est donc une hypersurface lisse.

(3) L'inverse de Tisomorphisme F* -> S fournit un morphisme
n : S -^ P? auquel correspond un sous-fibre vectoriel W de rang 2 du
fibre trivial S x V, qui 'n'est autre «q^e 'l'orthogonal, dans la dualité,
du sous-fibre de rang un de £ x F* associé à n. Le projectif associé
à ^ est une sous-variété fisse de £ x Pg notée (F*)1. Il résulte de
l'assertion (1) du lemme 1.6 que l'on a au moins ensemblistement
(Y*)1 = F, Cette ^gaiiitié ;a lieu eu fait au sens des schémas puisque les
deux membres sont feses. L.a variété (F*)1 est exactement le produit
fibre £ x pi-D, ce qui .achève la démonstration. D

2. MeiKaficaltoa île M aw <ïr.

Dans ce qui suit, le faisceau universel y est choisi de sorte que le
faisceau C == R^r^^) soit trîviai. La description donnée dans le
lemme 1.3 permet d'associer à tout point s e M\ï un réseau de coniques
de Pz, ce qui fournit un morphisme A f \ £ ~ > G r , On se propose de
montrer comment étendre ce morphisme à M.

2.1. Le morphisme v.
On considère les morphismes sur M x Pg

JîtxiA'g* -^ (Q S Q*
ev

^ [x3 ^ ——> y(\).

D'après la suite spectrale de Beilinson pour «^(1), le noyau du
morphisme b s'identifie, via le morphismç d^ ; Ker b -> A 12 0, au noyau



262 K. HULEK ET J. LE POTIER

du morphisme d'évaluation ev ; d'autre part, le conoyau ^ de ev est
isomorphe au conoyau de b.

Le noyau Ker b est évidemment un faisceau réflexif de rang un,
donc inversible; il s'écrit donc sous la forme Ker b = L (El ^ (—2) . Par
application du foncteur Hom^^.^L) à d^, on obtient un morphisme
de fibres vectoriels sur M

v : L ® A* -^ ^®r(^(2)).

PROPOSITION 2.1. — Le morphisme de fibres vectoriels v est injectif.

Remarquons d'abord que la suite spectrale de Beilinson appliquée à
y permet d'obtenir ^F comme cohomologie d'une monade

(1) 0 -> B1 E A2^* - , 5ag* -^ -^0

où B ' = R^r^^Ç—l)). Ceci permet d'obtenir le résultat suivant

Ext9 ùFm n = J° si q ^ 1
Lxt^(l),L) ^^^ si q= 1

ce qui montre en particulier que Ext^ (^(1),L) est un faisceau
localement libre de rang 3. Si on applique le foncteur Hom^^(.,L) à la
résolution de ^ donnée par le complexe Q - > L ^ ( 9 ( - Ï ) - ^ A ^ ( 9 - ^
^(1) -> 0, on obtient une suite exacte de faisceaux sur M

0 ^ kerv -^ Ext^,L) -^ £x^(J^(l),L)
-> cokerv -> Ext^^.L) -^ 0.

On est ramené à étudier ^. D'après la proposition 1.4, c'est évidemment
un ^y-module localement libre de rang un. Il en résulte que
Ext^^.L) = 0 pour q ^ 1, et que Ext^^.L} est un faisceau porté
par Z. Sur l'ouvert M \ S, on obtient la suite exacte de faisceaux

0 - > L ® ^ * - ^ ^ ® F(^(2)) -^ £x^(^(l),L) -^ 0

d'où il découle que v est injectif, comme morphisme de fibres vectoriels,
en dehors de S. Nous montrerons au § 2.4 que v reste injective sur Z.
En premier lieu, nous donnons une description plus précise du conoyau ̂ ,
qui nous sera utile dans toute la suite, et qui s'appuie sur la résolution,
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due à Eagon et Northcott, de la variété des mineurs maximaux, et sur
la proposition 1.4.

2.2. Complexes à'Eagon et Northcott.

Rappelons quelques généralités. On considère sur une variété lisse X
des fibres vectoriels E et F de rang n + 1 et n respectivement, et
/: E -^ F un morphisme. On suppose que la variété Y des mineurs
maximaux de / est de codimension 2. On a alors la résolution de
(Py^F), dite de Eagon et Northcott

0 -> A^F ® F* -^ A "F -^ A"F -. 0
l

(9 y (A"F)

où la flèche j est définie au-dessus du point x e X par

^ o A . . . A ^ ® r | ̂  E(-iy</(^),r| > ^A ... A 1,A ... A ̂
i

pour ^-eF^ et r|eF?. En tensorisant ce complexe par A^F*, on
obtient la résolution de ^(A^^OOA^F) :

0 -, F* -̂  F* -> A^F* ® A"F -̂  0
i

^(A^F* (gA^F)

Le noyau de / est un faisceau réflexif de rang un, donc inversible, qui
n'est autre que A^F (x) A"F*. Considérons le complexe

0 -^ A^F (g) A"F* -> F -^ F -^ 0

et désignons par G le conoyau de /: ce complexe est exactement le
transposé du précédent ; on obtient ainsi Fx^(^ y, (9) = 0 et Ext^G,^) = 0
si ^ ^ 2, et pour ^ = 2 :

G = Ext\(9 y, O) ® A"4- \F ® A^F*
^Py = FJC^G.A^F® A^F*).

2.3. Description de ^.

Désignons par <Pi;(l) le fibre image réciproque de ^pi(l) par la
projection 7 t : Z - ^ P ? , par ^(i'J) le faisceau sur S x p^ défini par
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^s(0 (3 (9(j) par ^y(fJ) sa restriction à Y. Dans £ x p^, la sous-
variété Y est une hypersurface lisse obtenue comme lieu des zéros d'une
section CT de ^(1,1). Ceci va nous permettre de décrire ^:

LEMME 2.2. — (1) Le fibre inversible L^ associé à S est donné ipar

Ls = L* = det^*.

(2) On a ^ = ^y( l , - l ) .

Démonstration. - (1) D'âpres le § 2.2, appliqué au morphisme b,
on a ^y^JSxt2^,!^^-^)), et par suite

^ == pri^y) = ̂ t^,La^-2)).

La résolution de ^ : 0 -^ L ® ^(-2) -/-* J? B A2^* -^ ^ (x] g* -+ 0
conduit par image directe à une suite exacte 0 -> L -^ (9 -> (9^ -> 0 ; par
suite, Ls ^ L*. Puisque Y est de codimension 2 dans M x Pg, la
même résolution fournit l'isonîorphisme L ̂  det f?.

(2) Soit N y le fibre normal de Y dans M x pg. On a évidemment
det Ny == fxt2^ y, 6Q. D'après ce qui précède, det N y == 0 y(l, 1) ® L*.
Du § 2.2, il découle ^ == (9 y(l, - 1). D

2.4. Factorisation de ^ I sxpg ^î démonstration de la proposition 2.1.

Considérons le diagramme commutatif de 0-suites sur S x Pg ;

Ce diagramme ne coïncide pas avec le diagramme obtenu à partir de
la suite spectrale de Beilinson de ^(l)lsxp3. Cependant, il existe une
relation entre ces deux diagrammes. Considérons le morphisme d'inclu-
sion; : L S (9{-Ï) ̂  B S A2^*. D'après le § 2.2, coker t] = Ext2 (^,fiQ
est isomorphe à ^y(Z.*txl^(2)), et par suite, le schéma des zéros de j
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est exactement Y. Il en1 résulte que le morphisme j l s x p g se factorise
suivant le diagramme

(2)

L|s El (9(-ï)

Le morphisme f c i s x p g s'annule sur l'image de /. En fait, le noyau
J / ' = K e r f c | s x p 2 est un sous-faisceau réflexif de rang un, donc un
faisceau inversible, contenant l'image de /. Au-dessus de chaque point
s e S, J^ est de classe de Chern Ci = - 1. Il en résulte que / induit
un isomorphisme L | s ® ^ ( l , - l ) ^ ^ r . La fonctorialité de la suite
spectrale de Beilinson fournit un diagramme commutatif

L^m(9(-ï) }\^,, Ker(fc[^) = Im/

q ^lî.p, ? d,

(Kerev)|sxp2 ———> Ker (ev sxp^) c-, A s m (9

où la flèche à\ est la flèche qui provient de la suite spectrale de
Beilinson de .^(l^sxpg. Par suite, on obtient une factorisation

(3)

Considérons la suite exacte sur S x p :

0 - > L 20^(1, -1) —^ A |s [x] ( 9 -
^ ev|s.p,

^(l)k><p,-^lzxp^0.

Puisque le faisceau ^ I s x p ^ est plat au-dessus de S, ainsi que ^( l ) l sxp
cette suite exacte se restreint à chaque fibre Pa en une suite exacte. Le
conoyau Jf = coker T , isomorphe à Im (evisxp^) définit une famille plate
de faisceau sans torsion de classes de Chern Ci = 1, Cg = 1 ; pour
chaque s e S la suite exacte 0 -> JTs -x ^(1) -^ ^Py (-1) -^ 0 montre
que Jf, est p-stable (cf. lemme 1.2) et par suite isomorphe à Q. Par
suite, Jf ^ A (x]g, où A est un faisceau inversible convenable sur £.
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On a donc une suite exacte

0 -> L|s ® ^s(l, -1) -^ A\^^0 -> A t x j g -> 0

d'où découle un isomorphisme L (g) ^*|^ ^ r(^(l)) ® ̂ (- 1) induit
par T . Par application du foncteur Hom^^^L) au diagramme (3) on
obtient un diagramme commutatif

dans lequel la flèche verticale, induite par CT, est évidemment injective.
Par suite v i s l'est aussi, ce qui achève la démonstration de la
proposition 2.1. Q

2.5. Les morphismes <|) et $.

Au sous-fibre L (x) A* du fibre trivial M X F (^(2)) est associé un
morphisme (|) : M->Gr de M dans la grassmannienne Gr=grass3(T(^(2)))
des sous-espaces vectoriels de dimensions de F (^(2)), tel que l'image
réciproque du sous-fibre universel 5' soit exactement L (g) A * . Considérons
le plongement i : P^ -> Gr défini par le sous-fibre
r(^(l)) ® ̂ (- 1) c_^ F(^(2)) (g) ̂  : à chaque droite <f e P? d'équation
z = 0, il associe la réseau de coniques défini par le sous-espace
zY((9(\)) c: F(^(2)). D'après ce qu'on a vu au paragraphe 2.4, l'image
réciproque par n : S -> P^ de ce sous-fibre coïncide avec le sous-fibre
L ® ^*|s du fibre trivial de fibre F(^(2)) (cf. diagramme (4)). Par suite,
on obtient une factorisation

(|)|s = 1 0 7 1 .

PROPOSITION 2.3. — Par le morphisme ^ l'image réciproque de P^ (au
sens des schémas) coïncide avec l'hypersuface S c: M.

Démonstration. - D'après ce qu'on vient de voir, on a évidemment
Z c= (j)"^?^). Considérons le sous-schéma S' = (h'^P?) et désignons
par n' : S' -> P^ le morphisme induit par <j), par ^(1) l'image réciproque
de ^(1) et posons ^O'J) = ^(0 ^ ^C/). Sur SY x p,, le fibre
^r04) possède une section canonique a' dont le schéma des zéros est
Y = 2V x p.̂  D. On a évidemment Y c y ; nous montrerons l'inclusion
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Y ' c Y, ce qui impliquera IV = S. Considérons la suite exacte sur
M x p^

(5) 0 -^ L [x] (9(-ï) -dL^ A m 0 -^ y(\) -̂  -̂  0.

Le morphisme d^ se reconstruit à partir de v de la manière suivante :
par composition avec le morphisme d'évaluation (9 ® Y ((9(1)) -^ ^P(2),
on obtient un morphisme L [x] A * B ̂  ̂  ^ [x] ̂  (2) qui conduit au
morphisme annoncé par transposition et tensorisation par L. Par
définition, (j)|s/ se factorise par P?, ce qui entraîne que v|s/, se factorise
suivant le diagramme

L ® ^(*|r ——^ r(6?(l)) (g) ^M- 1)

VJ£>K ^ a'

" r(d?(2))®^r

Par suite, on obtient pour ^ I r x p a une factorisation :

L\^mo{-î) -0-* L\^ ®^^(i , - i )
^li:'xp^^ ^T '

^^ A|s/ a ^

LEMME 2.4. - On ^ Imi7 c: Ke^evir^)-

Démonstration. — II s'agit de prouver que la flèche composée
e v i s / x p ^ o ï 7 est nulle. Il suffit de vérifier que le morphisme induit
par a7

Hom(L|^®^(l,-l),^(l)lz-><p,) -> Hom(L|^^(-2),^'(l)|rxp,)

est injectif. Le premier membre n'est autre que l'espace vectoriel
des sections du faisceau L* ® ^r(-l) ® pri,(^(2)|2/). On a
^pri,(^'(2)) = 0 pour q ̂  1, et par suite (cf. §2.7)

pr^(2)|^) = pr^(2))|^ ;

de plus, le théorème de semi-continuité appliqué sur la variété lisse M
montre que le faisceau pri,,(^(2)) est localement libre de rang 9. De
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même, l'espace vectoriel Hom {L\^(9{-2\^{\)\^^^^ est l'espace des
sections du faisceau sur S', L*\^ (x) pr^C^S)!^), et le même argument
que ci-dessus prouve que le faisceau pr^G^S)!^) est la restriction à SV
du fibre vectoriel pri,(^'(3)).

On est donc ramené à voir que le morphisme de faisceaux induit
par <j' : (9^(—\,—V)->(9Yi est injectif. Mais on a la suite exacte de
faisceaux sur P? x pg : 0 -> (9{- 1, - 1) -> 0 -> (9 o -^ 0, et D est plat
sur P^. Par le changement de base n' : S' -> P^, cette suite exacte se
relève en une suite exacte. D

Fin de la démonstration de la proposition 2.3. — La suite spectrale
de Beilinson appliquée aux familles ^(1) et ^(l)!^ fournit par
fonctorialité un diagramme commutatif sur 2V x pg

L\^ m (9{-1) -^^ Ker(^xp^) c-^ B\^ m ^2Q^ ,

d^.p, p N d,
k '

; Ke rev^xp^ ———> Ker(ev|^xp^)

D'après le lemme 2.4, le morphisme ^ se factorise à travers
L\^ ® (9^'(\,-\) par a'; il en est donc de même de . / I r x p g . Puisque
le schéma des zéros de j est F, ceci montre l'inclusion Y ' c= Y au sens
des schémas, c'est-à-dire que pour les idéaux ^ y ' et ^y qu'ils définissent,
^ y cz ^v • Par suite, ^y = ^y/ . Par image directe par pr^, ceci conduit
à l'égalité (9^ = O^i, et par suite Z = 2V. D'où la proposition.

Désignons par Gr l'éclaté du plan P^ dans la grassmannienne Gr.
Par la propriété universelle de l'éclatement ([6], proposition 7.14), on
obtient

COROLLAIRE 2.5. — Le morphisme ^> se factorise suivant le diagramme

M -^ Gr

2.6 L'inverse de $.

On construit une famille plate ^o de faisceaux stables de rang 2,
de classes de Chern (0,3), sur Pa, paramétrée par Gr. On prend pour
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modèle là suite exacte (5) qui donne le faisceau universel ^(1) à partir
du morphisme d'évaluation, suite exacte dont tous les termes se déduisent
de la géométrie sous-jacente à Gr par image réciproque par le mor-
phisme $.

On désigne par So c G1' l'hypersurface exceptionnelle, par Lo le fibre
inversible associé, par KQ : So -> P? la projection canonique, par
^So(l) l'image réciproque de ^(1) par KQ. L'image réciproque de Zo
par (|> est S.

Soit S le sous-fibre universel du fibre trivial de fibre F((9 (2)) sur la
grassmannienne Gr ; on garde la même notation pour son image
réciproque sur Gr, et on pose Ao = 5'*®L^1 . Sur Gr x Pg, le
morphisme canonique S [x] (9p^ -> (9 !x] ^pa(2) fournit par transposition
et tensorisation par Lo1 une inclusion de faisceaux

Lo~1 a (P(-2) -d^ AQ [x] (9

dont on désigne le conoyau par Ot.

Soit YQ le produit fibre So x PS^ : cîest une sous-variété lisse de
codimension2 de Or x pg. On pose ^O'J) = ^z;o(1) tx] ^^ ; cîest un

faisceau sur Zo x ^2 dont la restriction à Yo sera noté ^yQ(i'J). On
désigne enfin par ^o le prolongement par 0 de ^(l.-l) à Gr x pg.
Le déterminant du fibre normal Nyy de Vo de Gr x p^ est donné par

de tA^=Lo 0^(1,1).

LEMME 2.6. — On a un isomorphisme canonique

Ext^o,^) ^ C.

Démonstration. - II est clair que Ext^^o»^) = 0 pour ^ ^ 1, et
tout faisceau localement libre J^f sur Gr x pg. La suite exacte qui
définit Ot\ 0-> Lo1 S (9(-Ï) -^ Ao® 0 -> OC -> 0 .conduit à la suite
exacte longue

0->Extl(^o,a)->Ext2^o,Lol^(P(-2)) -d0^ Ext'^o^o^^)-

Puisque ^o = ^Yo^5 ~ ̂  et clue ^° est une solls-variété ^lsse de
codimension2, on a fjct2 (^o,^) = det Ny^ ® y^î = Lo [xl ^p^(2)|yQ. Il
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en résulte que

Ext^e^o"1^-^)) ^ F(^=C

Ext2^,^^) ^ r(Lo®^o^^(2)|y,)
^ rcs*^(2)|^).

On est ramené à prouver que l'application linéaire do* induite par
do est nulle. Sur le plan P? c Gr, le sous-fibre 5' coïncide, via la section
canonique a de ^p^xpg( l , l ) , avec le sous-fibre 0^(— 1) (x) r(^(l)) :

^(-1) ® r(^(i)) —°-^ ^ ® r(^(2))

Par composition avec le morphisme d'évaluation et transposition, ceci
conduit sur P? x Pg à une factorisation

(9^m(9(-1) —————————> S*\^^(9

\ /
^PI.P,(I,-I)

En remontant ce diagramme à So x ^2, et en tensorisant par Z^1 , on
voit que le morphisme do est nul sur Yo. Par suite le morphisme
(9 y -> S* [x] ^p^(2)|y qui permet le calcul de do* est nul, et donc do*
est nul. Ceci achève la démonstration du lemme. D

Le générateur de Ext^o?^) fournit une suite exacte de faisceaux
sur 6r x P^ :

(6) o -^ a -> ^o(i) -^o-^o.
L'énoncé suivant donne une version plus précise du théorème 0.2 de
l'introduction :

THÉORÈME 2.7. — (1) Le faisceau ^o es^ Gr-plat, et définit une
famille de faisceaux stables de rang 2, de classes de Chern (0,3) sur Pa.

(2) Le morphisme \|/ : Gr -> M induit par ^o est l'inverse de $.

LEMME 2.8. - On a ($ x id)*(^o) = ^ '

Démonstration. — Par construction de $, le sous-fibre L (x) A* est
l'image réciproque sur M du sous-fibre Lo1 ® A* = S ; d'autre part,
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(f) l(Lo)=I., ce qui entraîne, compte tenu du lemme2.2,
L ̂  $*(Lo-1), et par suite A = $*(^o); de plus, le morphisme^, qui
se construit à partir du morphisme d'inclusion v : L ® ^ * - > ^ ® r ((9(1)),
s'identifie à ($ x id)*^). Par suite, coker^ ^ $*(^).

D'autre^ part, ($ xid)*(r,) = y, et $ est transverse à Fo, c'est-
à-dire Tbr^C^,^) = 0 pour q > 0 . Le théorème du changement
base (cf. §2.7) peut alors s'appliquer à Ext^o,^) ^ Oy .
Compte tenu des isomorphismes ^ ^ 4>*(^o) et coker^^$*(^)
ceci conduit à un isomorphisme image réciproque
Ext1 (^o, ̂ ) ^ Ext1 (^, coker d^). Par image réciproque, la suite exacte (6)
fournit alors une suite exacte

0 -> coker d, -. ($ x id)*(^o(l)) -^ ^ -> 0

qui n'est pas scindée. Il en est de même de la suite exacte associée au
morphisme d'évaluation (cf. § 2.1) 0 -^ coker d^ -^ ^(1) -> ^ -> 0
puisque ^ est sans torsion. Compte tenu du lemme 2.6, ceci donne un
isomorphisme ($ x id)*(^o) ^ ̂ . m

Désignons provisoirement par Q le plus grand ouvert de Gr sur
lequel ^o est plat, et tel que tout seO, j^ soit stable. Le faisceau
universel ^est plat sur M, et pour tout se M, ̂  est stable; le
morphisme $ prend donc ses valeurs dans Q. La propriété de module
de M fournit un morphisme associé à sa famille ^% ''

v|/: Q -> M.

LEMME 2.9. - On a v|/o $ = id^.

Démonstration. - Par fonctorialité, le morphisme M -> M associé à
la famille ($xid)*(^-o) n'est autre que \|/o$. D'après le lemme 2.8,
ce faisceau coïncide avec le faisceau universel ^, donc \|/o$ = id^.

D

^m ^ te démonstration du théorème 2.7 - Le lemme 2.9 montre que
(() est un plongement propre de M sur une sous-variété de Gr\
Puisque M et Gr sont de dimension 9, et que 6r est irréductible, $ est
unjsomorphisme. L'ouverte qui contient l'image de <() est égal en fait
à Gr, ce qui achève la démonstration.
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COROLLAIRE 2.10 (S. A. Str0mme). - On a Pic M ̂  Z2 .

2.7. Appendice : théorème de changement de base.

Considérons un diagramme
X - F
If

Y ' -> Y

où / est un morphisme propre de variétés algébriques, F un module
cohérent trans verse à Y ' . Soient X' = X x y Y ' , F ' = F® y (9 y ,
f : X' -> Y ' le morphisme obtenu à partir de / par changement
de base. Il existe une suite spectrale d'aboutissement R^ÇF'), de
terme £2

£^=Tor^TO(^),^).

3. Le plongement M -> Gr x pg.

Dans ce qui suit, l'espace de modules M est identifié avec l'éclaté
Gr de P? dans Gr ; le morphisme ^ : M-> GT devient la projection
canonique et sa restriction au diviseur exceptionnel est la projection n
définie au paragraphe 1.3.

3.1. Le fibre normal de P? dans Gr.

Soit Np^iQr le fibre normal de P? dans Gr. La suite exacte sur P?
0 -> TPÎ -> TGr|p^ -. A^/or ^ 0 et le fait que 5V, ^ (^(- l))3

montrent que ce fibre normal est de rang 7, de classe de Chern Ci = 15.
Il existe plusieurs descriptions possibles pour préciser ce fibre normal,
dont nous retenons la plus remarquable.

PROPOSITION 3.1. - Soit J^pî(3) le fibre des jets d'ordre 1 du fibre
^(3) sur P^. Alors le fibre Np^ç^-ï) est isomorphe au noyau de
l'épimorphisme canonique

j 1: Pî x ^°(^(3)) -^ J^p^(3)

qui au couple (f^q) associe le jet j}q de q au point f .

Démonstration. - Pour donner la description du fibre normal, on
utilise le fait que le projectif associé s'identifie au diviseur exceptionnel S.
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Rappelons d'abord que l'on a une suite exacte sur E x Pg (cf. § 2.4)

(7) 0 -. A ^ Q -^ ^(l)|^p, ^ ^y(l,-l) -^ 0

où A e Pic £ ; ce fibre A peut s'identifier en prenant les images directes
par pri : A3 ^ A\^ ^ 5'* 00 L^\ ; par suite A ^ ^(l) (x) I^ls.
A cette suite exacte est associé un élément œ de

Ext1 (^(1, -1), AB0) ^ Hom (L^Ext^y^ - 1), pr?(ô)))

partout non nul sur S. Le faisceau £'x^i.i(^y(^ ~ 1)? pr?(6)) s'obtient
par le changement de base n : S -> P^ à partir du faisceau

N = 1^(^(0,-l),pr?(ô))

où pri et pra sont les projections canoniques qui figurent dans le
diagramme

P? X ?2 -^ P2

PI-I i
P?

LEMME 3.2. — Le faisceau N est un faisceau localement libre de
rang 7 de classes de Chern (15,105) isomorphe à A^p^cr-

Démonstration. — Ce faisceau est localement libre puisqu'homogène.
On a évidemment N ^ pri,(gû(U)), où gp = P^Î(Q)\D- La résolution
de OD : 0 -)- ^(- 1, -1) -^ ^ -> (9^ -> 0 conduit à la suite exacte

0 -. (9 ® r(ô(l))-> ^(1) (g) r(0(2)) -̂  A^ -̂  0
M ^
d)8 ^P(l)15

ce qui donne les classes de Chern de N . D'autre part, le sous-fibre
Ls c: 7i* (N) définit un morphisme au-dessus de P? : S -^->P(AO. Sur
l'ouvert de P(AQ correspondant aux extensions stables, on en construit
trivialement un inverse à gauche, ce qui prouve que i est un plongement ;
comme dim S = dim P(AO = 8, c'est un isomorphisme. Alors, puisque
£ est le diviseur exceptionnel de M, A^/or ^ N modulo Pic (P?). Ces
deux fibres ayant le même degré, on a en fait N ^ A^/or ? ce qui
démontre le lemme. D
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Considérons l'épimorphisme canonique sur P? x pg

?•' Pr?(ô) -> ^^(1,0)

dont le noyau est isomorphe à pr*(gp^). Considérons d'autre part les
projections pr^, pï^ : P? x p^ x p^ ̂  p^ x p^. Le morphisme
pr^p) induit un morphisme

^ ̂  2^(prÎ3(^(0, -1)), pr^ô))

-p^ ^t^(pr?3(^(0, - 1)), pr?3(^(l,0))).

Du fait que H^QÎ^) = 0 pour tout q, il résulte que l'on a pour tout
^, £'xr^i(pr?3(^z)(0, -l)),pr?(ôî*,)) = 0, et par suite, p^ est un
isomorphisme. Il reste à identifier le faisceau de droite.

LEMME 3.3. — Le faisceau sur P^ x P^ défini par

^ = Ext^(pW^O, -l)),pr?3(^z)(l,0)))

^s( nu/ pour <? ^ 1, et <^i esr isomorphe à J^(3,3), ou ̂  ^st l'idéal de
la diagonale A de P^ x p^.

Par image directe par pri, ceci entraîne évidemment que le faisceau

^^r,(pr*3(^D(0,-l)),pr?3(^^(l,0)))

est isomorphe à Ker;1 g) ^p*,(3), ce qui, compte tenu du lemme 3.2,
démontre la proposition 3.1. D

Démonstration du lemme 3.3. — On relève à P^ x p^ x pg par pri3
la résolution 0 -> (9{- 1, -2) -> ^(-1, - 1) -> ^^(0, -1) -> 0 ; les hy-
persurfaces priV^) et pr^GD) se coupent en codimension 2, ce qui
implique que le faisceau ^xî^pr^^p^,-l),pr^(^^(l,0))) est nul si
q 7e 1, et que l'on a une suite exacte

0 -> ^E^(l , l ) -^ d?(l)tx] d^(l,2)
-. ^^(pr^^^O.-l^.pr^^^Cl^))) ^ 0.

Par image directe par pr^, on obtient ^ = 0 si ^ ^ 1, et la suite
exacte sur P^ x p^

0 ^ ^ E gps(l) -> ^p^(l) S ̂ ôpsO) (x) -> ^ -^ 0
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associée à la section canonique de ^ps(l) Ix] Qp>^ dont le schéma des
zéros est exactement la diagonale A de P? x p^. Si on tensorise par
le faisceau ^ ( — 3 , — 3 ) , on obtient la résolution standard de l'idéal e^
associé à la diagonale A. D

3.2. Le morphisme f: M -> P^.

Considérons la variété M x P? x Pz et posons ^13 = pr^^).
L'idéal de Fitting des mineurs maximaux pour le faisceau
^pr^C^ia^pilU^z^O, -1))) définit une hypersurface de M x P?
plate sur M, de degré relatif 3, et par suite un morphisme/: M —>
?9 = (P(T(^pi(3))). Pour chaque point se M; /(s) est la cubique des
droites de saut de SF\. L'objet de ce paragraphe est de démontrer le
théorème 0.3, c'est-à-dire que le morphisme

(((),/) : M ^ Gr x p,

est un plongement. Il suffira bien sûr de vérifier que le morphisme
induit (7c,/|s) : Z-» P? x pg est un plongement; nous allons montrer
qu'il provient de l'inclusion de fibres vectoriels

N(-3)-^PÎ x H°(Û)^3))

ce qui, outre le résultat donne la description de l'image de S dans
P^ x pg : il s'agit des couples (^,q)\ où ^ est un point singulier de la
cubique q.

LEMME 3.4. - Les faisceaux sur M X P^ :

^PTI^^PW^O, - 1))) et ^ = Ext^(^^prî^D(Q, - 1))

ont même idéal de Fitting.

Démonstration. — On utilise le fait que ^ est le faisceau de
cohomologie de la monade de Beilinson(l) sur M x Pg. Ceci conduit
à la suite exacte

(8) 0 -^ B' [x] 6^(- 1) -^ B m (9
-^ ^pr^^is^pr^DCO,-!))) -^ 0.

L'hypersurface définie par l'idéal de Fitting est définie par l'équation
det o = 0 . Pour le second faisceau, on obtient la résolution

o -^ B^ m ^ps(-i) -a- ̂ * m (9 -> Ext^(^^pWD(Q, -i)) -^ o
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et l'on a a' = ^(-1). L'hypersurface d'équation det a' = 0 coïncide
avec la précédente, d'où le lemme. D

Démonstration du théorème 0.3. - Puisque ^ est plat sur M, le
faisceau ^^12(^131 s» pr?3(^z)(0, -1)) coïncide avec la restriction du
faisceau ^i = ̂ ^(^pr^^O, -1))) à E x p,. pour le calculer,
on relève la suite exacte (7) à S x p^ x pg et on applique le
foncteur77owp^(.,pr^(^(l,0))). Compte tenu du fait que
jyomp^(AE^(x]g,pr^(^(l,0))) ^ A*, on obtient la suite exacte sur
S x P?

A* a 6) -0- £xîp^(prÎ3(^ y(l, - 1)) ,pil(^(l, 0)))
-^ ^i®^(l ,0) |2;xps -^ 0.

Le faisceau ^y(l, -1) s'obtient à partir de 6^(1, -1) par le changement
de base n : E -> P?, changement de base qui est plat. En vertu du
lemmç3.3, cette suite exacte conduit après tensorisation par ^(1,0) à
la suite exacte

n
Ls E (9 —> (7ixid)*(J^(3,3)) -^ ^i ® ^(2,0)|sxp-, ^ 0.

Il en résulte que l'hypersurface de S x p^ qui définit f\ s est le schéma
des zéros du morphisme composé

L^m (9 -°- (7i x id)*(J^l(3,3)) c^ ^^(3,3).

Or, le morphisme de projection p : pr?(g) -> d^(l,0) sur P? x pg
induit un diagramme commutatif

Ext^O, -l),A[3g) ———^ Hom(Ls,îc*(^))

il '•i
Ext^prfa^^l,-!))^®?^^^!^))) 4 Hom(^,7r*pr^(^(3,3)))

dans lequel les flèches horizontales sont les flèches qui relient Ext
globaux et Ext^ locaux, compte tenu de la définition de N et du
lemme 3.3; les flèches verticales sont induites par p. Par construction,
9 s'identifie à l'image de la classe canonique
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eue Ext^^l, —l) ,A(x]g) par le morphisme composé ^ O À / . Le
morphisme p^ est celui qui provient de l'identification de la proposition 3.1.
Il en résulte que/js est défini par le sous-fibre de E x 7:f°(^(3)) associé
au morphisme composé sur E

L^(-3) c^7i*(^(-3)) c^£;x ^(^(3))

la première inclusion étant celle qui conduit à l'identification
E ^ P(AQ (cf. §(3.1)), et la seconde celle qui fournit l'isomorphisme
N(-3) ^ Kerj1. Ainsi, (7t,/|s) : £ ̂  Pg* x ?9 provient d'un morphisme
injectif de fibres vectoriels sur P^. C'est donc un plongement. D

3.3. Le fibre /^(l)).

Désignons par e = |S| la classe fondamentale de Z, et par c, les
classes de Chern de l'image réciproque du fibre universel quotient
sur Gr.

PROPOSITION 3.5. - On a Ci(/*(^pg(l)) = Ci - e.

Démonstration. — La suite exacte (8) montre que l'hypersurface de
M x Pî qui permet la construction de / est définie par l'équation
det a = 0, où det a est une section du fibre

detB® (dciB1)-1 (x] ^(3).

Il en résulte que / est défini par le sous-fibre de M x ^°(^p^(3))
image du dual de det 2?® (det B ' ) ~ 1 . Ainsi

/*(^(l))=det^®(det^)-1.

On a Ci(2?) = — e, d'après le lemme2.2; d'autre part, la monade de
Beilinson(l) fournit après tensorisation par ^(1) et image directe par
pri une monade sur M

Q ^ B ' - ^ B ^ V - ^ V* -> 0

dont le faisceau de cohomologie est A = 5'*®Ls1 . Par suite
c^(B') = 3ci(J?) - Ci(^) = - 3e - (c^-îë) = - Ci . Il en résulte
^(/*(^(1))) = c, - e . D

COROLLAIRE 3.6. — La classe 2ci — e est la classe de Chern d'un
faisceau inversible très ample.
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4. Cohomologie de M et classes de Chern
du faisceau universel.

4.1. Cycles de Schubert [1, 4, 5].

Soient Gr^C") la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de
dimension à de C", ôor le fibre universel quotient de rang n — à sur
Gr(d,C"), de classes de Chern C i . Pour toute suite décroissante d'entiers
(^)i^d» 0 ^ À,, ^ n - d, on pose

^i. . . . ,Xd = det(c^.+,-,)i^^
i<w

|^| = ̂ + ... + V

On sait que c^ , . . . , ^ . est un cycle effectif de degré 2\'k\ : si on pose
a,; = n — d — 'ki + f , (Ot) est une suite strictement croissante d'entiers
tels que 1 < cii ^ n , et le fermé Z^ ,...,^ défini par les sous-espaces
/îeGr^.C") tels que dim A n C01 ̂  ï est irréductible, de codimension
|À,|, et de classe fondamentale c^, ...,^. Si À-a = 0 pour a ^ f + 1, ce
cycle est noté c^ ...,^.. On a alors les résultats suivants:

(1) Les cycles de Schubert c^ ...^ constituent une base de
^(Gr(d,C"),Z).

(2) Les classes de Chern c, engendrent l'algèbre de cohomologie
entière de Gr(d,C"). La structure multiplicative peut se calculer à partir
de la formule de Pieri

^1,...,^^ — Z^i c ^ l l . • • • , ^ d •
X^H^^._i

1 ^ 1 = lui +m

(3) Dualité de Poincaré: si c^^...,^ et c^...^ sont deux cycles de
Schubert tels que |À| + |n| = d(n-d),

{^ 1 si ^, + l^d+i-, = n — d pour tout f^i,....^^,.,,^- ^ ^^

Dans le cas d = 3, n = 6, la grassmannienne Gr = Gr(3,C6) est de
dimension 9. Le tableau suivant décrit dans ce cas les cycles de Schubert
et les composantes de c^, calculées en utilisant successivement la formule
de Pieri, qui nous seront utiles pour la suite.
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m

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

générateurs de ^"(Gr)

1
^i
C 2 , C n
^"3 ? ^21 î ^111

^31 5 ^22 5 ^211

^32 î ^311 ? ^221

^33 » ^321 » ^222
C331 î ^22

^'332

^'333

c"

1
1

(1,1)
(1,2,1)
(3,2,3)
(5,6,5)
(5,16,5)
(21,21)
42
42

4.2. Cohomologie entière de M.

Rappelons d'abord quelques généralités. Soient Y c X une sous-
variété lisse d'une variété algébrique complexe lisser, de codimension r,
X' l'éclatée de X suivant Y, Y ' le diviseur exceptionnel sur X ' .
Considérons le diagramme cartésien

T X'

Y X

et désignons par N le fibre normal de Y dans X, et par N ' le fibre
universel quotient de rang r — 1 sur Y' = P(W). En cohomologie
entière, ce diagramme induit un diagramme commutatif

H^^Y') j*

a^îr*(oOc^(AQ

H^^Y')

H^X')

\^

H^X)

auquel est associé une suite exacte

(9) 0 -̂  H^^ÇY) -> H^^ÇY')® H'W -> H^X') -> 0.

On peut écrire un résultat semblable quand on remplace les groupes
de cohomologie entière par les groupes de Chow [4]. Il en résulte que
le morphisme défini par la classe fondamentale A(X') -> H(X'} de
l'anneau de Chow de X' dans l'algèbre de cohomologie entière est un
isomorphisme si c'est le cas pour X et Y.



280 K. HULEK ET J. LE POTIER

Ceci s'applique en particulier à la situation des chapitres précédents :

S -L> M

-[ h

P? ^ Gr

PROPOSITION 4.1. - (1) La cohomologie H(M) est nulle en degré
impair, et HP(M) est pour tout p un groupe abélien libre.

(2) Le morphisme défini par la classe fondamentale A (M) -> H^^ÇM)
de l'anneau de Cho\v de M dans l'anneau de cohomologie entière est un
isomorphisme.

Seule l'absence de torsion reste à vérifier. Pour q < 12, d'après
la suite exacte (9) appliquée à notre situation, on a
H^ ^Z) © H^Gî) ^ ^(M), ce qui prouve que H\M) est un groupe
abélien libre. Pour les autres groupes, ceci résulte du théorème de
dualité de Poincaré. D

Le morphisme image réciproque (()* : H(Gr) -> H(M) a pour inverse
à gauche le morphisme image directe ())*, par conséquent est injectif.
Dans la suite, on identifiera H(Gr) à son image dans H(M). Rappelons
que e désigne la classe fondamentale de S. La structure d'algèbre de
H(Gï) étant connue, on se propose de décrire la cohomologie de M
comme jy(Gr)-algèbre, en termes de générateurs et relations.

PROPOSITION 4.2. — (1) Les classes c^e et c^e sont divisibles par 3,

et l'algèbre H (M) est engendrée, comme H(Gr)-algèbre, par e , - C i ^ ,
1
3clle'

(2) On a les relations dans H(M)
(i) (C2-2cn)^ == 0

(ii) eH\Gï) = 0
(iii) e1 - 5c^e6 + 35c^e5 = 60331 + 30322.

(3) Le noyau de l'épimorphisme d'algèbres H(Gï}[e^^, ̂ 3] -> H (M)

défini par ^z^^c^e, Psi—^Ci^, est l'idéal ^ engendré par les relations

3pz - c^e = 0, 3?3 - c^e = 0, c^ - 3^ = 0 , et les relations (i), (ii)
et (iii).
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LEMME 4.3. — Dans H(Gr), la classe fondamentale du plan P^ est

|P?1 =6C33 l+ 3.C322.

Démonstration. - On sait que S\p^ ^ ((9^ (-1))3. Si on pose
T = Ci(^ps(l)), on obtient Ci lp^ = 3ï, Cnjp^ = 3ï2, d'où il résulte
C2\¥i^ = 6r2. Si on écrit |P?| = ^€331 + ^€322, la dualité de Poincaré en
termes de cycles de Schubert (cf. §4.1) montre que \ = IIP? 1^2 == 6,
H = [p^ =,3. D

Démonstration de la proposition 4.2. — On applique le foncteur
j^n* aux égalités Cilp-g = 3r, Cnjps = 3r2; on obtient c^e = 3/^7^îlt(T) et
c^e = 3/^7i*(T2). D'autre part, on sait que dans l'identification
S ^ P(W) du §3.1, le sous-fibre universel de rang un de n*(N) coïncide
avec Z/sis. Si on pose T| = e\^, on voit que HÇE) est engendré par les
monômes n*^)^, avec 0 ^ k ^ 2, et ^ ^ 6. De la suite exacte (9),
il découle que

H{M) = ^(Gr)+ S Z^-
O ^ A < 2 J

1<<^7

Ainsi H(M) est engendrée, comme AT(Gr)-algèbre, par e, ^ C i ^ , -c\e.

La relation (c2—3Cll)|p*2 = 0 donne, par application du foncteur j^n*,
la relation (c^—3c^)e = 0, ce qui prouve (1) et fournit la relation (i),
compte tenu du fait que c\ = c^ + Cn. Pour |À-| ^ 3, on a aussi
^ii.^sips = 0 pour une question de degré, ce qui conduit à(ii) par
application de j^n*. Enfin, la 0-suite (9) en degré q = 14 donne l'égalité
dans H^ÇM)

P?l =MC,(N'))

où N* est le fibre universel quotient de rangé de n*(N) sur Z = P(AQ.
Ce fibre a pour classe de Chern totale c(N*) = (l+ri)"1?!;*^^)), et
par suite c^N') = r|6 - ri^Cs^^+riV^AO). D'après le lemme 3.2,
Ci(A^) = 15ï, Ci(W) = 105ï2. Par image directe par 7^, on obtient donc
la relation (iii).

Pour vérifier (3), il suffit de calculer les nombres de Betti b^M),
en utilisant la suite exacte (9), et de vérifier que chaque composante
homogène ^2m de l'algèbre ^f = H(GT)[e,^,^]/^ (où P, est de
degré 2i) est un groupe abélien libre de dimension i^mC^O • Nous le
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faisons sous forme de tableau, en exhibant une base :

m

0
1
2

3

4

5

6

7

8

9

b^(M)

1
2

4

6

6

6

6

4

2

1

base de ^2m

1
C i , e

i
c^c^.c^e = Pz ,^

1 n 1 2 3C 3 , C 2 i , C i n — C n É ? = P 3 , : , C i é ? , ( ? 3

1 2 1 3 4
^l ï c•22 5 ^ll ï ^ C^e î ^ c!^ 5 e

1 , 1 4 5
^'32 î C31l î C221 ? ^ c\\e 5 ^ ^^l^ » e

1 4 l 5 6
C33 î ̂ l ï ^^222 î ^ cïle » ^ ^'l^ » e

1 5 1 6
^^331 » ^22 î ^ c11^ 5 l cle

1 ,
C332 5 -, ^'ll^

^333

On verra au § 4.3 que e, .c^e et .Ci^ sont les classes de Chern

du dual de B. En particulier, la cohomologie entière de M est engendrée
par les classes de Chern de A et B (cf. lemmes 4.5 et 4.6). En utilisant
les relations entre les générateurs de H(M), la dualité de Poincaré dans
H(Gr), exprimée en termes de cycles de Schubert, et la formule de
Pieri, on peut écrire la matrice d'intersection ; nous en extrayons la
partie qui nous sera utile dans ce qui suit :

PROPOSITION 4.4. - (1) La matrice d'intersection H^ÇM) x H\M) -> Z
est donnée par

C331

^22

1 „p /?"

3^
1 ,
3 c"

C2

1

0

0

0

Cn

0
1

0

0

1
3^

0
0

1

0

e2

0
0

15

1
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(2) La table de multiplication H"(M) x H\M) -^ H^(M) est donnée
par le tableau suivant :

C3ï\
^322

1 ,
3e 1 6

1 ,r116

Ci

^332

C332

c,^6

0

e

0
0

3C322 + 5c^6

1 g
3^

4.3. Classes de Chern du faisceau universel.

Comme ci-dessus, e = \L\, CiCH^ÇM) sont les classes de Chern du
fibre universel quotient Qçr ou de son image réciproque^ par la
projection ((> : M -> Gr ; les cycles de Schubert Ci , Cn, Cm sont les
classes de Segré duales de fior? c'est-à-dire les classes de Chern du
dual de 5.

LEMME 4.5. — Les classes de Chern b^, b^, b^ de B sont données
par

i, i, 1 î, 1
fci = - e, fez = ^ c ^ e , bs = - ̂ ii^

Démonstration. — La suite exacte sur M x Pg (cf. §2.1 et lemme2.2)

0 - ^ L a ^(-2) -> Bm^Q^ -. ^ ® Q * -^ ^y(l,-l) -^ 0

conduit par tensorisation par pr^(^p^(l)) et image directe par pri à
une suite exacte sur M : 0 -> B -> (9 (g) V -^(^(l)) -^0, où 7,
rappelons-le, est l'inclusion S G—). M. Puisque la cohomologie de M
est sans torsion, les classes de Chern de B se calculent à partir du
caractère de Chern. De la formule de Riemann-Roch, il découle
ch^(^^(l))=^((td^)- lch^^(l)). D'autre part, S^ == ((Pps(l))3.
Par conséquent

ch7^(l)) = -(l-exp(-é0)ch5*

'3 ^2-y"-
cî

3+Ci+——Cn+—
< -^
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En vertu de la suite exacte ci-dessus, ch B = 3 — ch7^(^s(l)). Ceci
conduit aux égalités

fci = — e
e2 1 / ^\ 1
-. - ^2 = - :,[^-3-.j, d'où ^2=: ,^

^ 1 2 . 1 . l^3 ^ \ ^

-é^ ^^'-S^^î-'11)-^
d'où

bs = - -^(cî-2cn) = - . îr

LEMME 4.6. — Les classes de Chern ûi , ^2, Û3 rie ^4 sont ai = Ci — 3e,
^2 = Cn - 2c^ + 3e\ 03 = Cm - c^e + c^2 - e\

En effet, ces formules résultent des formules donnant les classes de
Chern du produit tensoriel A = S* 00 Ls1. D

PROPOSITION 4.7. - 5'o^nr h = Ci(^(l)), ^ ^r le faisceau universel
sur M x ?2, normalisé de sorte que T^pr^^) sofî trivial. Alors les
classes de Chern c,(^) sont données pour i = 1 , 2 , 3 pur ks formules

Ci(^) = ̂  - 2^

C2(^) = (cn-jc^+^2) + (Ci-^ + 3/I2

€3^) = fcni-icn^ +^2) + (2Cn-^C^+C2)A + (4Ci-5c)h2.
\ ^ J / \ J /

Démonstration. — II est commode de commencer par le calcul des
classes de Chern de ^(2). Dans le groupe de Grothendieck ^(MX p^),
on peut écrire, d'après la suite spectrale de Beilinson de <^(1) (cf. §2.1)

^(2) = A m (9(\) - ^ ( 9 m Q - B m ( 9 .

Il est commode d'introduire les classes de Segré duales
feu = b\ - & 2 » ^111 = b\ - 2b^bz + &3 de B, qui permettent le calcul de
c(B)~1. On a :

c(^(2)) = c(^(x]^(l))c(^)- l(l+/l+/l2).
Des formules

c(^E^(l)) = 1 + ai + 3h + û2 + 2ûi/î + 3/i2 + as + ^2/1 4- a^h\



FAISCEAUX SEMISTABLES 285

et c(5)-1 = 1 - b, + ̂  - fc^, il découle

Ci(^(2)) == ai- fc, + 4h,

c^(2)) = a,- a,b, + ̂  + (3^-4^ 4- 7/î2

€3(^(2)) = as - ajo^ 4- a,b,, - fc^
+ (2a,-3a,b,-}-4b,,)h + (4a,-7b,)h2.

Pour obtenir les classes de Chern de ^ , il suffit de remarquer que ^
étant de rang 2, on a les relations Ci(^(2)) = Ci(^)+4/i
c^(2)) = c,(^)+2c,(^)^+4/i2, 03(^(2)) = 03^). Ceci nous permet
d'exprimer les classes de Chern de ^ en fonction de celles de A et B :

Ci(^) == a, - b^ c^) = û2 - ûi&i + b^ + (a,-2b,)h + 3/î2

^(^) = ^3 - ̂  + ûifcn - fc^ + (2a2-3û^ 4- 4b,,)h + (4a,-7b,)h\

Pour obtenir ces classes de Chern en fonction de e et des c,, il suffit
d'utiliser les lemmes 4.5 et 4.6, d'où découlent les classes de Segré duales
dej?:

^11 = e2 - 3^, b^ = - e3 + Jc^2 - ̂ c^;

d'où la proposition 4.7.

COROLLAIRE 4.8. - Les composantes dans H(M) des classes de Chern
c^) engendrent la Q-algèbre H(M,Q).

Il est vraisemblable que ces composantes engendrent H{M), mais
ceci nécessite le calcul des autres classes de Chern, que nous n'avons
pas examinées.

4.4. Lieu singulier de ^ .

On sait [14] que ^ est un faisceau réflexif de dimension
homologique ^ 1 ; en particulier, le lieu singulier de ^ est de
codimension 3 ; c'est le support du faisceau Ext\^\ (9). On note [Sing ̂ \
la classe fondamentale du sous-schéma de M x p^ défini par l'idéal de
Fitting de Ext^^^O).

LEMME 4.9. - Dans H\Mxp,), on a |Sing^| = c,^).

Le faisceau ^ est le faisceau de cohomologie de la monade de

Beilinson 0 -> B' m A2^ -oc-^ m 0* ̂  -. 0, où la flèche |3 est
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surjective. Le noyau Ker P est donc un fibre vectoriel de rang 5, ce qui
fournit la résolution de 3F sur M x Pg :

0 -^ B ' (xlA2^* -°^ Kerp -> ^ -> 0.

Par suite, l'idéal de Fitting de Ext1^,^) est la variété des mineurs
maximaux de a. Puisque cette variété a la bonne dimension, on peut
appliquer la formule de Porteous [1] pour calculer sa classe fondamentale :

ISing^-1 = c,(KeTÇ-Bt^^2Q*) = €3^). D

COROLLAIRE 4.10. — Soit Z c= M une surface complète qui ne rencontre

pas 8M. Alors, dans la base €331, €322, ^ c ^ . c ^ de H^(M), la

classe fondamentale Z\ de Z est un multiple entier de (29, 46, 20, —252).

Démonstration. — La frontière 8M correspond aux points se M tels
que SF s nîest P^ localement libre. Comme ^F est plat sur M, on a

8M = pri(Sing^).

Par conséquent dire que Z ne rencontre pas 8M revient à dire que
Z x Pa ne rencontre pas Sing ̂  . En particulier, pour les classes
fondamentales, on a l'équation dans ^"(Mxp^):

pr?|Z| .|Sing^ = 0 .

Dans la décomposition H^ÇMx p,) = H^ÇM) ® ̂ (M), cette
équation est équivalente au système

|Zl (2cn- jc^+^=0

|Z|(4ci-5ê) = 0 dans H^ÇM)

en vertu de l'expression de c^(^). Désignons par (À-,^i,v,8) les
composantes de |Z| dans la base standard ci-dessus de H^(M). Compte
tenu des tables de multiplication (4.4), on obtient le système

2[i 4- 8v + ô = 0
4îi + 4n - 15v = 0

21v + ^ô = 0

système dont la résolution conduit au corollaire. D
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Remarque 4.11. - On sait qu'en fait le fermé Sing^ est irréductible,
et que la projection Sing ^ -^ SM est de degré 1 [14]. Il en résulte que
\3M\ = 4ci - 5e ; c'est le résultat qu'avait obtenu Str0mme par une

méthode voisine. D'autre part, le cycle 2cn - - c^e + e2 est porté par

le fermé de codimension 2 des points se M tels que Sing ̂  rencontre
une droite générale donnée ^ c P,. Ceci donne l'interprétation des
équations obtenues ci-dessus.

5. Les surfaces de M.

L'objet de ce chapitre est de montrer que toute surface complète de
M rencontre la frontière SM. Il s'agit donc de vérifier que les cycles
obtenus dans le corollaire 4.10 ne peuvent être réalisés de manière
effective.

5.1. Inégalités.

LEMME 5.1. - Soit Z une surface complète de M, dont la classe
fondamentale œ = |Z a pour composantes (À^,v,8) dans la base standard

^331, ^}22, .c^6, ,Ci^5 , de H^ÇM). Alors

(1) ^ ^ 0, n ^ 0, À, + n + 9v + 8 > 0, ^ + H - 3v ^ 0.
(2) Si de plus Z est transverse au diviseur S , v ^ 0 ^ 1 2 v + 8 ^ 0 .

Dans cet énoncé, Z transverse à Z signifie que les composantes
irréductibles de Z ne sont pas contenues dans Z.

Démonstration. - (1) Les classes de Chern Ci et c^ sont les classes
de Chern d'un fibre vectoriel engendré par ses sections. Par conséquent,
d'après Fulton et Lazarsfeld ([4], exemple 12.1.7), on peut écrire les
inégalités œci ^ 0, ©Cu > 0. Ceci donne, compte tenu de la table de
multiplication 4.4, ^ ̂  0 et [i ̂  0. De même, le fibre /*(^p (1)), de
classe de Chern Ci - e, est engendré par ses sections, donc œ(ci-^)2 ^ 0.
En vertu de la table 4.4, ceci fournit l'inégalité ^ + n + 9 v + § ^ 0 .
L'inégalité \ + ^ - 3v ^ 0 s'obtient en remarquant que le fibre
F = (|)*(^Gr(l)) ©/*(^pg(l)) est engendré par ses sections, ce qui donne
œc2(F) = œci(ci-é?) ^ 0, ce qui démontre (1).

(2) Si la surface Z est transverse à Z, œé? est la classe fondamentale
d'une courbe contenue dans £. D'autre part, Ci et Ci - g sont les
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classes de Chern de fibres de rang 1 engendrés par leurs sections, par
conséquent on a encore les inégalités œ^Ci^ 0, (ùe(c^-e) ^ 0, ce qui
conduit aux inégalités v ^ 0 , 1 2 v + ô ^ 0 . D

Remarque 5.2. - Si la surface Z est contenue dans S, les deux
dernières inégalités ne restent pas vraies. Par exemple, e(c^-e)6 est la
classe fondamentale d'une surface contenue dans E. En tenant compte
des relations dans l'algèbre de cohomologie de M (cf. proposition 4.2),
on a

e(c,-e)6 = e7 - 6c^6 + 15c^5

= 60331 + 3c32z - Cié?6 + lOcné?5.

5.2. Démonstration du théorème 0.1.

Supposons qu'il existe une surface complète, irréductible Z, qui ne
rencontre pas la frontière 8M. Alors /: Z -^ Pg est un morphisme
propre et à fibres finies d'après Barth [2] ; c'est donc un morphisme fini
dont l'image Z ' = /(Z) est une surface complète et irréductible de Pe,
dont on peut calculer le degré en appliquant la formule (cf. proposition 3.5)

degré Z ' =l\Z\(c,-e)2

a

où à est le degré du morphisme induit Z -> Z ' par /. La démonstration
du théorème passe par l'étude des composantes irréductibles de/'^Z').

Désignons par R cz Pg le fermé de dimension 7 des cubiques
réductibles, et par R' c R le fermé de R des cubiques réductibles ayant
un point double dégénéré ou un point triple ; ce fermé est de
codimension3 dans Pc. D'après la classification de Barth ([2], §7.4),
l'image de M° = M\8M ne rencontre pas R ' , et par suite Z ' n R' = 0.
Ceci va simplifier énormément le travail pour l'étude de l'image réciproque
de Z ' :

LEMME 5.3, - (1) Le morphisme f est fini au-dessus de l'ouvert PQ\R.

(2) Au-dessus de l'ouvert ^9\R', les fibres de f sont au plus de
dimension 1.

Démonstration. - (1) Observons d'abord avec Str0mme [14] que si
F est un faisceau définissant un point de S M, il existe une suite exacte

0 - > F - > F ' - ^ T - > 0
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où T est un faisceau de torsion de longueur 1, porté par un point
x e P g , et F ' un faisceau semistable de rang 2, de classes de Chern (0,2).
La cubique des droites de saut de F est alors y = y ' u / , où y ' est la
conique des droites de saut de F ' , et t la droite de P? déterminée par
le point x. En particulier, y est réductible. Ainsi f^Ç^^R) c M°.
D'après Barth [2] les fibres de /: M° -> Pg sont finies ; par suite,
/: /^(PS^) -> ^Q\R est propre et à fibres finies, donc fini.

(2) D'après le résultat de Barth que l'on vient de citer, il suffit de
vérifier que les fibres de/|^: SM -> R sont de dimension < 1 au-dessus
de l'ouvert R\R'. Soit y ç R une cubique réductible n'appartenant pas
à R1 ; on considère l'ensemble ^(y) des couples ( ^ F ' ) formés

1) d'une droite £ c= y, à laquelle correspond une conique y ' telle
que y == y ' u ^ ;

2) d'un faisceau semistable F ' de rang 2, de classes de Chern (0,2),
de conique de droites de saut y ' .

Si la conique y ' est lisse, le couple (f,F"} est uniquement déterminé
par y ; il n'en va plus de même si y est constitué de 3 droites non
concourantes : l'ensemble ^(y) a alors 9 éléments. En effet, 3 choix sont
possibles pour la droite <f ; quand ^ est choisie, la conique y' associée
est dégénérée en deux droites distinctes de P?, auxquelles correspondent
deux points distincts a et b de Pg. Ceci laisse 3 possibilités pour F ' :
(i) F ' = ^a © ^b ? ou Y\me des extensions ; (ii) 0 -> ̂  -> F ' -> ^a -> 0 »
(iii) 0 -> ^a -^ F ' -> J^ -^ 0. Du fait que dim Ext^^, ̂ &) = 1, le
faisceau jF" déterminé par (ii) est unique à isomorphisme près, et même
chose pour (iii).

Soit (^,F') e ̂ (y) ; la droite f détermine un point x e Pg non singulier
pour F'. Soient Tx le faisceau de torsion de longueur l associé à x,
H. ̂  l'ouvert de Hom (-F', 7^) des isomorphismes surjectife y : F ' -> Tx
tels que le faisceau Fp == Kerp soit stable. La famille plate de faisceaux
stables (Fp)pç^ y , définit un morphisme t2^ ̂  -^/"^{y})^ ^M qui passe
évidemment au quotient par l'action de C*. On obtient ainsi un
morphisme

U ÎWC* ^ f-\{y})r^8M
(^.F^e^y)

surjectif d'après la rematque de Str0mme. Le quotient tî^ ,^/C* s'identifie
à un ouvert de la droite projective P(F!c). Par suite dim/"1^}) < 1.

D
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LEMME 5.4. — La surface Z ' rencontre R suivant un nombre fini de
points.

Démonstration. - Pour une question de dimension, R rencontre Z '
dans l'espace projectif P g . Montrons que dim Z ' n R = 0. Sinon, Z ' n R
contiendrait une courbe complète. Soit ?5 l'espace projectif des coniques
de P? ; considérons le morphisme surjectif p : ?5 x pg -^ R qui au
couple (y, <f) formé d'une conique et d'une droite de P^ associe la
cubique y u f . L'image réciproque p~ ̂ R') est constituée des couples (y, ̂ )
tels que y n <f soit un point double ; c'est une hypersurface qui s'obtient
comme schéma des zéros d'une section du fibre ^ (2,2): ceci traduit le
fait que dans un pinceau général de droites de Pf , il y a 2 droites
tangentes à une conique donnée, et dans un pinceau général de coniques,
il y a 2 coniques tangentes à une droite générale donnée. Il en résulte
que p"1^7) rencontre toute courbe complète, et, par suite, R' rencontre
toute courbe complète de R. Mais on sait que Z ' ne rencontre pas
R ' , ce qui conduit à une contradiction. D

LEMME 5.5. - Les composantes de f~l(Zf) sont de dimension 2.

Démonstration. — D'après le lemme 5.3, / est fini au-dessus de
l'ouvert ?9\R, par conséquent les composantes de /"^(Z'V?) sont de
dimension 2. Compte tenu du lemme 5.3, on voit que f~^(Z1') est
contenu dans une réunion finies de courbes et de surfaces, donc ses
composantes sont de dimension ^ 2. D'autre part./'^Z') est isomorphe
à l'image réciproque de la diagonale par le morphisme
Z ' x M -> Pg x pg : (z,s) -> (zj(s)) ; d'après le lemme de Krull toutes
ses composantes sont de dimension ^ 2, et, par suite, exactement 2.
D'où le lemme. D

LEMME 5.6 - La surface f ' ^ Ç Z ' ) est transverse à S.

Démonstration. — II s'agit de montrer que si Z" est une composante
irréductible de /"^Z"), Z " n'est pas contenue dans E. Supposons
Z " c S ; alors Z " est une surface irréductible de l'ouvert SV~1 ( R ' ) .

Rappelons que d'après la description de Z et de /|s (cf. § 3.2) le
morphisme/ls a pour image le fermé des cubiques singulières, et que
/|s est fini au-dessus de PQ\R' . Par/|s, le fermée a pour image
réciproque un fermé irréductible de dimension? deZ. Puisque S est
lisse de dimension 8, ceci entraîne que/"^^) n S est une hypersurface
de Z, définie localement par une équation.
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Du fait que /|s est fini au-dessus de P^R', on déduit que f(Z")
est une surface complète, donc f(Z") = Z\ Comme Z ' rencontrer,
Z " rencontre l'hypersurface /~ l(7?)nl ; d'après le lemme de Krull,
l'intersection serait de dimension ^ 1, et son image Z ' n R serait aussi
de dimension ^ 1, ce qui contredit le lemme 5.4.

Fin de la démonstration du théorème 0.1. — On calcule la classe
fondamentale \f~\Z')\ de/'^Z'). Le lemme 5.3 implique que/est
plat au-dessus de l'ouvert PQ\R . Par suite, pour i > 0, le support du
faisceau TOT, C^^OM^Z') est contenu dans /^(Z'nTî), donc de
dimension ^ 1 d'après les lemmes 5.3 et 5.4. Il en résulte que l'on peut
écrire dans H^ÇM) (cf. Serre [13])

f^\z'\)^ \r\z')\.
Soit h le générateur positif de ^(Pg.Z). D'après le corollaire 4.10

la classe fondamentale |Z| de Z s'écrit dans la base standard de
H^(M) : \Z\ = k(29,46,20, -252), où k est un entier > 0. Si d désigne
le degré du morphisme induit par / :Z->Z ' , on obtient en lisant la

1 3k
table de multiplication 4.4, degré Z ' = , \Z\(ç^-é)2 = —• Ainsi,

3k 3k\Z'\ = —h\ et \f~\Z')\ = —(c,-e)7 d'après la proposition 3.5. Or,
d aon a

(Ci-É?)7 = - e7 + 7c,e6 - 21c^5 + c\.

D'après le tableau du § 4.1, c\ = 21(0331+0322), et d'après les relations
dans H{M), c^e5 = 3c^e\ et e1 == 60331 + 30322 + 5oi06 - 35on05. Par
suite,

(c-e)7 = 15o33i + 180322 + 2cie6 - 28cne5.

Ainsi, dans la base standard de /^(M), \f~\Z')\ =
3k—(15,18,6, -84). La surface f~\Z') étant la réunion de Z et d'autres
a
éventuelles composantes de dimension 2, on a en vertu des lemmes 5.1
et 5.6

3k 45— 15 ^ 29k, et donc d < ^ Ainsi, d = 1.

Mais alors \f~\Z')\ - \Z = k(16,8,-2,0). En vertu du lemme 5.1
et du lemme 5.6, les trois premières composantes devraient être ^ 0,
ce qui conduit à une contradiction, n
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