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INTRODUCTION

Dans l'exposé Bourbaki 409 ([K 1]), Katz a défini la fonction
L(X,E,t) attachée à une variété lisse X sur un corps fini Fg de
caractéristique p > 0, et à un F-cristal E localement libre de type fini
sur X.

Katz conjecture (toc. cit. 6.1.1) que cette fonction L est méromorphe
en la variable p-adique t . Dans le cas où X est propre et lisse sur Fg
(ce que nous supposerons désormais), nous résolvons par l'affirmative
cette conjecture et nous obtenons même plus : L(X,E,t) est une fonction
rationnelle de t et on a l'expression (II, 2.2)

(*) LOT,F,0= I"[ [det^-tF\H^(X/W,E)®wK)](~l)i+\
l'^0^2/l

où n est la dimension de X sur Fg, W l'anneau des vecteurs de Witt
de Fç, K le corps des fractions de W et F le Frobenius. Comme cas
particulier on retrouve la rationalité des fonctions L de Grothendieck
attachées à un groupe fini. La formule (*) est conséquence d'une
formule des traces de Lefschetz en cohomologie cristalline (II, 1.6) : si
y : X <=-^ Z :== X x (F X est le graphe du Frobenius de X, le point
important est de généraliser la classe fondamentale s ^ i z d€ Berthelot
([B 1]) en une classe s^iz attachée au morphisme u : F*F -> E donné
avec le F-cristal F, cette nouvelle classe ayant les mêmes propriétés de
transitivité, projection et fonctorialité (I). En plus d'un théorème de
Lefschetz faible, nous étudions dans la 3e partie les coefficients de cette
fonction L : si E est un F-cristal unité, L(X,E,t) est une fraction
rationnelle à coefficients dans Z p .

Si E est un F-cristal unité, Katz donne une description conjecturale
(loc. cit. 6.1.2) des zéros et pôles de L qui sont des unités p-adiques,
ceci en termes de cohomologie étale du Zp-faisceau M associé à F.
Nous résolvons aussi, affirmativement, cette conjecture si X est propre
et lisse sur Fç, en donnant une interprétation précise des zéros et pôles
de L de la forme (fu, où r est un entier et u une unité p-adique : ce
sont les valeurs propres du Frobenius géométrique sur les groupes de
cohomologie de faisceaux v(F,r) (cf. II, 2.8 pour une formulation
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précise). Pour r = 0, v(£',0) est le faisceau étale M associé à E , ce qui
résout la conjecture de Katz (toc. cit. 6.1.2) (cf. II, 2.9).

Ces faisceaux étales v(£,r) pour un F-cristal unité E jouent un grand
rôle : ils permettent notamment des évaluations p-adiques de L(X,E,t)
quand t -> q~1' (cf. l'introduction de la 4e partie pour une formulation
précise). Lorsque la dimension n de X est de la forme n = 2r, on
obtient en outre un équivalent p-adique, quand t -> ^ - r, du terme
médian det(l-tF\H2r(X/ÏV,E)®wK) de la fonction L(X,E,t): l'outil
essentiel est un théorème de dualité satisfait par les faisceaux v(£,r)
([E 2]). Les évaluations p-adiques ainsi obtenues sont les prolongements
naturels aux fonctions L des résultats de Milne sur « les valeurs des
fonctions zêta pour des variétés sur des corps finis » ([M 4]) : ceci
s'inscrit dans la ligne de travaux de Birch et Swinnerton-Dyer ([T]),
Lichtenbaum ([L 1] à [L 3]), et d'autres ([B-N], [Sch]). Lorsque E est à
monodromie finie entière (cf. III, 3) nous pouvons étendre au cas ( ^ p
nos résultats précédents pour obtenir des équivalents (pour la topologie
usuelle sur R) de LÇX^E^q'5) et du terme médian quand s -^ r (cf. IV, 6).

Dans cet article l'influence de la thèse de P. Berthelot ([B 1]) apparaîtra
clairement au lecteur : elle m'a servi de guide pour démontrer la
rationalité de la fonction L. Je tiens à le remercier aussi pour ses
conseils et les raccourcis qu'il m'a suggérés.

I. GYSIN ET IMAGE DIRECTE

Pour obtenir la formule des traces de Lefschetz pour les F-cristaux
on est amené à construire d'abord, via la dualité de Poincaré, une
classe de cohomologie f^(u) et celle-ci doit vérifier les propriétés
habituelles de transitivité, projection et fonctorialité par rapport aux
morphismes transversaux. Cette dernière propriété s'établit directement
sur la classe s^ix que l'on construit au § 1 ; on montre ensuite au § 2
que s^ ix coïncide avec/^c(u).

Tous les Ext' cristallins que nous utiliserons dans cet article seront
calculés sur le topos cristallin restreint (cf. [B l], p. 418).

On suppose p localement niipotent sur les schémas considérés.
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1. Classe de cohomologie associée
à un morphisme de cristaux et Gysin.

1.1. Classe s^ i x .

1.1.0. Soient (5,7, y) un PD-schéma, /o un sous PD-idéal quasi-
cohérent de 7, 5'o le sous-schéma fermé de S défini par /o, X un
5'o-schéma lisse, F un sous-schéma fermé de X, lisse sur 5'o et de
codimension d dans X, i l'immersion de Y dans X.

1.1.1. Donnons-nous d'autre part un ^/s-iï^dule localement libre
F . Dans la catégorie dérivée des ^^/^-modules sur le site cristallin
restreint Rcris(X/S) on dispose, comme F est plat, du morphisme

(1.1.1.1) G^:= Gyi^îd-.i^^yls)®^!/^ ^/s®^/T2rf]

^ ^
^is^cns'W ™

où Gy^ est le morphisme de Gysin de ([B l], VI, (3.3.8), p. 483) ;
G^ x est appelé morphisme de Gysin relatif à l'immersion i et au faisceau
F . Le morphisme G^ix définit une classe sÇ/j^e Ext^^s^'cris*^)^)
appelée classe de cohomologie de Y dans X relativement au faisceau F .
En appliquant le foncteur RY(X/S,-) à G^ix on obtient un morphisme
encore noté G'Ç/^, ou i^ :

(1.1.1.2) ^ : nr(Y/s,i^(F)) ̂  nr(x/s,F)[2d\,
et appelé aussi morphisme de Gysin relatif à l'iimmersion i et au
faisceau F (ou image directe).

1.1.2. Soient E (resp. F) un ^y/s-module (resp. un ^/s-module
localement libre), et u : E -> icris*GO un morphisme de cristaux. L'image
du couple (l'eris (^)^/x) par l'accouplement canonique

Hom^^(leris^^),lcris^cris*(^)) x Ext^Oe^cris* (̂ )̂ )

^ Ext^(fe^)^)

sera notée s^ : cette classe de cohomologie fournit un morphisme dans
la catégorie dérivée des ^/s-modules

(1.1.2.1) G^: i ^ ( E ) - ^ F [ î d } .
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1.1.3. Soient maintenant F (resp. E) un ^/s-module (resp. et
localemçnt libre de type fini), et E^ = Jfom^ ( E , ( 9 x i s ) ' II existe un
isçmorphisme canonique

(1.1.3.1) Ext^,(fcris^'cris*(^)^) ^ Ext^^O-erisJ^y/s),^®^^)

associant à tout morphisme v : fcris î'cris* (-£') -^ ^[/] de la catégorie
dérivée des ^y/s-modules, le composé

hr^Yls) -can- îcris^'cns^^®^^) -ld£^- ^v ®^^[7-]

?

^^^/S^ris^îcris^^).

Si l'on suppose de plus F localement libre et que u est un morphisme
lcris*CE) -^ ^cris*^? Fimage de s^ix par le composé de (1.1.3.1) et du
morphisme canonique

Ext^Ocris^y/s), E\®,^/)

^ Ext^^y/s, £" ®^^) ^ ^"W^, E^ ®,^/)

sera encore notée s^: cette dernière classe n'est autre que l'image par
le morphisme image directe

4 : H ° i Y / S , feris*^ 0^))-^ H^X/S^ ®c^/)

de K considéré comme élément de Ii°(Y/S,ic^s*('^ ^cxis^^9 Le'

(1.1.3.2) s^=^(u) .

1.1.4. Sous les hypothèses de 1.1.0, supposons que Y= Vi u Y^,
où Yi et YZ sont des sous-schémas fermés de A", lisses sur S et de
codimension à dans X, tels que Vi n Y^ = 0 et soit ^(a=l,2) le
morphisme composé

À ('
Y^c^Y <—, X .

PROPOSITION 1.1.5. — (a) Sous les hypothèses 1.1.4 soient E (resp. F)
un QYis-wodule (resp. un, ^x/g-module localement libre) et u un morphisme
E -> î'cris*CO ,' notons

^ = 7acris*(^) •• 7acris*(£') -> î'acris*(^), 0 0 = 1 .2 .



Alors

FONCTIONS L CRISTALLINES 39

sîix = sï[ix + s^

dans Ext^O^(^).

(fc) 5'OM5 les hypothèses 1.1.4, soient £' un ^xis-module. localement
libre, u un morphisme ^yis -> icris*(E) et î^ = ./a cris* (^), a = 1 , 2 ; ator5

i*(u) = i^(ui) + ^(«2)
dans H^ÇX/S^E).

Cela résulte de la définition de s^ix et de la propriété correspondante
pour SY^ = s^s ([B 1]), VI, 3.3.10). D

1.2. Formule de transitivité.

1.2.1. Plaçons-nous dans les hypothèses 1.1.0; soient Z un sous-
schéma fermé de F, lisse sur 5o, et de codimension d ' dans Y, j
l'immersion de Z dans Y, E un ^s-module^ F (resp. G) un
^y/s-module (resp. ^/s-module) localement libre, u: E -> ./cris* (F)
(resp. v : F-^'cris*^)) • des morphismçs de cristaux et
w =Jcr^(v\u:E-.(ij)^(G).

PROPOSITION 1.2.2. - Sous les hypothèses 1.2.1, on a, avec la notation
(1.1.2.1) :

GÏix = GÏIX 0 iRcris^ÇGÏiY) .

Résulte de la définition (1.1.2.1) et de ([B l], VI, 4.2.3). D

COROLLAIRE 1.2.3. - Sous les hypothèses 1.2.1 soient

i^ : RV(Y/S,i^(G)) ^ nrWS,G)[2d]
J^'. R^(Z/S,7eris*Ïcris*(^))^^r(y/5,fe^is*(<3))[2rf^

(i oj)^ : W(Z/SJ^icr^(G)) -^ W(XIS,G)[îd+2d1}

les morphismes de Gysin sur la cohomologie. Alors on a :
O'o;)^ = i^oj^.

1.3. Fonctorialité par rapport aux morphismes transversaux.
1.3.1. Supposons 1.1.0 vérifié et soit 7 : T c_^ Z une immersion

fermée de codimension d , entre des schémas lisses sur 5o, s'insérant
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dans un carré cartésien au-dessus de So :

T——g—>Y

z———r;

en particulier / est transversal à i.
1.3.2. Soit de plus E (resp. F) un ^y/s-module (resp. un ^g-module)

localement libre. On définit pour tout entier r un homomorphisme

(1.3.3) Ext^O^(IO,F) - Fx^acns^cns*(^),/cns*(^)),

de la façon suivante. Par adjonction de la flèche canonique

^cris^\1^) —>> J cris ̂ J cris récris (-c) ^ ï cris ̂ 8cris ̂ Scris (•c) ?

il existe tout d'abord un morphisme

(1-3.4) /cns*Ïcris^) -^ 7cns^cris* (E) ,

et c'est un isomorphisme : E étant localement libre, on se ramène
facilement au cas E = (9 y , s ([B l], VI, 4.3.9). Soit J9 une résolution
injective de /cris* (F) dans la catégorie des ^-modules. D'après ([B l],
IV, (2.5.3)) on a un isomorphisme canonique de complexes

(1.3.5) Hom ,̂(^^(F),̂ ^JJ-)) ̂  Hom^(/c^*ïcns^(^),^).

Or ^7cris*0'cris^CÊ')) = 0 pour i ^ 1, puisque E est localement libre sur
O Y I S . et que Fon a ce résultat pour E = ^^([B l],
VI, 4.3.9) ; ^erisW est donc ([B l], VI, 4.3.6) un complexe à termes
acycliques pour le foncteur Hom^(f^(£'), -) et Hom^0^(£'),
fRcrïs^ (^e)) fournit dans la catégorie dérivée des 6^/s-modules le complexe
[RHom^^fcris^^^/jîcris^ /cris*(^)). En utilisant le morphisme cano-
nique F -^ /^cris^/cris*(F) et risomorphisme (1.3.4) la flèche (1.3.5) donne
ainsi sur la cohomologie l'homomorphisme cherché (1.3.3).

THÉORÈME 1.3.6. Supposons 1.3.1 satisfait.
(a) Soient E (resp. F) un (9^^moàule (resp. un (9 x i s-module) localement

libre et u un morphisme E -> tcris*^) induisant g*(u):
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^cris*(£') -> ^cris*î'cris*(^), alors l'homomorphisme (1.3.3)

Ext|^,(^^(£),F) -^ Ext^^(/^^^*(^),/eHs*(^))

envoie s^;x s^r •sf11 .̂
(fc) Soient E et F deux e^is-fnodules localement libres, avec E de type

fini, et u : fçris* (E) -> fcris* (F). y4/or5 k carre suivant, où /* ^5î fc
morphisme image inverse, est commutatif :

Hxt^Ocns,, Ïcris* (^), ̂ ) Ju:31- Ext^^0^^;^,*/cris* (^), /cris* (F))

can can

H^WS.E^' ®^^F) ——^ ^"(Z/^^cns*^')®^/^*^)) ;

de p/us on a f*(sïix) = sÇ^.

Le théorème résulte de la fonctorialité des accouplements définissant
s^ ,x (cf. 1.1.2) et de la propriété correspondante pour S y / x = 5^5 ([B l],
VI, 4.3). D

1.4. Formule de projection
1.4.1. On reprend ici les hypothèses 1.1.0 en supposant de plus 5'

et f ' . X - ^ S quasi-séparés et quasi-compacts. On se donne également
deux ^^/s-modules localement libres E et F .

PROPOSITION 1.4.2. — Sous les hypothèses 1.4.1, le diagramme suivant
commute

î- ^ ç^ T/j L
?-n Y, s. } ^ ( E } ) ®^ n r ( x / s , F) —-=-—. RV(X/S, E) ®/, Rrçx/s. F)[2d\

Id ® ^ c^

^ ( Y ' S J ^ i E ) ) ®A ̂ r(Y/S,i^(n) ——— Rr(Y/S,i^(E®. F)) —— Rr(X/S,(E®c. ,Wd],
CTy x l s 1^ x''s

où a sont les morphismes de cup-produit et A == r(S,(^s)- En particulier
le morphisme

i ^ o i * : RV(X/S,F) -. Rr(X/S,F)[2d]

est le cup-produit pour la classe S y / x = ^(l) de ([Bl], VI, 3.3.6).

Résulte de la définition (1.1.1.2) de 4 par une démonstration
analogue à celle de la formule de projection ([B l], VI, 4.1.4). D
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2. Morphisme image directe,

2.1. Nous ferons les hypothèses suivantes: k est un corps de
caractéristique p > 0, W un anneau de valuation discrète d'inégales
caractéristiques, d'indice de ramification absolu e ^ p — 1, de corps
résiduel fe, m son idéal maximal, Wjn, = ^Vm7^1 (pour m e ^ ) , muni
des puissances divisées définies par les puissances divisées naturelles de
m, S = Spec W^, ^ = m. (9s, y les puissances divisées de ^ ,
5o = Spec k . Tous les schémas considérés seront supposés équidimen-
sionnels. Soient de plus X et Y deux 5'o-schémas propres et lisses, de
dimension n et q, h: Y-> X un 5'o-morphisme et E un ^/s-module
localement libre de type fini. Si l'on note E^ le dual de E, le morphisme
image inverse h* : RF^X/E^) -> R r ( Y / S , h * E ^ ) donne par dualité

W : RHom^(nr(Y/S,h^), W^) -^ RHom^jmW^), W^).

Or la dualité de Poincaré ([B l], VII, 2.1.3) fournit des isomorphismes

E^: nrws,E) ^ Worn^nrix/s^E^^w^-in]
et 8y: Rr(Y/S,h*E) ^ RHom^JIRrcy/^*^),]^-^];

nous définirons le morphisme image directe
(2.2) h* '' W(Y/S,h*E) -^ nr(X/S,E)[2n-2q]

par h^ = £^ lo(/ l*) v oey .

2.3. On vérifie sans peine la transitivité du morphisme image directe
(2.2) et la formule de projection (avec le diagramme 1.4.2, mais où cette
fois X et Y sont propres et lisses sur So et E et F localement libres
de type fini sur ( P x i s ) ' De plus

h ^ o h * : R F ( X / S , F ) -^ Rr(X/S,F)[2n-2q]

est le morphisme de cup-produit par ^(1)6 !Rr(A75',^5)[2n—2^]. On
montre également la compatibilité de l'image directe à l'isomorphisme
de Kùnneth.

Nous allons comparer la définition (2.2) du morphisme image directe
à celle de (1.1.1.2).

PROPOSITION 2.4. — Sous les hypothèses 2.1, supposons que h soit
une immersion fermée de codimension d == n — q, alors le morphisme h^
de 2.2 est égal au morphisme de Gysin G^y de (1.1.1.2).
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Notons /: X -> S et g : Y-^ S les morphismes structuraux et
considérons le diagramme

B Id 6<) ^'E l

w(x/s,E^(S)^w(Y/s,h*E)[-2d] u yx. Rrw^^^Rrw^)
/i* ® Id

[Rr( y/^, h*E" )® ̂ Rr( r/5', ̂ *£)[ - id\
CTy

^^(r/5,/l*(£v®,^,£))[-2fl

can.

Rr(y/5,,^)[-2fl
Tr,

^[-2n]

/^£v®iî^y/x

G,

Id

^(A-/^^®,^)

can.

^rw^, ̂ 5)l.
WA-^\

Le carré du haut est commutatif d'après la formule de projection (2.3)
et celui du bas d'après ([B l], VII, 2.3.1). Le carré du milieu commute
car il est obtenu en appliquant le foncteur RV(X/S, -) au carré
commutatif

h^y^s) 00^^ ̂ ^E[-ld\ G^0Id£v^ ) ̂  00,̂  (g)^( x/s ~"1 xis

Id (x) can.
^^/s 0 can-

GYIX ® Id?
^ris*(^y/s)®^w>[-2^] ^XIS®e^XiS-

Par adjonction entre (g) et IRHom', on en déduit la commutativité du
triangle

nr(Y/s, h*(E))

G?,,

^TOE,

1 O^Hom^ (Rr(A7^, E^ ), ̂ )[- 2n + 2rf]
e^

[Rr(A75',£')[2rf]

ce qui donne la proposition d'après la définition de h^ (2.2). D



44 JEAN-YVES ETESSE

II. RATIONALITÉ DE LA FONCTION L

Comme en cohomologie étale ([M 3], VI, § 3) nous allons prouver,
en cohomologie cristalline cette fois, la rationalité des fonctions L par
une formule des traces de Lefschetz.

1. Formule des traces de Lefschetz.

LEMME 1.1. — Soient (5',^, y) un PD-schéma quasi-compact, So un
sous-schéma fermé de S, défini par un sous PD-idéal quasi-cohérent de ^\
fQ: X -> SQ un morphisme lisse quasi-séparé et quasi-compact,

f: X -f0^ So -> S , Z = X x ^ X , h - . Z - ^ S , A : X c _ , Z l'immersion
diagonale, E et F deux (P^g-moàules localement libres de type fini. Alors
le diagramme

IL ^Ë,F

^fx^)®c^fx^(F) ^ M^(PÎW ®,z^?(^))

\CT Aîf/

^fxis^E ®^^)

où a est le cup-produit, ks^ l'isomorphisme de Kùnneth, et f^is, hzis ont

le sens habituel ([B l], VII, 1.1.1), est commutatif.

Même démonstration que ([B l], VII, 3.1.1.). D

LEMME 1.2. — Soient A un anneau commutatif, K* et K'* deux
a.

complexes parfaits de Db(A), n un entier et T : K* ®^ K ' 9 -^ A[n]
un morphisme de Db(A), définissant par adjonction un morphisme £ :
K -^ [RHom^ (K'*,A)[n}. Alors le diagramme

IL

K9 ®A K" ———T——^ A [n]

e ® Id Id
- L , "

[RHom^ (K'\A) ®A K'^n} -^A[n]

où T ' est l'accouplement naturel, est commutatif.

Même démonstration que ([B l], VII, 3.1.2). D
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1.3. Reprenons maintenant jusqu'en 1.6 inclus les hypothèses du
(1,2.1) sur 5' et 5'o, si bien que S == Spec H^, 5'o = Spec/c. Soient X
un 5'o-schéma propre et lisse de dimension n , /: X -^ S , et E un
^5-module localement libre de type fini. Le lemme 1.2 montre la
commutativité du diagramme

(1.3.1)

nr(x/s,E) ®^ n^(x/s,Ey)^R^(x/s,^s)—TTL-^m[-^]
£x ® Id id

1 IL 1

RHom^RrW^,^),^) ®w^(XIS,E^[-ln}-^W^[-2n\^

où a est le cup-produit et a' l'accouplement naturel.

Supposons donnés de plus un 5'o-schéma propre et lisse Y de
dimension^, un 5'o-morphisme (p : X -> Y, un ^y/s-module F localement
libre de type fini et un homomorphisme u : cp*(F) -> E . Nous noterons
<D* le morphisme de complexes parfaits

(1.3.2) <D* = m"(M)o(p* : nr(Y/s,F) -^ ^ F ( X / S , E ) ,
composé du morphisme image inverse (p* et de Rr(X/S,u). Via
risomorphisme

Hom^((p*(F),£) ̂  ^(^/^,(p*(FV) ®^E)

[resp. (RHom^([Rr(A75',(p*(F)), RF(X/S,E))

^ R^(A^/^(p*(F))v ®^Rr(A7^)],
M [resp. (Rr(M)] définit un morphisme i/ : ̂  -> [R^(Â75',(p*(FV) (g)^ £')

n •X'/S

[resp. M " : ̂  ^ RrW^y*^)^ ®^ ^(A'/^,^)] s'insérant dans le
diagramme commutatif suivant :

IRnAy^^F))-1'1^ [Rr(r/5,(p*(F))®^ ̂ (^/^^^^^^^(^/^^-^^^(A'/^,^)

^^(A^/5, q)^/^)) -Id^ Rr( A-AÇ, (P*(F))® ̂  iRr(A75, (p*^ )®^,£) ———ff/——^ Hrws, E)

i.e. ([B l], VII, démonstration de 3.1.5) :

(1.3.3) Rr(u) == a^o(Id®^).
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LEMME 1.4. — Sous les hypothèses 1.3, soient Z = JT x g F rfe
projections p^ et p^ sur X et Y, y : X -> Z le morphisme graphe de (p et
u^: Rr(Z/S,pî(F)-^Rr(Z/S,pî(E))[2q] le morphisme de cup-produit
par j^(u) e H ^ Ç Z / S ^ p ^ Ç F ^ ) ® ^ ? * ( £ ) ) , où M ^sr I^M comme élément de
^W5,y*(p?(FV)®,^p*(^))). ^5 on a

( 1 . 4 . 1 ) O* = /?i»o M<ï>op^.

Par définition on a <D* = pi*o y* o a^o (y*®Id) o (Id®i/) o p^, et
donc, par la formule de projection (I, 2.3),

O* = p^ o Oz ° (Id®y*) o (Id®i/) o p^ ,

où Oz es^ 1e cup-produit

Rr(Z/S,pî(F)) ®^ Rr(Z/^,p?(FV) ®^,,pî(E))[2q]

-^Rr(Z/S,pî(E))[2q].

Comme la classe de cohomologie y^ (u) définit un morphisme
W^^ RY(ZIS^Ï(F^)®,^(Emq\ composé de u' et y^, la
formule (1.4.1) en résulte. D

Ce lemme 1.4 et la commutativité de (1.3.1) fournissent alors par
la méthode de ([B l], VII, 3.1.5) le lemme:

LEMME 1.5. — Sous les hypothèses 1.4, la suite d'isomorphismes
i

RHom^wr(Y/s,F),nr(x/s,E)) —^nr(Y/s,Fy (S)W^^WS,E)

^ E y 1 ® I d

^(Z/^p*^) ®c^P*{E))[lq\ ^—— W(YIS^F^) ®^ m\X'/'S\E)[îq\
^F'.R

où k^^ ^st l'isomorphisme de Kùnneth, identifie la classe de <I>* dans
[RHom^(IRr(y/5',F), W(X/S,E)) à y * ( u ) .

Nous sommes à présent en mesure de prouver le théorème suivant,
où, pour un corps parfait k' de caractéristique p > 0, W(k') désigne
l'anneau des vecteurs de Witt de k' et W^(k') = W(k')|pmW(kl), nous
noterons X^ le schéma des points fixes de (p et, pour x e A^, j^
l'inclusion Spec (fe(x)) c-̂  X. Lorsque k est parfait, F = E et x e Â^,
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nous considérerons le module

E. := (/îcns(£))(Spec(^(x)), Spec H (̂x))) :

c'est un W^(k(x))-moà\ûe libre de type fini, et un ^(^-module libre
de type fini ; dans ce dernier cas nous le noterons Ej, et ù^ : Ë^ -> Ëj,
désignera Fendomorphisme induit par u.

THÉORÈME 1.6. — Soient S comme en 1.3, X un schéma propre et
lisse sur k, de dimension n,f:X—> S, h : Z = X ^^s^X —> S y (p = X —> X
un k-endomorphisme de X, de morphisme graphe y : X -> Z, E un (^xis-
module localement libre de type fini muni d'un morphisme u : (?*(£') —> E .
Si Tr<Ï>* est la trace de l'endomorphisme <î>* = IRr(M)oCp* du complexe
parfait Rr(X/S,E), alors

i) (1.6.1) Trd)* = Tr^oaoA*(y^(M)) ,
où a est la flèche canonique

nr(x/s^ ®^)[2n] -^ nrws, a)xis)W,
et y^u) 6 H^Z/S^pîÇE^S^pîÇE)).

il) Supposons de plus que k soit parfait et que le graphe de (p et la
diagonale de Z se coupent transversalement ; dans ce cas on a la formule
des traces de Lefschetz : .

(1.6.2) Tr(D* = ^ TTÛ,.
xe X^

Par définition ([SGA 6], I, 8.1) la trace de <I>* est l'image par le
morphisme

IRHom^(tR^(Âr/5f,£'), RV(X/S,E))

2, nr(x/s,Ey(s^r(x/s,E)^w^
de la classe de cohomologie définie par O*. Soient c ' l'image de celle-
ci dans RrÇX/S^E)^ ®iy RF(X/S,E) et A Timmersion diagonale de X
dans Z. Dans le diagramme
pr(x/s,Ey è ̂  W(X/S,E) —————————CT/—————————— w^

ex1 ® I d 1 . [ld

nr(X/S,E^®w^WS.E}[2n]^RT(X/S,E^,^E)[2n]^ W(XIS^,s)[în} T^ ̂

1 ^^
^ ,£ .̂ i(!

[Rrcz/^,??^) ̂ ^^p*^))^!
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le rectangle du haut est commutatif d'après (1.3.1) et le triangle du bas
d'après 1.1. Puisque ^v^o (e^idHc') = yju) (cf. 1.5), on a

TrO* = Tr^oaoA*(y^(M)) .

Pour ii) considérons le diagramme commutatif

Spec k(x) cl, T -^ X
1
A
l

' X ^ X x X = Z,
y

où le carré est cartésien et j'^ l'inclusion d'un point de T = X^ dans
T. Puisque y et A sont trans verses, T est formé de points fermés lisses
sur 5o, d'où, d'après (I, 1.3.6 (b) et 2.4)

A*(Y*(M)) = 4(r(^));

de plus, par l'additivité (I, 1.1.5 (b)) on a

W(u)) = ^ ^(M,),
JC6 T

où M,: =^*(M)er (Spec^M)/^-*^®^^)) 2. Hom^^(^,^).

Soit/o : ̂  -^ 5'o le morphisme structural. Comme Try = (/o)* ([B l], VII,
2.2.4), que le carré suivant commute

nr(Spec(k(x))/SJÎ(E^^.E)) -^ nrWS^ ®^,E)[2n]

1! 1 ,. 1-
nr(Spec(k(x))/S,^cw^s) -^ Kr(X/S,Ci^s)\2ni,

W^k(x))

où ic est la flèche canonique, et que ^(y,;) est la trace Tr(uJ de u^,
on obtient

Tr<D*= ^ (/o)*oO'x)»(Tr(u,))
xe T

= Zj r^rw^(A(x))/ly^(A)(Tr(^))
xe T

= ^ Tr(^) ([Bour], A III, prop. 6, p. 112),
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car

(/o oj.)* : Rr(Spec (HX))/^, ^spec (.oo)/5) -^ ^r(^o/5, ̂ 0/5)
ï ?

^m(^M) ^nW

est la trace Tr^(x))/^). n

1.7. Plaçons-nous dans l'hypothèse 1.6 (ii). Pour x e X ^ , M induit un
endomorphisme û^ du ^-module libre È^ (notations par analogie avec
1.6 en passant à la limite sur m).

Comme dans ([Bl], VII, 3.1.10) il existe un complexe strictement
parfait de ïV-modules L9 et un endomorphisme v|/ de L9 tel que, dans
Fisomorphisme de Z)^^)

(1.7.1) L-,: Z/®^^r(Â7^,2T),

rendomorphisme v|/^ de L^i, induit par \|/, corresponde à l'endomorphisme
0^ de RV(X/]V^,E) défini par (p et u à la manière (1.3.2). On a donc

T r v L = T r OL

d'où, par passage à la limite projective dans (1.6.2) :

COROLLAIRE 1.7.2. — Avec les notations précédentes on a :

Trv|/= ^ Tr(^).
xeXf>

2. Application à la fonction L.

Soient X un schéma propre et lisse sur le corps fini k = Fg à q = p°
éléments, n la dimension de A^ sur k, W = W(k) l'anneau des vecteurs
de Witt de k, K le corps des fractions de W et E un F-cristal (i.e. un
cristal E muni de u: F*E -> E , où F*E est l'image inverse de E par
le Frobenius absolu F de X\ F étant l'identité sur l'espace sous-jacent
et la puissance ^ième sur le faisceau (9x) localement libre de type fini
sur X. Le couple (F,u) induit un endomorphisme linéaire de RFÇX/S.E)
noté FE (ou <!>*), et pour tout entier i un endomorphisme de H^X/ W, E)
noté F^E (ou F).
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On dira que E est un F-cristal non dégénéré de niveau N s'il existe
de plus un morphisme v : E -^ F*F et un entier N tels que u o v = ̂
et u o u = ^N ; si N = 0 on dit que E est un F-cristal unité.

Soit A^ l'ensemble des points de A" à valeurs dans F^m de degré
exactement m, i.e.

A^ = {^ : Spec (¥gm)-^X/e d'image x, tel que fc(x)^F^m}.

Pour ê e A^, posons

^*(F): = lmi(^ns*(^))(Spec(F,m),Spec(^(F,m))):
r

c'est un tV(F^m)-module libre de type fini et l'itéré m161"8 de u induit un
endomorphisme F " " de e*(E). On définit alors la fonction L associée à
E ([Kl], 6.0) par la formule

(2.1) L(;T,F,0=n n [det^^O-^^l^^))]"1^.
m^l eeA^

THÉORÈME 2.2. — 5Ï F est un F-cristal localement libre de type fini
sur X, on a avec les hypothèses précédentes:

(2.2.1) L(X,E,t)= n [deta-r^r1^1,

où Fi est l'endomorphisme défini par F sur la partie libre de H\XJW^E) ;
les polynômes det(l—tF,) sont à coefficients dans W.

2.2.2. Si Von suppose de plus le F-cristal E non dégénéré, alors les
polynômes det(l-rFi) sont de degré Pi = rgwH\XI\V,E).

Ce théorème résout une conjecture de Katz ([K l], 6.1.1) dans le
cas propre et lisse, et se démontre par une formule de traces de
Lefschetz : on va d'abord transformer l'expression définissant L(X,E,t)
pour la rendre adaptée à une telle formule.

Soit X° l'ensemble des points fermés de X\ on a

WF,O = n n n ^^^-^^(E}}}-^.
w^l xeX° e eA^

degx=m e d'image x

Pour x e X° fixé, de degré m, le produit

P= RI [detw^m^-^F^e^E))]-1^
^^m

e d'image x
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est invariant par le groupe de Galois Gal(Fç/Fg), où Fç est une clôture
algébrique de Fg ; donc P est à coefficients dans W(^q). Notons
A = ^(F,)r], B = ^(F^)r)] et NB,A la norme; on a

P = A^/A^) = fi ^B/AddetTO.^l-^F-l^^))]-1^2}
^A^

e d'image x

P = FI [det^^l-^^l^^))]-1^2,
^^m

e d'image x

où e*(E) désigne le module e*(E) vu comme module sur W(^q) et
F"1 est déduit de F " 1 . Ces ^*(£') sont tous isomorphes à £^, avec

^ : = lim(/,cns*(^))(Spec (k(x)), Spec H^(fe(x)))
r

où 7^ est l'inclusion Spec (k(x)) c—^X, on notera F^ l'endomorphisme
de Ex induit par l'itéré m181116 de u. Avec ces notations on a donc

P=det^/l-îmF?|^)-l/m.

D'où une nouvelle expression de L(X,E,t):

(2.3) L ( X , E , t ) = n det^ .(l-^^^l^)-1/^-.
x e X O

Lorsque £' = ^x/w o11 retrouve la fonction zêta.

Pour la démonstration du théorème on va appliquer le lemme suivant
au A-espace vectoriel de dimension finie îî\XjW,E) ®^, et pour
x e X° au H^-module libre de type fini È^.

LEMME 2.4 (de démonstration analogue à ([M 3], V, 2.7)). — Soit
a un endomorphisme d'un module libre de type fini V sur un anneau A
commutatif unitaire intègre, alors

log[(det(l-îa|r))-1] == ^ T^l^/m.
m>0

Soient Di l'ensemble des points fermés de X de degré exactement
?, et X^ l'ensemble des points fermés de X fixes sous F"1 au. sens
schématique : on a X^ = Vi\rrPi- En appliquant le log à l'expression (2.3)
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de L(X,E,t) on obtient

log(L(Z,^,0)= ^ S Tr^F/^l^jr^/rdegx
x e X ° r>0

= £ £ £ Tr^F/^l^'-^/rdegx
/ > 0 xe D^ r>0

= £"£ £ Tr '̂"!̂ '"/»!
m> 0 /i/n x e Di

= £ £ Tr^F^^r/w.
m>0 xeX^""

Quant au log de l'expression figurant dans le théorème, il s'écrit :

£ E (-^^(^[H^y/W^^wK^/m.
m>0 0^i^2n

L'égalité (2.2.1) est donc équivalente à la formule des traces suivante :

THÉORÈME 2.5. - Pour tout entier m ^ 1 on a

^m ^(^1^)= S (-IVTr^l^W^,^)®^)
x e X ^ 0^i^2n

= : Tr(Fm\n^(X/W,E)).

Ce théorème 2.5 résulte de 1.7.2 puisque le graphe de ̂  coupe la
diagonale de j^x ^X transversalement.

Pour 2.2.2, supposons E non dégénéré avec u : F*E -> E et v :
E -, F*E tels que u o v = q" et vou= q N , notons 5' = Spec (W^(k)\
O* le composé RY(u) o F*

nrws^E) -F^ Rr(x/s,F*E) -m^ RF(X/S,E),
où F* est l'image inverse, et <I^ le composé F^ o RF(v)

Rrws,E) -Rr(v^ nrçx/s^F^).-^ nrws,E),
où F^ est le morphisme image directe. L'assertion 2.2.2 signifie que F,
est un isomorphisme modulo torsion : comme dans ([Bl], VII, 3.2.3)
c'est une conséquence de

PROPOSITION 2.6. - Sous les hypothèses 2.2 avec E non dégénéré,le
morphisme composé

^ od)* : nr(x/s,E) -^ nr(x/s,E)
est la multiplication par ^ Ç + N ; et ceci reste vrai en remplaçant S par
Spec W(k).
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On a O^ o (D* = F^ o RFÇv o u) o F* = ^F^ o F* .

D'après (I, 2.3) il suffit de montrer que F^e(l) = ^", ce qui est établi
dans la démonstration de ([Bl], VII, 3.2.4). L'assertion pour W(k)
s'obtient par passage à la limite. D

2.7. On rappelle que X est propre et lisse sur le corps fini k = Fg ;
soient E un F-cristal unité sur X et k une clôture algébrique de k. On
notera X:= X x ^ k , W = W(k) Panneau des vecteurs de Witt de K ,
K = Frac (W) et E le (9x/w-module image inverse de E.

Nous allons « décrire », pour tout entier r , les zéros et pôles de
L(X,E,t) sur les couronnes p-adiques \t\p = <f, où l'on a normalisé
par | p | p = = l / p ; la fonction ordg sera définie par ord^u) = r si
u\p= 1.

On a considéré dans ([El], III, 2.1) les faisceaux étales

v,(F,r) = Ker{F,®^^ -1—^ ̂ m®^^^1-1^^-1)};

posons ^(J,Z^(F,r)) = Imi ̂ -^^v^F.r)) et H^X^^E,^) =
m

H\X, ~Z-p(E, r)) (x)^ Qip : ce dernier est un Qp-espace vectoriel de dimension
finie ([E l], III, 3.2.3).

Soit y le générateur canonique de Gal(fe/^), xi-^x9 ; cp = y"1 agit
sur X=XXi,k par 1 00 (p et donc sur H^X^QpÇE^r)) : on notera
encore (p cette action.

PROPOSITION 2.8. - Sous les hypothèses 2.7 on a

det[l-(pr|^(^,Q,(F,r))] = ]~[ (l-^^O
ordç(ay)=r

OM fes Oy sont les valeurs propres du Frobenius agissant sur
H^X/W^E^^K.

La proposition résulte de ([M 4], lemme 5.1) et de la suite exacte
(cf. ([E l], III, 3.2.3.2)

0 -^ ^(Z.Q^F.r)) ^H\XIW,E)®^K

-^—p- H\XIW,E) ®^K -. 0,

où F est le Frobenius absolu sur la cohomologie cristalline de E. D
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COROLLAIRE 2.9. - Sous les hypothèses 2.7, soit M (resp. M) le
Zp-faisceau étale lisse associé au F-cristal unité E (resp. E), alors

(i) on a H\X,J.p(E,r)) = 0, et q' n'est pas valeur propre du Frobenhis
sur H\XIW,E) ®wK sous l'une des deux conditions :

(1.1) r est un entier vérifiant r < 0 ou r > dm X,
(1.2) r e N , 0 ^ r < dim X, et i est un entier vérifiant i < r ou

i > dimX + r ,
(ii) la fonction

WF,0 x ]-[ [deiÇl-q^H^X^QpÇE^r))^-1^
r^t^n+r

n'a ni zéros ni pôles sur la couronne \t\p = <f, en particulier la fonction

L(X,E,t) x fi [detO-rcpl/^M)®^ Op)]^
Oî$( ï$n

n'a ni zéros ni pôles sur la couronne unité \t\p = 1.

La nullité de H\X,l.p(E,r)) est claire sous l'hypothèse (i . l): sous
l'hypothèse (i.2) c'est établi dans ([El], III, (3.2.3.1)). Par 2.8 la
2e assertion du (i) en résulte : dans le cas X projectif et lisse elle se
déduit aussi de (III, 1.2.4) ci-après. Le (ii) est alors immédiat.

Remarque 2.10. - La 2e assertion de (ii) résout affirmativement une
conjecture de Katz ([K l], 6.1.2) dans le cas X propre et lisse sur Fç.
Cette 2e assertion de (ii) est d'ailleurs obtenue par Crew ([Cri]) dans
le cas où X est une courbe affine et lisse sur Fg et E de rang 1.

2.11. Sous les hypothèses du 2 supposons le F-cristal E non dégénéré.
On va montrer que la fonction L (X, E,t) satisfait à une équation
fonctionnelle faisant intervenir E ^ . Précisons tout d'abord la structure
de F-cristal sur Fv. Puisque E est non dégénéré il existe des morphismes
u : F*E -> E et v : F -> F* F tels que u o v = q1^ et v o u = q^', et la
structure de F-cristal sur F^ sera fournie par le dual de r. soit
^ : F*^ -. Fv. On a donc

F^= RT(u)oF* : H\XIW,E) -^ H ^ X / W ^ E ) ,
et

F^v = ^TCi;)oF*: H ^ X / W ^ E ^ ) -> H ^ X / W ^ E ^ ) ,

où F* est le morphisme image inverse.
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THÉORÈME 2.12. — Soient X un k-schéma propre, lisse et géométrique-
ment connexe de dimension n, et E un F-cristal non dégénéré sur X de
niveau N . Soient

K(X,E)'.= ^ (- iy îg^H\XIW,E)
0^i^.2n

la caractéristique d'Euler-Poincaré de (X,E) et

8(F): = det(-F\nr(X/W,E))~1:
= n [^{-FWXIW.E)®^-^1.

0^ii$ 2n

La fonction L(X,E,t) vérifie l'équation fonctionnelle

(2.12.1) WF,Q = e^-^^ L(X,E\ 1/^0.

Notons/: X -> S = Spec Wm(k) le morphisme structural, et montrons
que le diagramme suivant commute :

(2.12.2)

H\X|S,E)®^H2n~\X|S,E'/) _^ H^ÇX/S) J^ W^

F* ® F* 1 F* = q- [q-

H\X|S^E)®w^H2n-i(X|S^E^)S^H2\X|S) Tr^ ^

^T^)®^2"-1?^) 2 ^ ^^

Hi(X/S,E)®^^î2n~iWS,E^ ^ H^X/S) JE^ ^,

où <, > est l'accouplement canonique et Tr^ o <, > celui donnant la
dualité de Poincaré ([B l], VII, 2.1.3). Le carré 1 est commutatif par
fonctorialité de l'image inverse F* et le fait que F* = q" sur H^ÇX/S)
([B l], yil, démonstration de 3.2.5); comme v o u = : q N le carré 2
commute par définition de tv. La commutativité du diagramme signifie
que pour x e H ^ X / S ^ E ) et y e H ^ - ^ X / S ^ E ^ ) on a :

<F,E(x),F^^(y^=qn+N < x , y > ;

cette relation demeure vérifiée en passant à la limite sur m : en voyant
cette fois F^(resp. F^-I,E^) comme un endomorphisme (en fait
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un automorphisme d'après 2.2.2) de H\XIW,E) (x^Â^resp.
H^-^XIW.E^^wK) on a montré que

t f T " \ _ ^.n+N/r \ ~ i
(^n-f.^) - ^ (^,2?) .

i.e., si a, décrit les valeurs propres de 7^, alors les valeurs propres de
F-in-i^E^ sont les ^"^/o,. L'équation fonctionnelle (2.12.1) en résulte
via (2.2.1). Les calculs précédents fournissent en outre la relation

(2.12.3) e^.eCÊ^) = q-(^wx,E^

Remarque 2.13. — Dans le cas E = Oxiw l'équation fonctionnelle
(2.12.1) pour la fonction L redonne celle de la fonction zêta. En effet E
est alors un F-cristal unité (^==0) en dualité avec lui-même, si bien
que e(£') = ±^- ( ^ / 2 w x ) ; on retrouve ainsi l'équation fonctionnelle
([B l], VII, (3.2.8))

Z^lAfO = L(;T,^,W) = ± q^'^t^LÇX^'^^t)
= ± q^'^h^ZÇX^t).

COROLLAIRE 2.14. — Sous les hypothèses du théorème 2.12 soient
q = card k et s un entier > n + N , alors

|L(;r,£,^-%= le^)!^-^^,

où | p désigne la valeur absolue p-adique de K normalisée par ip | /==p.
D'après 2.2 on a

L^,^,!/^-5) = ]"[ de^l-qs~n~NF^'Y~l)i+\
0^i^2n

où det (1 — tF^E^ ) est à coefficients dans W\ d'où, puisque s — n — N > 0,
\L(X,E^ ^Iq^^^p = 1. L'équation fonctionnelle fournit alors le
corollaire. D

Remarque 2.15. - Dans le cas E = ( P x i w ^ ce corollaire redonne la
proposition (10.4) de [M 4] car \£(0xiw)\p = ^(n/2)xw. Nous reviendrons
dans la quatrième partie plus longuement sur ces questions de valeurs
de fonctions L.

Remarque 2.16. — Supposons 2.11 vérifié ; on a noté FE = RT(u) o F*
et FE^ = R^(tv)oF*. Comme pour (2.12.2) on prouve la commutativité
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du carré

RF(X/S,E) -^ RHom^rWS,^),^^

FE q^'^F^r

57

nr(x/s,E) RHom^(Rr(X/S^)^[-2n],

où £^ résulte de la dualité de Poincaré.

Si l'on se donne un autre fe-schéma propre et lisse Y, de dimension
r sur k et h : Y-> X un fe-morphisme, on définit de même F^E e! Fh*E^ -
II est alors immédiat que le morphisme image directe

h^\ m\Y/S,h*E) -> Rr(X/S,E)[2n-2r]

vérifie la relation

(2.16.1) h^oF^= q^^Eoh^.

III. COEFFICIENTS DE LA FONCTION L

Par l'expression (11,2.2.1), les valeurs propres du Frobenius sur la
cohomologie cristalline fournissent les coefficients de la fonction L : nous
établissons donc au paragraphe 1 un théorème de Lefschetz faible duquel
nous déduisons des évaluations p-adiques de ces valeurs propres.

Dans le cas d'un F-cristal unité, on montre au paragraphe 2 que la
fonction L est à coefficients dans Zp.

Enfin, pour un F-cristal unité à monodromie finie (§ 3), les zéros et
pôles de L sont des entiers algébriques vérifiant l'hypothèse de Riemann
(3.2). Une telle fonction L est également reliée directement aux fonctions L
de Grothendieck (3.5).

1. Lefschetz faible et application aux pentes.

1.1. Lefschetz faible avec coefficients.
Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0 et W =- W(k)

l'anneau des vecteurs de Witt de k.
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THÉORÈME 1.1.1 (dit de « Lefschetz faible »). - Soient X un k-schéma
projectif et lisse, de dimension n, muni d'un plongement fixé dans un espace
projectif P^ et E un F-cristal localement libre de type fini sur X. Nous
noterons E^ = E/pE et gr5^ = J^^o/^54:1^ où J^Eo est la filtration
conjuguée de la filtration de Hodge sur Eo ([O], 1.9). Nous nous placerons
dans l'un des deux cas suivants :

(i) Eo admet localement une base de sections horizontales (par exemple
pour E un F-cristal unité),

(ii) gr'^o ^t localement libre.

Alors si Y ^—^X est une section hyperplane lisse de X, de degré
assez élevé, l'homomorphisme canonique

j* : H\X/W,E) -^ H\YIW,j^{E))

est un isomorphisme pour i < n - 1, et est injectif pour i = n - 1. De
plus la cohomologie évanescente

^(Y,E) := Hn-l(Y/W,j^(E))/Hn-lWW,E)

est un W-module libre de type fini.

Comme dans [B 2] le théorème se ramène à montrer que le morphisme
canonique

(1.1.2) j* ; HW.Eo) -^ HWJ^E,)

est un isomorphisme pour i < n — 1 et une injection pour i = n — 1.

D'après ([O], 1.6.3) gTSEo est engendré par ses sections horizontales.
Dans la suite € désignera ou bien Eo, ou bien gTSEo : d'après (i) et
(ii) ê admet localement des bases de sections horizontales. Nous allons
montrer que

(1.1.3) j* : H\Xlk^) ——. IfÇY/kJ^)f
î l

HW <^(x,x) ® %/.) W( Y, a*Av, Y) ® ^Yik)

est un isomorphisme pour i < n — 1 et une injection pour i = n — 1.

Le théorème sera ainsi démontré pour le cas (i). Pour le cas (ii) on
sait d'après ([O], 1.12.3) que le gradué gr^o commute aux images
inverses : puisque la filtration ^ ^o est séparée, finie et exhaustive
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([O], 1.6.4) on est ramené par le lemme des cinq et la suite de cohomologie
relative à la suite exacte

0 -^ gr^o -> E.I^^E, ̂  E.I^E, -^ 0,

à démontrer l'assertion (1.1.3) pour obtenir le théorème dans le cas(ii).

Pour ce faire on filtre le complexe ^(x,x) ® f^xik P^ les sous-
complexes

Fil^^®^) = ^.T;(^(g)tî^) + V(^.T,(^^®t2^))

où ^ est l'idéal de Y dans X, V la différentielle de ^(X,K) ® %/A et
^•(^cx.x)®^/*) est 1e complexe égal à (̂;c,;o ® %/A en degré > 7, et à
0 en degré < j. Puisque ^(x,x) admet localement des bases de sections
horizontales on conclut comme dans [B 2]. D

1.2. Application aux pentes du Frobenius sur H^X/W^E).

Sous les hypothèses de 1.1.1 supposons maintenant que E soit non
dégénéré de niveau N , i.e. est muni de u : F*E -> E et v : E -^ F^E tels
qw uov = pN et v o u = p^ pour N e M . Si Fon munit RF(X/W,E)
des endomorphismes (cf. II, 2.5) ^>î = RT(u) o F* (encore noté <!>*) et
^>*E = ^* ° iRr(y) (noté 0+) on sait (II, 2.5) que

(1.2.1) ^(D* == p^^.

Nous noterons encore ^ et $* les endomorphismes induits sur la
partie libre H*(X/W,E)i de H*(X/W,E).

La proposition suivante s'établit comme dans ([B 2], 2°).

PROPOSITION 1.2.2. - Soit 0 ^ i ^ n ; alors

^(H\XIW^ c: p^WÇX/W^.

COROLLAIRE 1.2.3. -- Soit0 ^ i ^ n ; alors

0*^+^^y^^^ ^ pilP^^XIW^i.

En effet ^"^^Jr/^f), est dual de ^"-U/^^^z et la dualité trans-
forme O^v = jF^v o IRr(^v) = F^^ o RnO^) en Og = RF(^) o F^ :
le corollaire résulte alors de 1.2.2 appliqué àl^. D
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THÉORÈME 1.2.4. - Pour 0 ^ i ^ n, chaque pentes du F-cristal
(H\X/W,E)^*) [resp. (^"^(^/^.F),,<!)*)] 5ûri5/aiT 0 ^ a ^ f + N
[resp. i ^ a ^ n + A], où N est le niveau du F-cristal E .

Compte tenu de la relation (1.2.1) ce théorème se démontre comme
celui de ([B 2], 2). D

2. Cas d'un F-cristal unité.

On reprend ici les hypothèses et notations de (II, 2) en supposant
que E est un F-cristal unité muni de u : F*F ̂  E. Nous allons montrer
que la fonction L(X,E,t) est quotient de deux polynômes à coefficients
dans Zp.

Explicitons tout d'abord l'endomorphisme de Frobenius F de

H\XIW^ {F^EY (x^F) ^ Hom,^(F*F,F) ;

plus généralement si Fi est un F-cristal unité et £'2 un F-cristal
quelconque, avec Oi : F? : = F*Fi ^ £\, (^ : E^ -> E^, et
(p € Hom (Fi, Fz) on pose F((p) = Oz o (p° o Oi"1 : dans le cas où Fg = F,
Fi = F0, <Di = u0, 0)3 = M , on a alors

(2.1) F(̂ ) = MOM°0(M0 ) -1 = M.

Pour x e Â^, soit ^ : Spec (k(x)) ̂  Spec k le morphisme structural
et jx : Spec (fe(x)) c—^ X l'inclusion canonique ; la trace de
l'endomorphisme F ' de RT(X/W^,E) est fournie par (démonstration de
II, (1.6.2)):

T^F7-) = ^ ^(Tr(F;)).
X6X^

Nous venons d'établir que u e ^0(A7^,(F*F)V ® E) est fixe sous F;
il en est de même de F; e ^°(Spec (fe(x))/^,^eris*(£'v®H)) qui est
induit par l'itéré de u, et de 5c(F;) = Tr(F;) e ^(fe(x)) où le
morphisme 7 est défini dans la démonstration de (II, (1.6.2)) ; comme
gx est un morphisme entre schémas de dimension 0, la relation (II, (2.16.1))
montre que TrF' e W^(k) est fixe par le Frobenius, i.e. TrF7' e Z/p7"!.
Par passage à la limite projective on déduit de (II, 2.2 et (2.3)) que

(2.2) L(X,E,t) e (1 + tZ,[[t]])r^K(t) ;
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la méthode des déterminants de Hankel ([Bour.], A IV, 4., exercice 1)
fournit alors L(X,E,t) € (l+rZp[[r]]) n Qp(f). Or la formule (11,2.2.1)
montre que ^(^,£,0 = R(t)/S(t), avec .R, 5e 1 + r^[r]. Si on choisit
P, Q e Qp[t\ tels que L(X,E,t) = P(t)IQ(t) avec (P,ô) = 1, on a P|^,
015', et donc les racines inverses de P et Q sont de valuations
p-adiques ^ 0; d'où P, g e 1 + îZp[t]. Nous avons établi

PROPOSITION 2.3. — Soient X un schéma propre et lisse de dimension n
sur Fg, et E un F-cristal unité sur X , alors

WE^) = p(o/e(o.
avec P, Q e 1 + t^-p[t], P et Q premiers entre eux.

3. Cas d'un F-cristal unité à monodromie finie.

3.1. Revêtements étales et cristaux.

Nous ferons pour ce 3.1 les hypothèses suivantes: k est un corps
parfait de caractéristique p > 0, W = W(k) est l'anneau des vecteurs
de Witt de k et K le corps des fractions de W ^ X est un schéma
propre et lisse sur fe , G un groupe fini, /: Y -> X un revêtement fini
étale galoisien de groupe G et E un ^iy-module localement libre.

PROPOSITION 3.1.1. — Sous les hypothèses précédentes on a les
isomorphismes :

H\XIW,E) ®wK ^ {H\XIWJ^f^{E})^K}°

^{H^Y/WJ^Ç^^wK}0.

Le dernier isomorphisme de la proposition est clair car /cris est un
foncteur exact (/ est fini et étale !).

Établissons d'abord le

LEMME 3.1.2. — Sous les hypothèses 3.1 on a

(fcr^fer^W ^ E.

Comme E est localement libre on a un isomorphisme

/cris^/cris*(^) ^/cris^/cris*^/^) ®^^,
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et l'action de G sur le membre de gauche se fait par l'intermédiaire de
/cris fcris*(^xiw) puisque G agit trivialement sur E ' . on est ramené à
prouver le lemme pour E = (Pxiw- Soit (U,T) un ouvert du site cristallin
zariskien Cns(X/W) : l'image inverse de/sur U est aussi un revêtement
fini étale galoisien Y^^U -> U de groupe G, qui se relève de manière
unique, par l'équivalence des sites étales de U et T (puisque U et T
ont même espace sous-jacent), en h : T' -> T fini étale galoisien de
groupe G ; il s'agit de démontrer que

{f^fcr^^XIW\U,T)}° ^ ^T,

Le. (h^h*(^T))° ^ ^T, ce qui est clair car /i*(^r) ^ ^r'.
Grâce à 3.1.2 il nous suffit donc de montrer que pour tout

d^ïy[G']-module A on a un isomorphisme

(3.1.3) (H^X/W.A^wK)0 ^ H^XIW.A0) ®wK.

Pour cela on va établir l'existence et la dégénérescence de deux suites
spectrales de même aboutissement et dont les termes £2 sont :

E'^ = H^G^WW^A^wK),
E'^ = H\XIWM^G,(€^A)) ®wK,

^xiw étant muni de l'action triviale de G. Compte tenu des isomorphismes

TÇX/W^A)0 ^ îîom^^^A)0 ^ îîom^G^xiw,A)
^ r(X/W,^om^G^xiw,A)) ̂  r(X/W,A°),

le diagramme suivant commute

WGl-mod '̂̂ ^--^^.^.mod. ̂ ^ K-^

Id Id.

^^[G'I-mod —————*^/iv-mod. ———————————>K-e\.,xm J ^3=(-)G / ^,=Y(XIW,-)®wK

où j^-mod (resp. K-e\.) désigne la catégorie des j^-modules (resp. des
^-espaces vectoriels). Les quatre catégories du diagramme sont abéliennes
et ont suffisamment d'injectifs ; SP\ et ^3 sont des foncteurs exacts à
gauche, de même que ^i et ^4 car K est plat sur W. On notera
y = y ^ y ^ = ^40 ̂ 3. Pour tout fi^[G]-module A, l'ordre de G
annule H^G^H'WW^A)) pour./ ^ 1 ([Se l], VIII, §2, cor. 1 de prop. 4),
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donc E'^ = H\G,H\XIW,A)®^K) = 0 pourj > 1 : en particulier ^i
transforme les injectifs en ^z-acycliques, d'où l'existence de la première
suite spectrale ([M 3], App. B, th. 1)

E'^ => R1^^ (A),
et de plus on a

R^iA) ^ E'^ == (H^X/W^A)^^)0'

Pour l'existence de la deuxième suite spectrale et la dégénérescence en
£2 il nous suffit de même de montrer que <^xt^ [G](^XIW^) est annulé
par l'ordre de G pour i ^ 1 : cela se fait en remplaçant dans les
constructions de Serre (loc. cit.) l'anneau Z des entiers par Oxiw\ d'°ù
un second isomorphisme

Rn^^{A) ^ E^ = H^XIW^A0) ®^Â:.

On a ainsi établi (3.1.3), donc 3.1.1. D

3.2. Représentations p-adiques et F-cristaux à monodromie finie.

On reprend, pour ce 3.2, les hypothèses du 2. Nous noterons
M ̂  (Zp)71 le Zp-module libre de type fini associé à E ([K l], Rk 5.5) ;
le F-cristal E correspond alors à une représentation continue (toc. cit.)

p^W^Autz/M).

DÉFINITION 3.2.1. — Le F-cristal unité E est dit à monodromie finie
(resp. et entière) si l'image de p est un groupe fini (resp. s'il existe un
^.-module libre de type fini M' et un isomorphisme M' ® Zp ^ M tels
que p : ̂ (A") -> Aut^ (M) se factorise par p ' : n^(X) -> Autz(Af), d'image
finie).

Un exemple trivial est fourni par le faisceau structural (Pxiw-

Pour une notion voisine, celle de représentation p-adique à monodromie
locale finie, on pourra consulter l'article de Richard Crew ([Cr 2]).

Avant d'étudier les propriétés des F-cristaux à monodromie finie et
de fournir des exemples non triviaux, rappelons comment à une
représentation continue p : Ki(X) -> Autz (M) du Tti dans un Z^-module
libre de type fini M on associe un F-cristal unité E (cf. [K 1] ; [K 3],
4.1 ; [Sa], VI, 3.1).
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Au Zp-module M on associe le système local p-adique (Mi)n^i
suivant : Nn est le système local sur X associé au Z/p^-module libre
de type fini M|pnM muni d'une action d'un quotient fini Gn de ^i(X)
(puisque l'action de p est continue). En particulier, pour chaque entier n,
Nn se trivialise sur un revêtement fini étale galoisien de groupe Gn ; de
plus, dire que E est à monodromie finie signifie que le groupe lim Gn

n

est fini, i.e. que le système de tous les Nn est trivialise sur un même
revêtement fini étale galoisien de X de groupe le groupe fini lim Gn. Le

n

cristal E s'obtient comme suit: soit (U, T) un objet du site cristallin
zariskien CîisÇX/W); comme p est niipotent sur T, il existe un entier
n ^ 1 tel que p^y = 0, d'où un homomorphisme Z/p"Z -» OT et on
pose

E(U,T) = (^J)zar ®Z/p»Z G T.

(où (A^f)zar est le faisceau zariskien sur T déduit du faisceau étale Nn
sur T relevant Nn\u (les sites étales SUT T et U sont équivalents). Pour
décrire l'action du Frobenius sur E nous supposerons dans la suite que
F est lisse sur Spec (Z/p^Z) ; la puissance p^"1® sur U se relève, puisque
U est affine, en un endomorphisme (pas nécessairement unique !) (py de
T et on définit le Frobenius F y sur E(U^ T) P^r

FrÇx^t) = x ® (pr(0.

En fait, (E(^T),FT) s'obtient par descente via l'action de n^(X):
voici comment. Soit Un -^ U un revêtement fini étale galoisien de
groupe Gn = Aut(T^/7) tel que la représentation

K^X) -^ Aut^(M) -^ Autz/pnWp^)

se factorise par Gn et soit h : Tn -> T le relèvement de Un -^ U. Alors
h*(N^) est le faisceau constant M|pnM et on a

£^.^ ^ (M/p )̂ g)z/^z ̂ .

Puisque Tn -> T est étale, (py se relève de manière unique en (p^ sur
T^ : par l'unicité, (py commute avec Aut(r^/r). Le Frobenius FT sur
^(^,T^)€St défini par l'endomorphisme (p-r^-linéaire

F^(x®t) = x ® (p^(0.
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L'action de g e Gn = Aut(7VT) sur Eçu ,T ) Gst donnée par

g(x(St) = (p^Xx)®^-1)^),

où (^~1)*: ^-^r^ est associé à g ~ 1 : T n ^ T ^ . Par descente,
(E(^T),FT) est l'unique objet sur T dont l'image inverse sur T^ est
Aut(T^/r)-isomorphe à (^ ,r^ , -Fr)» en particulier on a un isomor-
phisme de faisceaux

(3.2.2) ^D^^^^.T))}^.

Pour la construction inverse, qui à un F-cristal unité E associe la
représentation p on consultera l'exposé de Katz([K 3], 4.1).

Nous supposerons désormais, dans ce paragraphe 3.2, que le F-cristal
unité E est à monodromie finie, et nous allons étudier les propriétés de
sa fonction L. La représentation p associée à E se factorise donc en

p:G-^Aut^(M),

où G est un groupe fini qui s'identifie, avec les notations de 3.2, à
limGn. Par suite il existe un revêtement f'.Y -> X fini étale galoisien

n

de groupe G qui trivialise le système local p-adique (Nn)n^ i » i-e. qui
trivialise E : /cris* (E) ^ (^v/w)71 ; on notera au passage que (3.2.2)
refournit ici l'isomorphisme 3.1.2

E ^ {/cris^/cris*^)}0.

D'après 3.1.1 on a donc
^U/^^^^K^^^y/^/eris^^^^^^^/^^Z^M^z^

Par conséquent le polynôme caractéristique de F sur
H\XIW,E) ®wK c H\YIW) ®^ M ®^ Q,

divise det(l-tF\Hi(Y/W)(S^Qp)TS(M). Compte tenu de [K-M] ceci
prouve la 1" assertion de

PROPOSITION 3.2.3. — Soient X un schéma projectif, lisse, géométrique-
ment connexe de dimension n sur Fg et E un F-cristal unité à monodromie
finie sur X, alors

(3.2.3.1) les valeurs propres de F sur H^X/W.E) ®^K sont des
entiers algébriques de valeurs absolues (archimédiennes) égales à (^fq)\



66 JEAN-YVES ETESSE

(3.2.3.2) la seule valeur propre possible de F sur H°(X/ÏV,E) ®^K
(resp. sur H^ÇX/W.E) ®wK) est 1 (resp.^),

(3.2.3.3) dei(l-tF\Hi(X/W,E)®^K)el + tZp[t].
La 2e assertion résulte des égalités

et
det(l-tF\HO(Y/^r)(S^Qp) = 1 - t

d^(\-tF\H2n{Y|W)®^Qp) = 1 - q^.

La 3e assertion s'établit facilement, compte tenu de la 1^ et de 2.3, en
paraphrasant une argumentation de Deligne ([D], preuve de (1.7) ==> (1.6)).

D
Compte tenu de (II, 2.2) on a aussi montré que

G.,(-i)î+l(3.2.4) L(A^,0== ]~[ [det{l-tF\(H\Y/W)®i,M®zftpf}]^ p - - ^ ^ p -
0^i^2n

Comme on définit la fonction L de Grothendieck attachée à une
représentation p d'un groupe fini G agissant sur un Fç-schéma Y propre
et lisse à fibres géométriquement connexes ([M 3], V, § 2, exercise 2.21 ;
et [K2] p. 170) par

(3.2.5) L^F.p.O

:= exp(^tn/n.(l/#G) ^ Tr(p(g)).#(y(F^oA
\n^l g e G /

où Fç est une clôture algébrique de Fg, et F y le Frobenius géométrique
de Y, on a aussi établi, via (3.2.4) et ([K2], p. 171) la proposition:

PROPOSITION 3.2.6. — SoientXun schéma propre, lisse, géométriquement
connexe de dimension n sur Fg, E un F'cristal unité sur X à monodromie
finie de groupe G, p : K^(X) -^ G -^ Aut^(M) la représentation attachée
à E et Y -> X un revêtement fini étale galoisien de groupe G, alors

WE,t) = z/^y.p.o.
Cette proposition fournit par (II, 2.2) une autre démonstration de la

rationalité des fonctions L de Grothendieck associées à une représentation
p-adique d'un groupe fini, dans le cas propre et lisse.

COROLLAIRE 3.2.7. - Sous les hypothèses de 3.2.3, et en supposant
E à monodromie finie entière on a, pour tout entier i :

d^(V-tF\H\XIW,E)(SwK)e 1 + tZ[t\.
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Par 3.2.6 on sait que L(X,E,t) = Z/^y.p.Oe 1 + rZ[[t]], d'où,
par les déterminants de Hankel, L(X,E,t) 6 Q(t) ; comme les racines et
pôles de L(X,E,t) sont les inverses d'entiers algébriques, on en déduit,
par la même méthode que pour la fonction zêta ([M 3], VI, § 13,
12.5 (c)), que L(X,E,t) = P(t)/Q(t) avec P, Q e 1 + rZ[r]. On conclut
alors, par l'argument de Deligne (démonstration de (3.2.3.3)). D

3.3. Exemples liés à la représentation régulière.

Soient G un groupe fini d'ordre d premier à p, X un schéma propre,
lisse, géométriquement connexe sur GFç et /: Y -> X un revêtement fini
étale galoisien de groupe G : nous allons donner un exemple non trivial
de F-cristal unité à monodromie finie attaché à cette situation.

Soit M un Z-module libre de rang d, ayant une base (e^^ç indexée
par les éléments de G ; la représentation régulière p : G -> Autz(M) est
donnée par p(s)(^) == e^. Posons 1:1 = ^ ^, V^ = ZpV^ et choisissons

teG

une bijection (p : {1, . . . ,d} -> G : soit ^ le Zp-module libre de base
(^p(o~^p(i+i))i=i, . . .d-i . Puisque p est à coefficients dans Z, on peut la
considérer comme une représentation à coefficients dans Zp,
p ' : G -. Autz^(M®Zp), où M ® Zp ^ V, © V, car p )( d ; V, est
clairement stable par G et V^ aussi, en effet :

pour s e G, p(s)(e^-e^,)) = e,^ - ̂ ,^ = e^ - e^)

et si h > j on a

^<p0') ~ ^(p(/0 = (ÂpC/)~^pC/+l)) + (ê(pC/•+l)—^(pO'+2)) + • • • + (^(p(/l-l)—^(p(/l)) ;

raisonnement analogue si h < j. La représentation p7 se décompose
donc en p ' = p i ® p 2 , où pi : G -> Aut^(Fi) est la représentation
triviale et pg : G -> Aut^Fz) est la restriction de p7 à ^2. A chaque
p, 0' = 1,2) on peut associer un F-cristal unité à monodromie finie E,
surA". D'après la description 3.2 du F-cristal unité associé à une
représentation, il est clair que £\ = ^iw, et donc par 3.2.6 que la
fonction L^^^F.pi.r) est la fonction zêta de X, Z(X,t). Comme la
fonction zêta de Y est fournie par la représentation régulière p de G
([K2]) on obtient

Z(Y,O = L^y.p.o = L^y.pi.o.L^r.p^),
i.e.

(3.3.1) Z(Y,t) = Z(X,t).L(X,E^t).
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Dans la situation de (3.3.1) on calcule facilement la constante de
l'équation fonctionnelle (11,2.12)

e(^) = ± ^<xw/2)(i-^

où n = dim X et à = # G, et on obtient

L(X,E^t) = L(X^t);

il suffit pour cela d'écrire les équations fonctionnelles pour les fonctions L
et zêta via (3.3.1).

On aurait pu aussi associer directement à la représentation régulière
p : G -> Autz(M), un F-cristal unité E à monodromie finie sur X tel
que

L^y.p.^LO^o;

ci-dessus on a obtenu la décomposition E ^ E^ © £2.

Particularisons encore la situation pour exhiber un exemple où le
facteur L(X,E^t) de (3.3.1) n'est pas trivial, i.e. tel que L(X,E^t) ^ 1.
Nous supposerons pour cela que X est une courbe propre, lisse et
géométriquement connexe sur Fç, et Y -^ X est un revêtement fini étale
galoisien de X, de groupe G, par une courbe Y géométriquement
connexe. On sait qu'alors

^^_ Px(t) ( z(Yt)=——PY(t)——}zw (1-tW-qt) ^P'^W) (1-0(1-^)/

où Px(t) (resp. Py(0) est un polynôme de degré 2g(X) (resp. 2g(Y)).
D'après la formule d'Hurwitz on a g(Y) - 1 = d(g(X)-\). Donc si
X est une courbe rationnelle (resp. elliptique), Y l'est aussi et le facteur
L(X,E^t) est trivial comme on le voit sur les degrés de Py(t) et Py(î).

Par contre si g(X) > 1 il existe des revêtements finis étales galoisiens
Y -^ X non triviaux, i.e. de groupe G + {1}, donc avec g(Y) > g(X) :
en effet si X désigne l'image inverse de X sur une clôture algébrique
deFç, la partie première à p , n^X)^, de Ki(X) est un groupe libre
à ïg(X) générateurs et une relation. J.-P. Serre fournit également des
exemples de tels revêtements non triviaux ([Se4], prop. 13 et 15). Dans
un tel cas L(X,E^t) = Py(0/7\(0 est un polynôme à coefficients entiers
(cf. 3.2.7) de degré 2(g(Y)-g(X)) = 2(d- \)(gW- 1) > 0, ce qui
fournit un exemple non trivial de F-cristal unité à monodromie finie.
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Dans ce cas le signe de £(£'2) est bien déterminé :

8(^2) = + ^-%w-i^

car L(X,E^t) = det (\-tF\H\XIW,E) ®wK) est de degré pair. Si Fon
décompose p2 en somme de représentations irréductibles non triviales 9,
de degré à, et que l'on suppose les 6, réalisables sur J.p (par exemple
si les racines m16^ de l'unité e îp, où m est le p.p.c.m. des ordres des
éléments de G), on peut leur associer des F-cristaux unité <^ à
monodromie finie et donc factoriser le polynôme

WE^) = ncw^o)^
i

où L(X,/i,t) est un polynôme à coefficients dans Zp : si en outre G
est commutatif, les <f, sont de rang 1 ([Se 3], I, 3.1, Théo. 9).

IV. VALEURS DE FONCTIONS L

Soient X un schéma propre et lisse, géométriquement connexe de
dimension à sur un corps fini k = Fç à q = p " éléments, et E un
F-cristal unité surA\ On a montré que

L(x^i) = n (^(x^oy-1^1,
O^i^2d

avec Pi{X,E,t) = det (\-tF\H\XIW,E)®wK) ' Le but de cette 4e partie
sera de donner un équivalent de la fonction L(X,E,t) de la variable
p-adiquer lorsque t - ^ q ' ^ , lorsque à = 2r, on donnera également,
comme conséquence du théorème de dualité de ([E 2]), un équivalent p-
adique de Pzr(X,E,t) lorsque t -> q ~ 1 ' .

Dans le cas où X est projectif et E à monodromie finie entière on
obtient même plus : on donnera en (IV, 6) des équivalents lorsque
t -> q ' 1 ' (pour la topologie usuelle sur R) des deux quantités précédentes,
grâce à l'introduction de faisceaux /-adiques (/ premier distinct dep).

Pour formuler nos résultats nous reprendrons la plupart des notations
de l'introduction de ([M 4]).
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L'ordre d'un groupe M est noté # M, et son sous-groupe de
torsion, A^ors. Pour un morphisme a: M -^ N de groupes abéliens on
pose

2(a) == # Kera/# Cokera,

quand les deux ordres sont finis. Supposons que M et N sont des
Z^-modules de type fini de même rang et que (a,) (resp. (b,)) est une
base de M (resp. N) mod. torsion : si a : M -^ N est tel que a(û,) =
^ z,jbj mod-torsion alors ([T], lemma Z. 1) z(a) est défini si et seulement

j

si det (zy) + 0 et dans ce cas on a

z(a)= #M^/(#^).deta,

où l'on a posé det a = |det(zy)|;1 et |p|;1 = p .

Il existe des applications canoniques

e1 : ̂ (XWr)) -. ̂ (Z.Z^r)),

où les H\X^E,r)) seront définis en 1.4 à la façon de (11,2.7); on
pose alors

X(;r,Z,( ,̂r)) = z(827-). ]-[ (^(JW^r)^-^
i^2r, 2r+ 1

quand ̂ ous les termes sont définis et finis. Soient f une clôture algébrique
de fe, X = JTx J, ^ l'anneau des vecteurs de Witt de J?, J? = Frac ( W)
et £' l'image inverse de E sur J. Notons H.R. l'hypothèse suivante.

H.R^ ^ ^ n'est pas valeur propre du Frobenius géométrique sur
H\X/W,E) ®^R Pour i + 2r.

Cette hypothèse H.R. est notamment vérifiée pour X projectif et
E = ^xiw d'après l'« hypothèse de Riemann » démontrée par Deligne
([D] et [K-M]), ou pour un F-cristal unité E à monodromie finie (cf. III,
3). Nous montrerons (1.3.2), sous l'hypothèse H.R., que H\X,Zp{E,r))
est fini pour i ^ 2r, 2 r + 1. Comme les groupes H\X,Zp(E,r)) sont
de type fini sur J., (1.1.1), ^X,Zp(E,r)) est défini si et seulement si
det (e2") est défini ; dans ce cas on a

X(^,Zp(^,r)) = n (#^l(XZp(^r))^)<-l)ï/det(£2r).
0^i^2d+l

Soit y : x -^ ^ le générateur de F = Gal(JE/k) ; nous noterons
SS(X,E,r) l'hypothèse suivante :
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SS(X,E,r) : 1 n'est pas racine multiple du polynôme minimal de y
agissant sur H^ÇX.QpÇE.r)).

Cette hypothèse, qui est en fait une conjecture, est vérifiée pour
E = ^xiw dans certains cas (cf. [M 4]).

Fixons les dernières notations avant d'énoncer nos résultats. Sur
l'ouvert (X,X) du site cristallin Cris (X/R) est associé au cristal E un
C^ -module Eçx,^: on posera

h11 == dimH^E^®^)

et X(X^r) = Z E (-1)^0-0^.
0<t^r O^j^d

Si M est un F-module, soit M^ (resp. Afr) le noyau (resp. le conoyau)
de y-Id : notons

p^dim^H^X.QpÇE^f).
Posons enfin

^(X,E)=s2r+l(E,r)-s2r(E,r)-s2r(E\r)+ ^ 0-ord,(^)),
ordq(a^j)<r

où £'v est le dual linéaire de E , s^E^r) := dimïT(Jr,Zp(£,r)) (comme
schéma en groupe parfait: cf. 1 et 2), {a^,a^ .. .,û,j; . . . ) étant les
inverses des racines de Pi(X,E,t) et OTdg^u) = m si \u\p = 1.

Les deux théorèmes qui suivent généralisent des théorèmes de Milne
([M4], 0.1 et 0.2):

THÉORÈME 0.1. - Supposons H.R. satisfaite ; alors le nombre
%(X,Zp(E,r))) est défini si et seulement si SS(X,E,r) est satisfaite, et
dans ce cas on a l'équivalent suivant pour la topologie p-adique :

L(X^t) - c,.f)i(X^(E,r)).q^x'Elr).(l-qrtrpr,

quand t -^ q~\ avec CQ e Z p , \Co\p = 1.

THÉORÈME 0.2. - Soit à = dim X = 2r, et supposons H.R. et
SS(X,E,r) satisfaits. Alors P<ir(X,E,t) est équivalent à

, ______________^^'^(^^CE^o,______________ ^,2r^ r.a

^•qW .(#^(J,Z,(^r))U(#^2r(J,Z,(£v,r))^ •det(£ )(1 q t) r

pour la topologie p-adique, quand t -» ^ - r, avec Ci 6 W, \c^\p = 1.
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Remarque. - Ce théorème 0.2 généralise le théorème 0.2 de Milne
([M 4]), dans lequel il faut noter l'expression erronée de a,(JT) : il faut
y lire

oc,W --= ^^(r) - 2 )̂ + ^ (r-ord,(^,)),
ordg(a^ j)<r

et non pas - s^r) à la place du - 2s2'(r) ; Milne a publié des
corrections [M 5]. Cette différence provient d'une erreur dans le lemme
([M4], 6.7) (pour l'énoncé correct voir 5.1 et 5.1.7), erreur due à
l'assertion suivante de ([M 4], 6.7) «H^ÇX^r)^ est fini», ce qui est
faux en général ([I-R], IV, 3), mais vrai quand X est une surface
([I-R], IV, 3.5).

1. Résultats de finitude pour les faisceaux \^(E,r).

Soient k = Fç un corps fini à q = pa éléments, X un schéma propre
et lisse de dimension à sur S = Spec k et E un F-cristal unité smX.
W (resp. W) désigne l'anneau des vecteurs de Witt de k (resp. d'une
clôture algébrique Je de k), K = Frac ( W), K = Frac ( W). On notera E
l'image inverse de E sur X = Xx ̂ , et y le générateur canonique de
F = Gal(^c), xi-^x9 ; (p = y-1 agit sur X par 1 ® (p et donc sur
(cf. [E l], III, 2)

HW(E,r)) :=lim7r(Jr,v,(^r));
n

on note encore (p cette action sur H\X,\(E,r)) ®z Qp.

Si 7i est le morphisme de topos (X/S)^î -^ S^ ([El], III) on
rappelle que jR^*(v^(£',r)) est représentable par un 5-schéma en groupes
parfait algébrique ïT(Z,Vn(E,r)) (noté parfois H^) : on désigne par
V\X,v^E,r)) (ou U;,) la composante neutre de celui-ci et par D\X,Vn(E,r))
(ou DO le quotient H;,/U;,. Nous avons vu ([El], III, 3.1) que
H\ := jFr(J,v^,r)) (resp. H1 := H\X,v(E,r)) est l'ensemble des
^-points du groupe quasi-algébrique ([Se 2]) H;, (resp. du groupe pro-
algébrique ïr^v.^.r)) noté aussi H1). On montre comme dans ([I-R],
IV, 3.4 p. 193) que le pro-objet des composantes neutres Uf est
essentiellement constant ; on note U1 le groupe quasi-algébrique
U^Z.v^r)) := ImiU^, qui est annulé par une puissance de p
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puisqu'unipotent. Notons D* = lim D;, ; puisque lim est exact dans la
n

catégorie des groupes pro-algébriques ([Se 2]) on a D' = H'/U^.

On désignera par .sl+r(£',r)) la dimension du schéma en groupes
parfait pro-algébrique \\mW(X,Vn(E,r)). On montre comme Milne

n

([M 4], §3) que s^^E^r) est fini: c'est le nombre de copies de G^
(= perfectisé de G a) intervenant dans les quotients d'une suite de
composition du groupe quasi-algébrique V^X^vÇE^r)).

PROPOSITION 1.1. - Soient i et r deux entiers. Sous les hypothèses
précédentes on a :

(1.1.1) H\X,\(E,r)) := lïm H\X,v^E,r)) est un Zp-module de type
n

fini, nul pour i > d + 1 ;

(1.1.2) H^X.v^E.r)) est un J-p-module de type fini pour r = 0 ou
dim X, ou pour i = 0,1 ; de plus H\X,v(E,r)) = 0 pour i > d ,

(1.1.3) HW(E,r))^, H^X^r))^ et HW(E,r))r\ars sont
des p-groupes finis ;

(1.1.4) la suite longue suivante est exacte

• • • -^ 7^(Jr,v(£,r)) -^ H\X,E® W^) 1 ~ F >H\X,E® HW) -^ • • • ,

où Von a posé H^X.E^W^) := Imi H^X.En^WfT).
n

Nous donnerons plus loin (5.1.5) une relation précise entre
#HW(E^, et #77l(^,v(5,r))^)r.

On a établi (1.1.1) en ([E 2], II, 3.3) et on prouve la 1^ assertion
de (1.1.2) comme ([I-R], IV, (3.5.3) p. 194) ; la 2e est établie en ([E 1],
III, (3.2.3.1)).

Pour prouver (1.1.3) nous aurons besoin d'un lemme. Puisque
D1 = W/V1 on a une suite exacte

(1.1.5) 0 ^ UW -> H1^) -^ D1^) -^ 0.

LEMME 1.1.6. — D1^) est un Zp-module de type fini.

Pour ce lemme on notera D1 = DW, U1 = U1^), D^ == D^) et
nA le noyau de la multiplication par p" sur un groupe A. Comme
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Wn et D^ sont annulés par p", le seul élément infiniment p-divisible de
W et D1 est 0, donc

(1.1.7) Imi ^W = lim ^D1 = 0 .
/î "

D'autre part les suites exactes ([E l], III, 2.8) fournissent la suite exacte

(1.1.8) 0 -^ H1/^ -^ H^ ̂ H^ ̂  0,

d'où, via (1.1.7), l'isomorphisme

(1.1.9) H1 = lim H;, ^ lim (H1/^).

Si n » 0 on a vu que /W = 0 ; pour un tel n la multiplication par
p " sur la suite exacte

o-^ir-.ïr-.D^o,
fournit, via le lemme du serpent, la suite exacte

^D^U^H^-^Dyp^O;

puisque Imi est exact dans la catégorie des groupes quasi-algébriques
n . . .

([Se 2]), il résulte de (1.1.7) et (1.1.9) que

D1 ^ Im^Dy^),
n

et donc que

(1.1.10) D1 ^ \ïm (D1/?").
n

Comme Zp est complet, la relation (1.1.10) montre que D1 est engendré
par tout sous-ensemble qui l'engendre mod. p". Or si n » 0 il existe
un tel sous-ensemble qui soit fini : en effet si n est tel que p^1 = 0
on a un diagramme commutatif à lignes exactes

0-^V1 -^HYp" -^ DVp" -. 0i l r i
0->U^ H;, -> D;, -^0,

où l'injection au milieu est celle de (1.1.8); d'où une injection de W|pn

dans le groupe quasi-algébrique fini D;,, ce qui fournit une injection de
DYp" dans le groupe abstrait fini D\, D'où le lemme.
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Établissons à présent (1.1.3). Puisque ;W == 0 pour n » 0, (1.1.5)
fournit une suite exacte

(1.1.11) 0 ̂  U1 -^ H1,^ ^ D[^ ^ U1 ® Q,/Z, = 0.

Or U'r = 0 : en effet U1 admet une suite de composition dont les
quotients successifs sont isomorphes à G^; on peut donc se ramener
à U^F) = K , et y - 1 est surjectif sur K . Le lemme du serpent appliqué
à (1.1.11) fournit alors l'isomorphisme (où M :== H1^))

(M^)r ̂  (D^ors^
et la suite exacte

0 -. VW -> (M„)^ - (DW^J -. 0
\î \î \î
UW (M^ (DW)^

Par le même argument, on a aussi Mr ^ D^^r et (Mr)tors ^
(Dl(Q^)tors. Puisque U^fe) est fini et que D1^) est un Zp-module de
type fini, la propriété (1.1.3) en découle.

L'assertion (1.1.4) résulte de la suite exacte ([El], 111,2.4.1)

0->v.(E,r) -> E.® ^.îr-1—^.® ^.^-.0,

en passant à la limite projective dans la suite exacte longue de pro-
objets

— -^(^v.^.r))

^H^E.^W.^-^—^H^E.^W.^-. . . . :

un tel passage à la limite est légitime car les H\X,Vn{E,r)) sont finis
et le système projectif {H^X.E^W^)}^ vérifie la condition de Mittag-
Leffler ([E 1]). D

Résultats de finitude avec l'hypothèse H.R.

1.2. Sous les hypothèses de 1 nous supposons de plus H..R. satisfaite,
Le., d'après (II, 2.8), que 1 n'est pas valeur propre de (p agissant sur
HW(E,r))^^Qp pour i ^ r .

On note H\X,v^(E,r)) = lim H\X,v^{E,r)), où les flèches de
n

transition du système inductif sont la multiplication par p.
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THÉORÈME 1.3. - Sous les hypothèses 1.2 on a:
1.3.1. 7^(Z,Voo(£,r)) ^sî un p-groupe fini pour i ^ r, r + 1 ;
1.3.2. 7:r(Â'',v(£',r)) ê5t MU p-groupe fini pour i i=- r, r + 1 ;
1.3.3. ^(J.v^r)^ et ^(r,v(5,r))r sonr A?s p-groupes finis pour

i ^ r .
La démonstration de 1.3.1 est celle de ([C-S-S], théorème 3, p. 782),

la seule différence résidant dans le pas n° 9 de loc. cit. où l'on remplace
l'hypothèse de Riemann par notre hypothèse H.R. (qui est plus faible
mais fournit l'argument).

Pour 1.3.2 prouvons d'abord le lemme :

LEMME 1.3.4. - Sous les hypothèses 1.2, et pour i + r , il existe un
entier n tel que pnH\X,\(E,r))T == pnHi(X,v(E,r))^ = 0 .

Posons M = H\X,v(E,r)) et H = H^X.E^^WÇl^. Puisqu'il
existe un entier n tel que p^ors = 0 ([E l], II, 4.1.3) la suite exacte
([E l], III, (3.2.3.1))

0-^ M -> H-{—-F-^H-^ 0
fournit l'inclusion

M/M^, c Ker {1 -F: H/H^ -^ H/H^} ;

H/H^s étant de type fini sur W ([E l], II, 4.1.3), il résulte de ([I], II,
5.11) que M/Mtors est de type fini sur Zp. Donc M est somme directe
d'un Zp-module libre de type fini et d'un Zp-module de torsion annulé
par une puissance de p . Sous les hypothèses du lemme, 1 n'est pas
valeur propre de (p agissant sur le Q^-espace vectoriel de dimension
finie M ®^Q^,, ce qui fournit un isomorphisme 1 - (p :
M ®^ Qp r^ M ®z Qp ; donc la suite exacte

0 -> A^ -^ M 1 " ̂ M -^ Mr -^ 0

prouve que M^ et My sont de p-torsion, ce qui établit le lemme compte
tenu de la description précédente de M.

Revenons à 1.3.2. La dégénérescence de la suite spectrale d'Hochschild-
Serre _ _

H\k, H^X^E^r)) => H^WÇE^r))

fournit des suites exactes

(1.3.5) 0 -^ ̂ -W^TOr -. HW{E,r))^H\X,v(E^Y ^ 0,
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ce qui prouve, par le lemme 1.3.4, l'existence d'un entier n tel que
pnH\X,v(E,r)) = Q pour i + r, r - h 1 ; l'assertion 1.3.2 en résulte
puisque H\X,\(E,r}) est de type fini sur Z,, (1.1.1).

La propriété 1.3.3 résulte des suites exactes (1.3.5), de (1.1.1) et de
1.3.4. D

Notation 1.4. - Par analogie avec la cohomologie f-adique (l^p)
nous introduisons les notations suivantes (cf. [M 4], 1) :

H\XWZ(E^) := H1-^^^))
H\X^(E,r)) := \\mH\XW^(E,r)) = ^-(Jr.v^r))

n

H'(X,Q,(£,r)) := H\X,Z,(E,r)) ®^ Q,
H\X,Q,IZ,(E,r}) := ̂ ^'(^^/^(^r)) = flr'-^(;r,v^(£•,r))

n

U^Z/^Z^r)) := ir-^v^r)),
DU^/J^W.r)) := ^-(^v^^r)),

et U^^Z^^r)), . . . , U1 == U^fe), D1 = D^k).

Le F-cristal unité E est le cristal de Dieudonné 0(G) ([B-M], 4.1)
d'un groupe p-divisible étale G, i.e. le groupe p-divisible correspondant
à E par [Sa] est G^ défini par les duaux de Pontryagin (^(n) de
G(n) := Ker{p71: G->G}. On a alors les interprétations suivantes :

(1.4.1) ^U,^(^0))=^(^t,M)
= Imi H\X^ G v (n)) (cohomolonie étale),

n

ou M = «ImoG'^n) est le Zp-faisceau étale lisse associé à E ;
n

(1.4.2) H\X,Ï^E, 1)) = lun H\Xf^, G*(n)) (cohomologie plate),
n

où G*(n) est le dual de Cartier de G(n).

Par contre pour r > 1 on n'a pas d'interprétation analogue.

Les valeurs propres du Frobenius (resp. du Frobenius géométrique)
agissant sur H^X/W.E) ®w K (resp. sur H^X/W^E) ®^K) seront
notées ûy et on posera

p,(x^t) = no-^o.
7
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2. Expression de ^(X,E,r) et de l'action de <p
sur /W CWr)).

Avec les hypothèses et notations du 1 on suppose de plus X
géométriquement connexe sur k = Fç.

Rappelons que s\E,r) désigne la dimension du schéma en groupes
parfait pro-algébrique W(X,îp(E,r)), et que dans l'introduction on a
défini le nombre

X(A^,r) = E E (-ir^-O/î",
&<Kr O^j^d

avec ^v = dim ?(^,£(^8)0^). De la même façon que Milne dans
([M 4], § 3 et 4) on démontre alors la proposition suivante qui relie
X(X^,r) aux s'(^r) :

PROPOSITION 2.1. — Avec les hypothèses ci-dessus on a la formule

X(X^,r) = E (-iy(r-ord,(^)) - ̂ (-l)y(£,r),
ordç(ay)^r i

OM fcs a y sont les valeurs propres du Frobenius agissant sur
H\XIW,E) ®wK.

En utilisant la notation 1.4, la proposition (11,2.8) donne l'action
de (p sur H\XMp(E,r)) :

PROPOSITION 2.2. — Avec les hypothèses du 2 on a :

(2.2.1) det(l-(pr|^i(^,Q,(£,r)))= ^ (l-q-^t).
ordg(ay)=r

La formule (2.2.1) est à rapprocher du résultat en cohomologie
(-adique (l^p) ([B-N], §2, p. 41) :

(2.2.2) det (l-(pt H\X^r))) == [1 (l-^^O,
j

où les a'ij sont les valeurs propres du Frobenius géométrique
sur H\X,Qî). Si X est projectif sur k et £ = ^y/w, on a
a;, = a,, ([K-M]).
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3. Calculs préliminaires.

3.1. Remarque liminaire. — Les calculs qui suivent reprennent le
travail de Milne ([M 4], § 6). On aura soin de noter toutefois que Milne
y utilise à plusieurs reprises l'assertion selon laquelle «H^X^r))^ est
fini», ce qui est faux en général, puisque H\X,J.p{î))^ n'est pas
nécessairement fini ([I-R], IV, 3) : cette erreur n'a pas d'incidence avant
le lemme 6.7 de [M 4], dans lequel il faut apporter un terme correcteur
(cf. 5.1, 5.1.7 et [M 5]); le théorème 0.2 de Milne ([M 4]) s'en trouve
modifié comme indiqué dans l'introduction de la 4e partie.

3.2. Si M est un r-module, on désignera par/; M^ -^ My l'application
induite par l'identité de M: plus particulièrement on la notera/î>r pour
M = H^X^E^r)) et/27- := /2rlr. On note (cf. introduction)

z(/) = # Ker//# Coker/.

On a le lemme suivant ([T] lemma Z 4, p. 208).

LEMME 3.3. — Soit M un Y-module de type fini sur Zp. Alors z(/)
est défini si et seulement si 1 n'est pas racine multiple du polynôme
minimal de y agissant sur M ®z Qp? auquel cas

z(f)= n (a.-1) >
ai-^ 1 p

où {01,^2, . . . } sont les valeurs propres de y sur M ®z Qp.

LEMME 3.4. - Soitf : H^X^pÇE^Y -. H^X^E^r l'application
induite par l'identité. Alors zÇf1^ est défini si et seulement si 1 n'est pas
racine multiple du polynôme minimal de y sur H^^QpÇE^r)), auquel cas

^cn= n o-^^) • n ^ .^•r).
aij^Q' \P \ordq(a^)<r

Par la démonstration de (1.1.2) on a montré l'existence d'un
diagramme commutatif à lignes exactes

(3.4.1)
O-^LW -. H\X,Zp(E,r}f -. D1^ -^ 0

V F- V
0 ^ H'(X,Z,(E,r))r ^ D'(R)r-^0,
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/' et /" étant induites par l'identité. On a

zen = ̂ iw = # u'(fe) = ^•'->.
Comme D'(E) est un Zp-module de type fini (1.1.6) et
DW ®ZpQp = ^'(^,Q,(£,r)), on lui applique 3.3 : z(/") est défini si
et seulement si^ 1 n'est pas racine multiple du polynôme minimal de y
sur H'(X,Q^E,r)) et alors

^CT) = fi (l-teVay)) (cf. 2.2.1)
ordç(0y)=r p

a,^^

= n (i-tev^))^-^
ordg(ay)=r

ûy^^

n a-^^)|.
lordg(ay)=r

01^ ̂ r

Or, puisque

on obtient

l-^'^lp^
|<? ^ylp si ordç(ay) < r

1 si ord^(ûy) > r,

^(n= n (i-^.) x n ^,.
\P • lord^(ay)<r

D'où le résultat par zÇf1^ = z(f')z{f"). D

(3.5) Dans toMtë la suite de cet article on supposera l'hypothèse H.R.
de l'introduction satisfaite.

Cette hypothèse H.R. est équivalente par 2.2 à l'hypothèse :

(3.6) 1 n'est pas valeur propre de (p sur H\X,Qp{E,r)) pour i ^ 2r.

On déduit du lemme 3.4 :

PROPOSITION 3.7. j- Supposons H.R. satisfaite et soit /lr :
H^X^ZpÇI^r))1' -> H\X,Zp(E,r))r l'application induite par l'identité de
H\X,J.p(E,r)). Si i ^ 2r, zÇf11) est toujours défini, et pour i = 2r,
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zÇf1') est défini si et seulement si SS(X,E,r) est satisfaite. Quand zÇf11^)
est défini on a

^n- n o-<r^) q ' ,
aij^Q1' P

avec e = s^r) - F] (r-ordç(ûy)).
ordy(a^j)<r

COROLLAIRE 3.8. - Supposons H.R. satisfaite et i ^ 2r ; alors
H^X^E^Y et H\X^(E,r)\ sont finis et

#^(J,Z,(^r))^/#^l(J,Z,(^r))^ = {P^X^q-^ q\

avec e = s\E,r) - ^ (r-ord,(^.)).
ordç(ay)<r

On applique le lemme Z. 1 de Tate [T] aux groupes finis H^X^E.r))1'
et H\X^(E,r)\ (1.3.3), d'où

z(n == ^^^^^(^^/^^-(^Z^^r)^ ;

le corollaire en résulte via 3.7. Q

3.9. Définissons ici les applications e* d^ l'introduction.

On a supposé fe = Fç, ^ = p0 et y : ^ -^ )?, x h-^ ̂  est le générateur
canonique de F = Gai ( K / k ) . On a un isomorphisme F ̂  î, y" ̂  a,
d'où

^(U) := H\G^lk\î) ̂  H\Gïi\(K/k),Gnl(K/k)) ;

or l'identité de r est un cocycle, et la classe de ce cocycle définit un
élément 60

eoejy^r) ^ H\k,î) = ^(Speck,Z).

Par image inverse 60 fournit un élément 9

Q€H\X,Z) -n^WA).
i

et la composante 6peH\X,Zp) de 9 définit par cup-produit une
application

(3.9.1) e1 : W,Z,(^r)) ̂  ̂ ^(^Z.^r))
x ^-> Qp u x .
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En particulier l'application e2' s'insère, d'après ([M 4], 6.5) dans le carré
commutatif

H^X^E^r)) ^H^\X^(E^)
(3.9.2) i[ ^ p.

^(^^(^^-^^(^Z^^r)^,

où i et j sont donnés par (1.3.5). Comme z^) = z^z^f^zÇi) ([T],
lemma Z. 2), on en déduit la proposition suivante :

PROPOSITION 3.10. - Supposons H.R. satisfaite. Alors le déterminant
de e^: H^^Z^r)) -> H^^X^E^r)) est défini si et seulement si
SS(X,E,r) est vrai. Dans ce cas z(e2r) est défini et l'on a

zCn = z^) # H2r+\X,Z,(E,r))^/# H^-^X^E^r
= [lAW^x [# H2r(X^(E,r))^/# H^^X^^r))^}
x [# H2r+l(X,Z,(E,r))^/# H^-^X^E^r]

ouf21-'. H^ÇX^E^f ̂  H^iX^E^r est induite par l'identité.

4. Démonstration du théorème 0.1.

4.1. On suppose donc H.R. satisfaite. Il résulte de 3.10 et 1.3.2 que
%(X,Zp(E,r)) est défini si et seulement si SS(X,E,r) est satisfaite. Dans
ce cas les suites exactes (1.3.5)

0 -^ H^^X^E^r -^ H\X^,{E,r)) -^ H\X^(E^Y -^ 0

montrent que

X(;W£,r)) = |n (# H\X^(E,r)Yl# H^X^E^-^A
U^2r J

x [#H2r+l(X,Z,(E,r))^/# H^-^X^E^r] x z^)

= fn (|P,(^^^-^)|,)<-l>i^z(/2r)^ (cf. 3.10, 3.8),
\-i^2r J

avec
8 = ]: (-^(^r) + ^ (-l)^ ^ (r-ord,(^))

^2r . i^2r ordç(0y)<r

8 = - ̂ (X^+s^W- ^ (r-ord,(^,,))1 (cf. 2.1).
L orâq(a^j)^r J



FONCTIONS L CRISTALLINES 83

Or

avec

^cn= n o-^^j x ^ ,
a^j^Q1^ P

e = s^r) - ^ (r-ord,(^.,)).
ordg(a2,.j)<r

D'où

X(^Z,(£,r))= Jf n ^(^^-"'Vl-^O^ <,-x(^,r)
l\0a$i^2d / J^g"^

avec p, = dimQ^H^ÇX^QpÇE^Y (cf. [T], lemmaZ.4); c'est le
théorème 0.1, car l'appartenance de Co à Qp vient de ce que L(X,E,t)
est élément de Qp(t) (III, 2.3). D

4.2. Soient ^ un schéma propre, lisse, géométriquement connexe de
dimension à sur Fg, et E un F-cristal unité sur X\ on a noté (11,2.12)

e(£) = det (~F\RT{XIW,E))~1

:= ?! [dett-FI^W^^)®^^-1^1.
0^«2d

COROLLAIRE DU THÉORÈME 0.1. - Avec les hypothèses 4.2 on a, pour
tout entier r> d

\S(E)\p = q^X,E)-^X,E.r) ^

en particulier %{X,(Pxiw.r) = (r-d/2)^(X) si r > d .
Comme Zp(E,r) == 0 pour r > d il suffit d'appliquer (11,2.14) et le

théorème 0.1 pour obtenir la Informulé. La 2e formule résulte de
^xiw) = ^ q'^12 où îc = ^(X) est la caractéristique d'Euler-Poincaré
([B l], VII, 3.2.5, p. 585). D

5. Démonstration du théorème 0.2.

On se place dorénavant dans les hypothèses du théorème 0.2 : en
particulier H.R. est satisfaite et d = 2r.

LEMME 5.1. — Sous les hypothèses précédentes on a :

[1/# ^-(Jr.Z^E.r))^] x [# H^-^X^E^r/^ H^\X^^r}f}
^ q-^^,r^r^,r^ ^(^Z^^r))^ x # ^(T.Z^^ ,r))U.
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D'après le théorème de'Mualité ([E 2], II, 3.5]) on a une suite exacte

Q^U2r+\X,Z,(E\r)^H2r+\X,Z,(E\r)^D^r-\XWW,r)Y - 0,

où * désigne la dualité de Pontryagin ; cette suite reste exacte en passant
aux invariants sous F car U^\X,î,(E\r)\ = 0 (cf. la démonstration
de (1.1.3)), d'où une suite exacte

(5.1.1) 0 -^ U^^X^E^r)) ̂  H^^X^.(E^r)^

^ (D^-^XWW^rr ^ 0.

D'autre part, en passant à la limite inductive dans les suites exactes

0 -+ H^-^X^E^Ip" -^ fl'2r-l(;r,Z^»(£,r))
^ ̂ (X^E^^Q,

on obtient la suite exacte

(5.1.2) 0 ̂  H^X^E^)) ®Z, Q,IZ, -^ H^-^QME^))
^H^X^E^^^O;

or ^2'"-l(^,Zp(£,r))^ étant fini (1.3.3), on a

(H^-^X^E^^QM ̂  H^-^X^E^^W, = 0

ce qui fournit, par (5.1.2), un isomorphisme

(5.1.3) H^-^XWW,^ ̂  (H^X^E,^^
\i

D^-^O^E^r.

Mettant (5.1.3) et (5.1.1) ensemble on obtient

(5.1.4) ^(^(r.Z^.r))^^-^1^^ # H^XW^^Y.

Admettons pour l'instant le lemme suivant :

LEMME 5.1.5. - Pour tout couple d'entiers (i',r) on a une égalité où
tous les termes sont finis :

q^ x # ( '̂(r,Z,(5,r))^)r = # H\X,Z^r))\^.

La finitude du p-groupe ^2r-l(A',Zp(5,r))^, et les suites (1.3.5)
fournissent la suite exacte

(5.1.6) 0 - H^X^E,^ -. ̂ (X^E,^
^H^W^E^^O,
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d'où l'on déduit

# T^-^Zp^rOr/^ H^ÇX^E^r))^ = 1/# ^(F.Z^.r))^.

D'autre part, on tire de (5.1.4) et 5.1.5 :

1/# H^^X^E^Y = ̂ 2r+l(^W.-)/ # H^X^ÇE^r))^.

Le lemme 5.1 s'obtient en faisant le produit de ces deux égalités.

Prouvons le lemme 5.1.5. — La finitude des termes en présence
résulte du 2 et de (1.1.3). Posons M = H\X,Zp(E,r)),
UW = U\X,J.p(E,r)) et DW = M/UW. On a établi, dans la
démonstration de (1.1.3), la commutativité du diagramme

0 -^ lW _ M^ -^ DWtors -^ 0

V V V1
0 = UWr ̂  (M )̂r 2, (D^ors^ -> 0,

où les lignes sont exactes et les flèches verticales induites par l'identité.
On obtient ainsi

# MU# (Mtors)r = z(f) = z(n.(n ; or z(f') = ^^^^

et

z(n= # DÎ(QL3/#(Dl(^)toJr= # W\ors/# D^^tors car D1^^,

est fini, d'où z(f") == 1, ce qui prouve 5.1.5. D

Remarque 5.1.7. - Le lemme 5.1 fournit le terme correcteur à
apporter dans ([M 4], 6.7). La puissance de q qu'il faut lire dans loc.
cit. est - s^M + s^r) et non pas - s^O-).

Achevons maintenant la preuve de 0.2. — Notons e = s^^E^r)
^ (r-ordjû^j)). De 3.7, 3.10 et 5.1 on déduit

OTdg(a^j)<r

n ii-^^^cn-1^
a^^^qr

= [# ̂ ^(^(^r)),̂  7^(^(2^)) ]̂
x [# ^^^(^Z^^.r)^/^ ^^(.r.Z^^.rOT x det (e2-) x ^

= [# 772r+l(Ar.Z,(^r))^s/{# ^^(^Z^^r))^
x # H^X^E^r))^}] x det^2-) x ^-^^^r).^^,,)
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ce qui est le théorème 0.2, puisque
- a,(X,E) = - S^CE,»-) + s^r)

+s2'•(£v,r)- S (r-ord,(a^,)).
ordç(û2rj)<r

D

6. Cas où £' est à monodromie finie entière.

Soient X un schéma projectif, lisse, géométriquement connexe de
dimension d sur FçO^p") et E un F-cristal unité à monodromie finie
entière (111,3.2.1), i.e. correspondant à une représentation

p:7r,W^G-^Autz(M),

où G est un groupe fini et M un Z-module libre de rang fini. On
notera encore p la représentation

p : G -> Autz (M),

et p/ : G -> Aut^(A^) désignera la composée de p avec l'injection
Autz(M) -^ Aut^(M^), où Mi = M ® J.i (l premier quelconque).

Dans cette situation nous allons donner un équivalent (pour la
topologie usuelle sur R) de la fonction L(X,E,t) e Q(0 au voisinage d'un
pôle de la forme t = f', généralisant ainsi les théorèmes 0.1 et 0.2
limités à des équivalents p-adiques. Il va nous falloir pour cela étendre
(en les modifiant au besoin) les définitions de l'introduction du IV
(cf. [M 4], Intr.) au cas l ^ p. Comme d'habitude on notera par une
barre les images inverses sur une clôture algébrique Fç de Fç, et par F
le groupe Gai (Fç/Fg), de générateur y : x ^-> x9.

Soit Y -> X un revêtement fini étale galoisien de groupe G ; à ce
revêtement et à la représentation p^ on associe le Z^-faisceau lisse ^
qui provient de la représentation

p,:(?-.Aut^(M,).

On vérifie alors immédiatement les identités ([Gr]) :
L(X^t) = L^ÇY^t) = L(X^t)

pour tout nombre premier l . Nous savons (III, (3.2.4)) que

(6.1) L(X,E,t)= fi det(l-tF\Hi(X/ÎV,E)(SwK)(~l)i+l

0<ï<$2d

= fi detO-tFKW/HO^M^Q,}^-1^1.
0^l<2d
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II existe un analogue (-adique (l^p) de cette formule: puisque Y est
projectif, l'égalité ([K 2], p. 170)

det(l-tF|{^(^/^®zM,®^Q,}G)=det(l-tF|{^(^,M,®^a - p ' - i J ^ - ^ i L p ^ p ) / ~-» y- .—. | ̂ -" ^ .* ,-i.t f<^^-

et l'isomorphisme

^(r.M^Q^ ^ /r(M®^)

provenant de la dégénérescence de la suite spectrale d'Hochschild-Serre

H^G^H^M^ Q,)) => ̂ (X,^®^ Q,)

en £2 ([Se l], VIII, §2, cor. 1 de prop. 4) fournissent

(6.2) L(X^t) == n dGtÇl-tFW^M^Q^-1^1

0^i^2d

= n detO-tFI/^Z,^®^^-1^1;
0^f^2d

on retrouve ainsi l'expression (-adique (l^p) de Grothendieck pour les
fonctions L ([Gr]). Ici il est à noter que

P^(0 = àet(\-tF\H\X^i®Qî) = det(l-tF H\XIW,E)®wK)

est à coefficients entiers relatifs indépendants de l : reprendre pour ça
la démonstration de (III, 3.2.7) et l'argument de Deligne ([D], preuve
de (1.7) => (1.6)).

Pour l 7e p et r un entier, notons

^/r(r) = ̂  (g)̂  Z/^r) ^ et ^(r) = ̂  ®z^^(r)

les twistés à la Tate. La proposition suivante fournit les résultats de
finitude analogues à ceux du 1 : ici l'hypothèse H.R. est satisfaite
d'après (III, 3.2.3).

PROPOSITION 6.3. — .Sous les hypothèses de 6 avec l ^ p et r un
entier on a :

(6.3.1) Pour tout entier i, H^X^iÇr)) et H\X,^(r)) sont des
Zr^odules de type fini,

(6.3.2) Pour tout entier i ^ 2r, 2r + 1, H\X^i{r)) est fini,

(6.3.3) Pour tout entier i + 2r 4- 1 , H\X^i(r)\^ = 0 pour presque
tout L
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(6.3.4) Pour tout entier i ^ 2r, H\X^i(^f et H\X^i(r)\ sont
finis,

(6.3.5) Pour tout entier i + 2r, 2r + 1, lim H^X^^Çr)) est fini
n

et nul pour presque tout l .
La démonstration reprend celle de Colliot-Thélène, Sansuc et Soûle

([C.S.S.], Théo. 2, p. 780) à ceci près que pour prouver (6.3.3) le
polynôme

(6.3.6) Qi(t) = det(l-yt 7r(M(r))(g)Q,)=n(i-(^)o,
j

où les Oy sont les valeurs propres du Frobenius agissant sur
H'ÇX^î) ® Qi (cf. [M4], 5.6), est à coefficients rationnels (et non pas
entiers) indépendants de / , car on a remarqué que
det (1 - tF\Hi(X, ^)®Qz) est à coefficients entiers relatifs indépendants
de l : ceci ne modifie toutefois pas le fait crucial que \Qi(l)\i = 1 pour
presque tout / . On conclut comme dans (loc. cit.) grâce à un théorème
de Gabber ([Ga]). D

Pour un morphisme a : A -> B de groupes abéliens on a noté
z(a) = # Kera/# Cokera. Supposons que A et B sont de type fini
sur Z = lim Z/mZ, que a® IQ : A ®zQ-^2? (g )zQes tun isomorphisme

m

et que a/ : = a ® 1̂  : Ai = A ®^ Zj -^ Bi = B ®^Z/ est un isomor-
phisme module torsion pour presque tout / : si (0^)1 (resp. b^i) est une
base de Ai (resp. 2?j) modulo torsion telle que

^(^D == S ziA/ mod-torsion,
j

alors ([T], lemma Z.l) z(a) est défini si et seulement si det (z\j) ^ 0 et
dans ce cas on a

où l'on a posé
z(a) = # ^tors/(# J?tors).deta,

det a ==[11^(4)1^.

Pour l ^ p , H\X,^'i(r)) désignera le groupe de cohomologie î-adique
et pour / = p ce sera H^X.Z^E.r)) (cf. 1.4). Posons

H^W^^H^X^r)).ru,^(r))=n^(
i
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L'élément QçH\X,î) = \\H\X^i) de 3.9 définit par cup-produit des
applications /

s1 : H\X^(r)) -^ /^(Jr.J^r)),
et l'on pose

X^J^r)) = z(e2r). n (^ ^l(^^))(-l)l

i-^2r
2r-t- 1

quand tous les termes sont définis et finis. Il résulte de 6.3 et 1.3 que
H\X^(r)) est fini pour i ^ 2r, 2r + 1 et que H^ÇX^Çr))^ est
fini. Puisque les Z^-modules H\X^i(r)) sont de type fini et que
H^ÇX^iÇr))^ = 0 pour presque tout / , l'expression z(s2r) = 11 (̂8 )̂
est définie (donc /(A^(r)) si et seulement si H2^1^,^))^ est fini
et det (8^) est défini, auquel cas

X(X^(r)) = n (# ff^W^rsY-^/det^).
O^i'^ 2d+ 1

Notons ^(^^.r) l'hypothèse
SS(X,^~i,r) : 1 n^r pas racine multiple du polynôme minimal de y

agissant sur H2'(X, ̂ (r)) 00^ Q/.
L'analogue du théorème 0.1 est alors :

THÉORÈME (O.iy. - Sous les hypothèses précédentes, le nombre
/(X,^~(r)) est défini si et seulement si SS(X^i,r) est vraie pour tout l,
et dans ce cas

L^E^q-8) - ± ^^(rW^^Çl-q^8)-^

quand s -> r , où ^(X,E,r) et p^ ont le même sens qu'en 0.1.

La démonstration reprend celle de Milne ([M 4], 6) compte tenu
du4. Q

Pour formuler la généralisation du théorème 0.2 il nous faut, pour
tout nombre premier;, définir le groupe H\X,^(r)} : pour l ^ p
c'est celui de la cohomologie (-adique

H\X^(r)) -ImiT^WW))
n

où W/T = ̂ om^(^//",Z,//"),

et pour / = p
H'(X,^(r)) := H'(X,W ,r))
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où E^ est le dual linéaire de E. On pose alors

H\X^(r)) == n^WW))-
z

et de même sur A". L'analogue de 0.2 s'énonce;

THÉORÈME (0.2)'. — Sous les hypothèses du 6, soit à = 2r et supposons
SS(X,^~i,r) satisfaite pour tout l . Alors Pzr^^E.q'3) est équivalent à

±————————————#_^2r+l(^(r))tors ^ _——————detO^d-fT^

q.r^,(# //^(^^(^[^.(^^^(X^^U

quand s -> r, ou a^Y,^) ^ p^ on? k m^m^ 5^n5 qu'en 0.2.

La démonstration est tout à fait semblable à celle du théorème 0.2
de Milne ([M 4]), compte tenu de la dualité de Poincaré pour le faisceau
/̂;" (l^Lp) et du 5. D
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