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REGULARITE DES SOLUTIONS D’EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES NON LINEAIRES
- ASSOCIEES A UN SYSTEME
DE CHAMPS DE VECTEURS

par Chao-Jiang XU

1. Introduction.

Depuis le travail de L. Hormander [8], de trés nombreux articles
(3], (41, [6], [7]) ont été consacrés a I’étude des opérateurs différentiels
qui s’expriment de maniére polynomiale par rapport 4 un systéme de
champs de vecteurs. En utilisant le rapport entre ces opérateurs et des
opérateurs différentiels sur un groupe de Lie nilpotent, la solution
fondamentale de ces opérateurs, leur hypoellipticité, et la structure
géométrique associée au systtme de champs de vecteurs, ont été bien
étudiées. On s’intéresse dans ce travail aux problémes non linéaires.
En utilisant le calcul paradifférentiel de J.-M. Bony [1], on obtient un
théoréme de régularit¢é des solutions d’une classe d’équations aux
dérivées partielles non linéaires. Rappelons que, pour les équations non
linéaires d’ordre 2, nous avons montré [9], [10] la régularité des solutions
sous des hypothéses du type Oleinik-Radkevitch sur I'opérateur linéarisé.

Je tiens a remercier J.-M. Bony pour les fructueuses conversations
que j’ai eues avec lui.

2. Notations et résultats.

Soient X, ..., X, des champs de vecteurs réels, C*, sur un ouvert
Q de R”. On se propose de donner des conditions suffisantes de
régularité pour les solutions des équations aux dérivées partielles non-
linéaires de la forme suivante:

1) F(x, X, Jaj<m) = 0

Mot-clés : Opérateur paradifférentiel - Groupe de Lie nilpotent - Représentation
unitaire.
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ou o= (a,...,0), I <o<p, Jaf=k. X=X, ... X
F(x,p,) € C*(QxR").

o

On désigne [X,,,...,[X X,] ...] par X, et on définit

-1 My

V; = ’espace engendré par {X,, |a|<j}.

On suppose que X, ..., X, satisfont aux deux conditions suivantes :

(1) Il existe un entier r > 1, tel que V, est égal a T.Q a chaque
point x e Q.

(i) dim V; est constant pour xeQ, 1 <j<r.

Sous ces conditions, a un voisinage de chaque point, on peut
trouver une base {X; ;;j=1,...,r} de V,, ou X, est un crochet d’ordre
j, et {X;.,j<q} forme une base de V,. On suppose que
{Xu} = {Xi,...,X,} forme une base de V,, c’est-a-dire que X,, ..., X,
sont linéairement indépendants (sinon, selon la condition (ii) on peut
lgs remplacer par un autre systéme linéairement indépendant qui vérifie
encore les hypothéses (i) et (ii)).

Pour un point x € Q fixé, un choix de {X;} définit un systeme de
coordonnées locales prés de x, par I'application Q, :

2 QW =u= @) =Qkxy si y=expEuX;)x

ou exp désigne 'application exponentielle définie dans un voisinage de
x. On identifie donc un voisinage de x dans Q avec un voisinage de
0 dans R", on définit

3) Xjk,x = Q:(Xjk)

ou QF est le différentiel de Q,.Xj . est donc une nouvelle écriture de
X sous les coordonnées (uy) .

Sur R", avec les coordonnées u = (u;;), on introduit une dilatation
8.(uy) = (Yuy) pour t > 0, une fonction f(u) est dite homogeéne de
degré s si f(du) = tff(u). Un opérateur différentiel de la forme

0 . . , . . ,
f(uw) o est dit homogéne de degré s si f(u) est homogéne de degré
ik
j — s. Un opérateur différentiel D' sur R" est dit de degré local < j si
son développement de Taylor a O est une somme des opérateurs
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différentiels homogénes de degré < j. Métivier a démontré dans [5] le
lemme suivant :

LemMME 1. — Pour tout x€Q, le degré local de X;,est <1, on
peut donc écrire
@ Xix=Xix+tR,, j=1...,p

ou X; , est homogéne de degré 1, et R est de degré local < 0. {X,,}
engendre une algébre de Lie nilpotente g, de dimension n et de rang r ;
lapplication x — )A(j,x est lisse.

Pour x e Q, on désigne par G, le groupe de Lie nilpotent, connexe
et simplement connexe correspondant a g, .

Avec les hypothéses (i) et (ii), g, et G, possédent les propriétés
suivantes :

(5 &= & lg.glcgt, si jrk<r
j=1

dim g = n; indépendant de x, et §, définit un automorphisme de g,
par 8,/g. = t’gl pour t > 0. Une algébre satisfaisant (5) est dite
graduée. {G,, x € Q} est dit une famille lisse de groupe de Lie nilpotent.

r

La dimension homogéne de G, est définie comme g = Y jn;, la norme
: =1
homogeéne de G, est définie par

llul] = {Z ;

J=1

2r! 1

T}if!

Maintenant, on revient 'a I’équation que I'on va étudier. On suppose
éventuellement que F est linéaire par rapport a certaines variables de
P+, auquel cas on peut la mettre sous la forme suivante :

6 FEXuw= Y Y AxXPu)gcuXu + .A,‘O(x,X"u]”Kk0

k0<k5m loj =k

ujk

ou on peut supposer p(k) < k, on pose alors

k + p(k)>

d= max(ko, 2

On suppose que u est une fonction réelle dans C¥*'(Q), et on
désigne par L l'opérateur linéarisé de I’équation (1) associé a u

Mn L=Y _8_ Fx,Xu@x)X*= Y a,(x)X* sur Q.

el <m o el <m
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D’aprés la définition du nombre d, on a alors a,e C**'(Q) réels.
Notre résultat est le suivant:

THEOREME 2. — Supposons que u est une solution réelle de I’équation
(1) et appartient a C**'(Q) et que {X;} satisfait les hypothéses (i) et
(ii). Soit I:xO = Y a, (xo))A(io l'opérateur différentiel invariant a gauche

laj=m
sur le groupe de Lie G, pour un point fixé xo€Q. Si pour toute
représentation Il unitaire, irréductible, non triviale de G,, I'opérateur
I'[(f,x(,) est injectif dans @y (ot @y désigne l'espace des vecteurs C® de
la représentation), on a alors que u est C* dans un voisinage de x,.

B. Helffer et J. Nourrigat [4] ont démontré P’équivalence entre
linjectivitt de TI(L,) et Ihypoellipticitt de L, sur G,. Notre
démonstration est donc faite a partir de ’hypothése d’hypoellipticité
de lopérateur L, sur G,

Dans le paragraphe suivant, on démontre le théoréme 2 a partir de
I’estimation a priori (8) pour l'opérateur linéaris¢ (7). En vérifiant,
l'irrégularité des ccefficients n’affecte pas le résultat, cette estimation est
une conséquence de I’hypoellipticité de I:xO.

3. Démonstration du théoréme 2.

Nous allons démontrer le théoréme 2. Comme [9] on obtient
I’hypoellipticit¢ de P'opérateur paradifférentiel de Bony, associé a
I’équation (1). Pour le détail de la théorie des opérateurs paradifférentiels
on renvoie a J.-M. Bony [1]. On rappelle seulement les résultats dont
on va se Servir.

Soit L I'opérateur paradifférentiel associé a I'équation (1), il est de
la forme L = Z A, X%, ou A, d’ordre 0 associé au symbole a, définis

laj<m
dans (7).

LeMME 3. — Soit u une solution réelle de I’équation (1) comme dans
le théoréme 2, L l'opérateur (7), on a alors

1) 'opérateur (L—L) applique continiment L*(Q) dans L2(Q):

_ 2 quel que soit seR, si ueC*' Q) NH.(Q), on a
Lue H;,.(Q).

Le théoréme 2 résultera du théoréme suivant :
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THEoREME4. — Soit L = Y a,(x)X* l'opérateur (7). Supposons que

lel<m
les hypothéses du théoréme 2 soient satisfaites. Il existe alors un voisinage
U de x,, tel que quel que soit K compact de U, on ait une constante
C tel que

®) Y 11Xl < C{lILoll3+lol3}

lal<m
pour tout ¢ € Cg(K).

C’est un théoréme de L. P. Rotschild [6], mais les coefficients sont
ici non C*. On montre maintenant que le théoréme 4 implique le
théoréme 2.

En utilisant le lemme 3, avec une autre constante, I’estimation (8)
implique P'estimation suivante :

) Y 1IX%l1} < C{ILell3+1lolI3)

lal<m

pour tout @ € C§(K). On a encore une estimation pour le syst¢éme des
champs de vecteurs.

LEMME 5 (voir § 1.6 dans [7]). — Supposons que X,, ..., X, satisfait
I’hypothése (i) pour tout compact K = Q, il existe alors une constante
C > 0 telle que

P
(10) flol < C{ > IIX,~<pII3+I|<le(2>}

j=1

pour tout ¢ € Cy(K).

Des estimations (9) et (10) résultent donc I’estimation suivante :

(1) Y X%l < ClILelE+ el

em 7 (m=lal)

pour tout @ € C{(K). En fait, cette estimation est encore vraie pour
tout ¢ € Hy,pp (K) .

THEOREME 6. — Si lopérateur L satisfait lestimation (11), on a
U'implication suivante, VseR',

u € Hi (U)

12 yeH: ()

1.
} = XueH " ""™W); |o<m.
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Ce théoréme implique évidemment le théoréme 2, parce que si u est

une solution de I’équation (1) dans C**'(Q) = C**(Q) n HX'(Q), en

loc
vertu du lemme3, LueH¥''(Q). Le théoréme 6 résulte de
24+

ueHg -’ H(U), on refait cela et on en déduit enfin que ue C*(U).

Démonstration du théoréme 6. — On la fait en plusieurs étapes.

a) On montre d’abord I'implication suivante ou K est un compact
de U

ve HY, (K)
Lim—1-1a Lim—1a
(13) XveH™ "™ RYja<m ! = XveH "™ (K).
fve H'(RY) lof <m

On définit un opérateur

T, = a(x)(1-€A)” 2b(x)

ol a,beC¥(U), a=1 sur K, b=1 sur suppa =K', on a alors
T, : HY(U) > H2o(K') . T est borné dans H® pour 0 < & < 1, de plus

(14) X5T)= Y TeXP
BI<lal—1

LTl= Y T.X
lal<m—1

ou T,, Ty, sont bornés dans H°, et a support compact. Comme
T.v € Heomp(K'), on peut utiliser (11) pour obtenir

(15) Y IXTollmowy < CUILTI3+ I T,0113}

lai<m

En utilisant (14), avec une autre constante on a

Y ITX iy, < C{univus + [1vl§

laf < m

+ ¥ X+ Y Y 1XP, }

< (m—Bl)
jof < m—1 jel <m Bl <ol — 1 r

sc{uivuz+ ) HX“vHL(M_WDJrHvHé}

Jal <m—1

<C{niv|% + Y X, }

< m 7 (m—1-al)
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(m a)

Il en résulte que a(x)X*ve H"
X e H™ “(K).

, la| < m, comme a est quelconque

b) On montre maintenant I'implication suivante :

ve He (U)
(16) XweHr™ " *(U); | < m} = X®weHL™ ' (U)
LveH " (U) la] < m

quel que soit @, e C§(U), K = supp ¢, un compact de U, on pose
u= o, u € HZ,,,, (K)
(17) X*u = X + [X*, 0]v

ou [X*,@]= Y auXP a, a support compact et borné sur H°,
BI<lo—1

on a donc [X° (PI]veHcom";)

(p1X°‘ueH'("' " (@RY ;o) < m. On déduit donc X'ueH """ (R,

par la méme méthode, on peut obtenir Lu e H°(R"). En appliquant a),

on a X“ue H'(m ‘“‘)(K), o < m. Regardons (17), on obtient
l m-— |

(p,X“veH’ “"(K) donc X*ve Hr" ™ (U), |al <m

)

, ol < et d’aprés I’hypothése

¢) On montre maintenant I'implication dans la chaine de ’espace de
Sobolev, VieR',

ve Hi(U)

t+ = (ml

(18) XweHy """ (U);ul < m} = Xwe HL" (V)
L veH,.(U) ol < m

Soit A € L.,(U) un opérateur pseudo-différentiel elliptique a support
propre
X4LA]l = Y auXP
BI<lal—1

[LAl= Y aX°

lal<m—1

ol a,, a, sont des opérateurs bornés d’ordre t et a support propre.
On pose

u=Av, u € Hy,.(U)
(19) Xu = X*Av = AX* + [X*, Alv.
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L m-—1-—ja
On a donc X“ueH.gc( - I)(U), laf <m, de la méme fagon
a~ . 1
Lu e H{,.(U) en appliquant b), on obtient Xue H." " (U), o < m
Lim-
vérifie (19), on a AX°v e HZ." " (U). Enfin

1 = |a
XweHy " (U).

d) Dans le théoréme, ueH}.(U) on a donc pour |o < m,
X°u € Hiy,*(U). On pose s — m = t comme

1
s—lu=s—m+ ;(m—l—lcxl),
on a
Xt e B ™),
En utilisant c), on déduit

Lol 1~
t+r+r(m 1-la))

Xu e Hit ).

On refait cela, il existe un entier N, tel que ¢ + > s, ce qui

termine la démonstration du théoréme 6.
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