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RÉGULARITÉ DES SOLUTIONS D'ÉQUATIONS
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES NON LINÉAIRES

ASSOCIÉES A UN SYSTÈME
DE CHAMPS DE VECTEURS

par Chao-Jiang XU

1. Introduction.

Depuis le travail de L. Hôrmander [8], de très nombreux articles
([3]» [4], [6], [7]) ont été consacrés à l'étude des opérateurs différentiels
qui s'expriment de manière polynomiale par rapport à un système de
champs de vecteurs. En utilisant le rapport entre ces opérateurs et des
opérateurs différentiels sur un groupe de Lie niipotent, la solution
fondamentale de ces opérateurs, leur hypoellipticité, et la structure
géométrique associée au système de champs de vecteurs, ont été bien
étudiées. On s'intéresse dans ce travail aux problèmes non linéaires.
En utilisant le calcul paradifférentiel de J.-M. Bony [l], on obtient un
théorème de régularité des solutions d'une classe d'équations aux
dérivées partielles non linéaires. Rappelons que, pour les équations non
linéaires d'ordre 2, nous avons montré [9], [10] la régularité des solutions
sous des hypothèses du type Oleinik-Radkevitch sur l'opérateur linéarisé.

Je tiens à remercier J.-M. Bony pour les fructueuses conversations
que j'ai eues avec lui.

2. Notations et résultats.

Soient Xi , ..., Xp des champs de vecteurs réels, C°°, sur un ouvert
iï de R". On se propose de donner des conditions suffisantes de
régularité pour les solutions des équations aux dérivées partielles non-
linéaires de la forme suivante :

(1) FQc.X^Jal^m) = 0
Mot'clés : Opérateur paradifférentiel - Groupe de Lie niipotent - Représentation

unitaire.
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où a = (ai, . . . ,a,), 1 ^ a,^ p, |a| = f c . X ^ X ^ ^ . X ^ ,
FCx^eC^QxR^.

On désigne [X^,.. . ,[X^_^,X^] . . . ] par X^ et on définit

V, = l'espace engendré par {Xa,|a|</}.

On suppose que Xi , . . . , Xp satisfont aux deux conditions suivantes :

(i) II existe un entier r ^ 1, tel que V, est égal à T\Q à chaque
point x e 0.

(ii) dimV^ est constant pour x e Q , 1 ^ 7 ^ r.

Sous ces conditions, à un voisinage de chaque point, on peut
trouver une base {Xy ̂ ' J = 1, . . . ,r} de V,, où Xy ^ est un crochet d'ordre
7, et {Xj^Js^q} forme une base de Vç. On suppose que
{XiJ = { X i , . . . , Xp} forme une base de Vi, c'est-à-dire que Xi , . . . , Xp
sont linéairement indépendants (sinon, selon la condition (ii) on peut
Içs remplacer par un autre système linéairement indépendant qui vérifie
encore les hypothèses (i) et (ii)).

Pour un point x € îî fixé, un choix de {X^} définit un système de
coordonnées locales près de x, par l'application Q^ :

(2) Q^y) = u = (u^) = Q(x,y) si y = exp (S^X,Qx

où exp désigne l'application exponentielle définie dans un voisinage de
x . On identifie donc un voisinage de x dans Q avec un voisinage de
0 dans R", on définit

(3) x^ = QW
où Q* est le différentiel de Q^.X^est donc une nouvelle écriture de
Xjk sous les coordonnées (i^).

Sur R", avec les coordonnées u = (M,,O, on introduit une dilatation
8t(^;k) = (^jk) pour t > 0, une fonction f(u) est dite homogène de
degré 5 si /(ôyM) = f/(u). Un opérateur différentiel de la forme

f(u) -— est dit homogène de degré s si f(u) est homogène de degré
ÔUjf,

j - s. Un opérateur différentiel D sur R" est dit de degré local ^ j si
son développement de Taylor à 0 est une somme des opérateurs
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différentiels homogènes de degré ^7. Métivier a démontré dans [5] le
lemme suivant :

LEMME 1. — Pour tout j c eQ, le degré local de X,^ est ^ 1, on
peut donc écrire

(4) X^=X,, ,+R,, , , j= l , . . . , p
où Xj^est homogène de degré 1, et R^ est de degré local ^ 0. {X,^}
engendre une algèbre de Lie niipotente gx de dimension n et de rang r ;
l'application x -> Xj^ est lisse.

Pour x e ft, on désigne par G^ le groupe de Lie niipotent, connexe
et simplement connexe correspondant à g x .

Avec les hypothèses (i) et (ii), g^ et G^ possèdent les propriétés
suivantes :

r

(5) ^ = = Z ^ ; ' \g{.^C\ si j + f e ^ r

dim g{ = HJ indépendant de x, et ô( définit un automorphisme de g^
par &t\g{ = r^ pour t > 0. Une algèbre satisfaisant (5) est dite
graduée. {G^xeQ} est dit une famille lisse de groupe de Lie niipotent.

La dimension homogène de G^ est définie comme q = ^ juj, la norme

homogène de G^ est définie par
2r! 1

ii"ii={z s ^\)}2rl•
ij=i k \ )

Maintenant, on revient'à l'équation que l'on va étudier. On suppose
éventuellement que F est linéaire par rapport à certaines variables de
pa, auquel cas on peut la mettre sous la forme suivante :

(6) F(x,X^) = E E AJ^X^ip^X^ + A^X^pi^
k <k^m |a|=fe

où on peut supposer p(k) < k , on pose alors

, /. k + p(k)\
à = max^feo ,——^—— j -

On suppose que u est une fonction réelle dans C^^Q), et on
désigne par L l'opérateur linéarisé de l'équation (1) associé à u

(7) L - ^ 8 FOc.X^xOX" = ^ ^OOX^urQ.
^Pa |ot|^m|a|^w "^a |a|^m
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D'après la définition du nombre rf , on a alors a^eC^^^SÏ) réels.
Notre résultat est le suivant :

THÉORÈME 2. — Supposons que u est une solution réelle de l'équation
(1) et appartient à C^^iï) et que {Xy} satisfait les hypothèses ( i ) et
(ii). Soit L^ = ^ a^(xo)^^ l'opérateur différentiel invariant à gauche

|a|=w

sur le groupe de Lie G^ pour un point fixé X o e O . Si pour toute
représentation n unitaire, irréductible, non triviale de G^, l'opérateur
IÏ(L^) est injectif dans (pn (où (pn désigne l'espace des vecteurs C°° de
la représentation), on a alors que u est C°° dans un voisinage de XQ .

B. Heiffer et J. Nourrigat [4] ont démontré l'équivalence entre
Finjectivité de lï(f^) et l'hypoellipticité de L^ sur G^. Notre
démonstration est donc faite à partir de l'hypothèse d'hypoellipticité
de l'opérateur L^ sur G^.

Dans le paragraphe suivant, on démontre le théorème 2 à partir de
l'estimation a priori (8) pour l'opérateur linéarisé (7). En vérifiant,
l'irrégularité des coefficients n'affecte pas le résultat, cette estimation est
une conséquence de l'hypoellipticité de L^.

3. Démonstration du théorème 2.

Nous allons démontrer le théorème 2. Comme [9] on obtient
l'hypoellipticité de l'opérateur paradifférentiel de Bony, associé à
l'équation (1). Pour le détail de la théorie des opérateurs paradifférentiels
on renvoie à J.-M. Bony [1]. On rappelle seulement les résultats dont
on va se servir.

Soit L l'opérateur paradifférentiel associé à l'équation (1), il est de
la forme L = ^ A^X", où A^ d'ordre 0 associé au symbole a^ définis

|aKw
dans (7).

LEMME 3. — Soit u une solution réelle de l'équation (1) comme dans
le théorème 2, L l'opérateur (7), on a alors

1) l'opérateur (L-L) applique continûment L^îi) dans L2^);
2) quel que soit s e R , si ue C^^Q) n Hfoc(O), on a

LueHUn).

Le théorème 2 résultera du théorème suivant :
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THÉORÈME 4. - Soit L = ^ ûaOOX" l'opérateur (7). Supposons que
|a|<w

ks hypothèses du théorème 2 soient satisfaites. Il existe alors un voisinage
V de XQ, tel que quel que soit K compact de U, on ait une constante
C tel que

(8) ^ 1 1 X ^ 1 1 ^ C{||L(p||^||(p||g}
|a|^m

pour (OMt (peCo°(K).
C'est un théorème de L. P. Rotschild [6], mais les coefficients sont

ici non C°°. On montre maintenant que le théorème 4 implique le
théorème 2.

En utilisant le lemme 3, avec une autre constante, l'estimation (8)
implique l'estimation suivante :

(9) S 11X^11^ C{||L(p||S+J|(pll^
|a|<m

pour tout (peCo°(K). On a encore une estimation pour le système des
champs de vecteurs.

LEMME 5 (voir § 1.6 dans [7]). - Supposons que Xi, . . . , Xp satisfait
l'hypothèse ( i ) pour tout compact K <= Q, il existe alors une constante
C > 0 telle que

C P )
(io) iicpii2! ^q^ iix/piiâ+llcpll^r lj=i J

pour tout (peCo°(K).

Des estimations (9) et (10) résultent donc l'estimation suivante :

(11) ' ^ I IX^I l i^^^QIILcpl l^ l lcpI lâ}
|a|<w r

pour tout (peCo°(K). En fait, cette estimation est encore vraie pour
tout (peH^p(K).

THÉORÈME 6. — Si l'opérateur L satisfait l'estimation (11), on a
l'implication suivante, VseR 1 ,

u 6 H?oc(U) 1 ^ ^+ ̂ -'"D/Tn • lai < m
(12) Lu 6 H^(U)J ^ x u e Hloc (u) ' lal ^ m •
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Ce théorème implique évidemment le théorème 2, parce que si u est
une solution de l'équation (1) dans C^^îi) = C^^ft) n H^Q), en
vertu du lemme 3, Luc Hi^Cîi). Le théorème 6 résulte de

MeHi^^ (U), on refait cela et on en déduit enfin que ueC^(V).

Démonstration du théorème 6. - On la fait en plusieurs étapes.

a) On montre d'abord l'implication suivante où K est un compact
deU

reHLnp(K)
(13) X^eH^"1"'^ (R");|a| ^m => X^eH^"^ (K).

LyeH^R") a ^m

On définit un opérateur

T,= aMO-eA.r^Oc)

où a,beCo°(U), a = 1 sur K, h = 1 sur suppa = K', on a alors
Te : H?oc(U) -> HS,^lp(K/). Te est borné dans H° pour 0 < £ ^ 1, de plus

(14) [X^TJ^ ^ T^XP
I P K I a l - l

[L,TJ= ^ T^X»
|a|^w-l

où Tag, Tpoe sont bornés dans H°, et à support compact. Comme
TgU e H^pO^), on peut utiliser (11) pour obtenir

(15) ^ HX^II^I) ^C{||LTef;||g+||T,t;||g}.
|ot|^w r

En utilisant (14), avec une autre constante on a

^ IIT^H^^ ^ c{||T,Li>||o2 + ||t;|^2: W^li^^ 0!||TJ |̂|o2

lal^;| ^ m r l

+ E ||X^ + ^ ^ II^II-^-J
|a| ^w-1 |a| ^ m |p|^|a|-l r J

^c{||Ly||^+ ^ 11X^11, , , , + N ^
(. |a|<m-l ^'""'^ J

^cUv\l+ E i^il,^_,_4
l la) ^ m r )
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II en résulte que a(x)X'tvçîîr(m~ "^ |a| ^ w , comme a est quelconque,
X^eH^'^K).

b) On montre maintenant l'implication suivante :

veîîW)
(16) X^eHii0""1"01^); |a| ^ m => X'u e HJ;^" ̂ (U)

L u e Hjo,(U) a ^ m

quel que soit cpieCo°(U), K = suppcpi un compact de U, on pose

u = (piu, u e H^omp(K)
(17) X^ = (piX^ -h [X\^]v

où [X01,^)!] = ^ a^X^,a^ à support compact et borné sur H°,
I P l ^ l a l - l ^

on a donc [X01, (pi]u eH^p ^^ la l ^ ^ et d'après l'hypothèse
(piX^eH^"1"10^); |a| ^ w . On déduit donc X^e H^""1" ^(R"),
par la même méthode, on peut obtenir Lu e H°(R"). En appliquant a),
on a X^eH^""1010^), | a | ^ m . Regardons (17), on obtient
(piX^eH^"1"1^^) donc X^ e Hi(m-'ot')(U), |a| ^ m.

c) On montre maintenant l'implication dans la chaîne de l'espace de
Sobolev, V r e R 1

^eHL(U)
(18) X-veH^-^W^W^m ^X-ve^^W

Lve HL(U) |a| ^ m.

Soit A e L^(U) un opérateur pseudo-différentiel elliptique à support
propre

[X^A^ ^ a^
I P l ^ l o i l - l

[L,A]= ^ a.X0'
|a|^m— 1

où ûa, ûap sont des opérateurs bornés d'ordre t et à support propre.
On pose

M = A U , M6HJo,(U)

(19) X^ = X^i; = AX"!; + [X\\]v.
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On a donc X^e Hi^"1"'011^), | a | ^ w , de la même façon

£MeHioc(U) en appliquant b\ on obtient X^ eHii^'^^U), |a| ^m

vérifie (19), on a AX^G Hi^^OJ). Enfin

X^eHÎ^'^dJ).

d) Dans le théorème, M€Hfoc(U) on a donc pour | a | < w ,
X^eHfoc'^U). On pose s - m = t comme

5 - |a| ^ 5 - m + -(w-l-|a|),

on a

X^H;^0"-1-1^).

En utilisant c), on déduit

X^eC^-1-10^).

N - 1
On refait cela, il existe un entier N, tel que t + ——— ^ 5, ce qui

termine la démonstration du théorème 6.
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