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DECOMPOSITION DE HODGE BASIQUE
POUR UN FEUILLETAGE RIEMANNIEN

par
A. EL KACIMI-ALAOUI et G. HECTOR

Introduction.

Soit M une variété munie d’un feuilletage % , une forme
différentielle « sur M est dite basique si pour tout champ de vecteurs
X tangent a & on a : ixa=iyda=0. Si a est basique, da
I’est aussi et on note *(M/%) le complexe des formes basiques
de (M ,%). L’homologie H*(M/%) de ce complexe s’appelle la
cohomologie basique de la variété feuilletée (M ,5).

Divers auteurs ont étudié cette cohomologie. Dans [9],
G. Schwarz a montré que méme si la variété M est compacte, il
peut arriver que la cohomologie basique soit de dimension infinie.
Dans '[8], B. Reinhart a énoncé un théoréme de finitude et de
dualité pour la cohomologie basique d’un feuilletage riemannien (i.e.
~muni d’'une métrique quasi-fibrée) sur une variété compacte orientée.
.Cet énoncé est malheureusement inexact (cf. [2]). Cependant
dans un article récent ([5]), F. Kamber et P.Tondeur affirment
que les techniques de Reinhart (basées sur la notion de “complexe
transversalement elliptique”) s’appliquent pourvu que lon se
restreigne aux feuilletages minimalisables (i.e. admettant une métrique
quasi-fibrée pour laquelle les feuilles sont des sous-variétés minimales).
Enfin dans [3], les auteurs en collaboration avec V. Sergiescu ont
obtenu des résultats de finitude a l'aide de techniques de suites
spectrales.

Le présent travail part des théorémes de structure de Fédida
[4] et Molino ([6]). Nous y reprenons et développons I'étude du
complexe des formes basiques d’un feuilletage riemannien du point
de vue de la théorie de Hodge.

Mots-clés : Feuilletage — Parallélisme transverse — Forme basique harmonique.
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Pour un feuilletage transversalement parallélisable (voir 1.1.)
le complexe Q*(M/F) est un complexe elliptique au-dessus de la
variété basique W de % . A peu de choses prés, ceci reste vrai pour
un feuilletage riemannien en général (voir 4.6.).

Notre résultat essentiel découle de cette observation : pour
tout feuilletage riemannien le complexe Q*(M/%) admet une
décomposition de Hodge. Comme conséquence, on trouve le
théoréme de finitude de H*(M/%) et il en découle que H*(M/%)
vérifie la dualité de Poincaré si et seulement si H"(M/%) # 0
(ot ‘m=codim & ). Ce dernier résultat est obtenu indépendam-
ment par A. Haefliger (communication privée) et V. Sergiescu [10]
utilisant des techniques homologiques.

Pendant la rédaction de ce travail, le second auteur a profité
de lhospitalité du Département de Géométrie et Topologie de
I’Université de Zaragoza (Espagne).

Dans tout le travail, les feuilletages considérés seront supposés

de classe C~ et sauf en 1.1. et 1.3, les variétés considérées
seront supposées compactes.

1. Champs feuilletés — Champs basiques — Feuilletages
transversalement parallélisables.

On note A(M) D’anneau des fonctions sur une variété M. Si
M est munie d’un feuilletage &, on désigne par T(%) C T(M)
le fibré tangent 4 & et par v(F) =TM)/T(F) le fibré normal
ag.

1.1. Champs feuilletés — Champs basiques.

Soient & (M) le AM)—module des champs de vecteurs sur
M et I'(%) le sousmodule des champs tangents 4 & (i.e. des
sections de T(%)).

i) On dit que XE€XM) est un champ & -feuilleté (ou
simplement un champ feuilleté) sion a :

[X,Y]ET(%) pourtout YEI(H),

c’est-a-dire X est un automorphisme infinitésimal de & . On
vérifie aisément que X est feuilleté si et seulement si le flot local
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(p,) engendré par X préserve & . L’algébre de Lie des champs
gi-feuilletés est notée LM , ).

ii) Bien str, I'(§) est un idéal de &M, F) et on obtient
une suite exacte d’algébres de Lie :

0— I'(%) —XM,5) = TM/F) — 0

ot XM/F)=8&M ,F)/T'(F) est appelée lalgébre de Lie des
champs i -basiques (ou simplement basiques). Plus simplement
on écrira X® pour v, (X).

1.2. Remarque. La notation X (M/%) se justifie par le fait
que si & est une fibration localement triviale de base B, I’espace
des feuilles M/ % s’identifie 4 B et XL M/%F) s’identifie naturel-
lement 4 &(B). La méme interprétation reste valable dans le cas
des feuilletages transversalement parallélisables pourvu que I’on
considére M/% comme une Q-variété au sens de [1]. Pour
cette méme raison, nous préférons Pappellation champ “basique”
plutdt que champ “transverse” (cf. [6]) pour les éléments de
TM/g).

Nous introduisons maintenant la famille des feuilletages dont
nous voulons étudier la cohomologie basique aux paragraphes 2 et 3.

1.3. Feuilletages transversalement parallélisables.
Soit (M, &) un feuilletage de codimension 7 .

i) On dira quun n-uple @ ={P,,...,B,} de champs
feuilletés définit un parallélisme transverse pour % si le n-uple
@b = {P?,..., Pt} de champs basiques est de rang n en tout
point [et donc trivialise le fibré normal »(%)]. Si un tel parallélisme
existe, on dit que % est un feuilletage transversalement parallélisable
(ou plus simplement un feuilletage T.P).

Dans le cas d’un feuilletage T.P, £ (M/%) est un module libre
engendré par {P},...,P%} et le morphisme v, introduit en 1.1
(ii) admet une section 7.

iil) Dans le cas particulier ol le sous-espace vectoriel g de
Z(M/%) engendré par P° est une sous-algébre de Lie, on dit que
& admet une structure transverse de Lie ou plus simplement que
g est un g -feuilletage de Lie. On vérifie que & est un g -feuilletage
de Lie, si et seulement si T (%) est le noyau d’un€ 1-forme « a valeurs
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dans £ qui est de rang maximum et vérifie I’équation de Maurer-
Cartan :

da+%[a,a]=0.

On peut encore remarquer qu’un feuilletage T.P admet une
structure riemannienne transverse. Nous introduirons et utiliserons
cette structure au paragraphe 2.3.

1.4. Structure des feuilletages transversalement parallélisables (cf. [6]).

Soit & un feuilletage T.P de codimension n sur une variété
compacte M. Il existe :

a) une algébre de Lie B4 de dimension g<n,

b) une fibration localement triviale 7 : M —> W de fibre
(compacte) % ,

¢) Un g feuilletage de Lie (F,%,) a feuilles denses sur F
tels que :

)m=dim W=n—-g,
ii) les fibres de w sont les adhérences des feuilles de & ,

iii) le feuilletage induit par & sur une fibre de 7 est isomorphe
a(F,g)).

L’algébre de Lie g est appelée l'algébre de Lie structurale de
%, la fibration . est la fibration (ou feuilletage) basique de % et
W est la variété basique de % .

En raison de la propriété (ii) ci-dessus le feuilletage basique de
% sera désigné par % .

Retenons quelques conséquences de 1.4. qui nous seront utiles
pour la suite :

1.5. Remarques. — Soit & un feuilletage T.P. sur M.
i) Pour le feuilletage (F,%,), on a bien sar L (F/F;)~g .
ii) Les espaces M, %) et L(M/F) sont des A (W)-modules.
Par ailleurs I’existence du parallélisme permet de montrer de fagon
immédiate que LM ,%) engendre (M) comme A (M)-module.
iii) De facon évidente X (M/%) s’identifie 3 £(W). Par ailleurs
en raison de la propriété (ii) de 1,4, (M, &) est une sous-algébre
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de £M,%). On obtient alors un morphisme de A (W)-modules
et d’algébres de Lie m, : LM, &) —> L(W).

iv) Finalement on remarquera que le feuilletage basique % n’est
pas T.P en général i.e. W n’est pas nécessairement parallélisable. Bien
plus, W n’est pas orientable en général.

Passons rapidement & la cohomologie basique d’un feuilletage
(quelconque) (M, %) .

1.6. Formes basiques.

i) Soit *(M) le complexe des formes différentielles sur M
Q°M)=AM)). Si M est muni d’un feuilletage %, on dira que
a € Q* (M) est G-basique (ou basique tout court), siona :

iya=0 et iyda=0 pourtout X€ETI'(F).

Bien sir si a est basique il en est de méme pour da et I’espace des
formes basiques est un sous-complexe de *(M) que Pon note
Q*(M/%) .

La cohomologie du complexe [2* (M/%),d] s’appelle la coho-
mologie (de De Rham) basique de % . .

ii) En particulier, on posera °(M/%) =AM/F). Alors
Q* (M/%) est muni d’une structure de A (M/%)-module. De plus si
g est T.P. on a de fagon évidente A(M/%) = A (W) donc Q* (M/%)
est un A (W)-module. On verra en 2.1 que ce module est libre.

2. Décomposition de Hodge des formes basiques
pour les feuilletages T.P.

Soient (M, %) un feuilletage T.P. de codimension n et
%= {P,,...,P,} un parallélisme transverse de 3. On montre tout
d’abord que * (M/%) est libre.

2.1. Base @ -canonique de 2" M/F) .

i) Soit &(M/%)* le dual du module des champs basiques. On
définit un morphisme de A (W)-modules :

i Q! M/F) — T M/F)*
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par (jw)(X)=w (@ X)) pour XE€EXM/F) (ou 7T est comme
en 1.3). On voit aisément en utilisant 1.5 (ii) que j est bijectif.

ii) Identifiant T (M/F)* avec Q! (M/%) a laide de j, on
désigne par {6'}C Q! (M/%) la base duale de ®°. On voit que
Q" (M/%) est un A(W)-module libre de dimension C; engendré
par la base

0" A . AO")

iy <iy<...<i,-
C’est la base @®-canonique de 7 (M/@).

iii) Le générateur v=0' A0 A...A0" de Q" (M/F) est
appelé la forme volume basique de .

2.2. Le complexe de de Rham de M/ .

i) Compte-tenu de ce qui précéde, on voit immédiatement que
Q" (M/gi) s’identifie au A (W)-module I'(®,) des sections d’un fibré
vectoriel trivial ¢3, de rang C; et base W. Soit 3= {@3,} r=0.1
alors (@3,d) estle complexede DeRham de M/ &.

R

ii) Soit (x,,...,x,) un systétme de coordonnées locales sur
un ouvert U qui trivialise simultanément % et &% . On peut choisir
le parallélisme ¢ = {P,,...,P,} de telle fagon que I’on ait :

P. =o(i) pour jE€{l,...,m},
L=l ox; '
Pil —1(U)€F(,‘§'7) pour i>m.

n

Un abus d’écriture évident nous donne alors les écritures locales
suivantes pour tout w € Q" (M/%),

i i
wy= 5 a  ,dyx, A...Adyx, AQTTI A AG"
i<..<i r 1 s

i
doy = Xdya,  Adyx, A...Adyx AOTTIA. AQ”

s

i

+2‘,(_1)3(1,.1”_,rathil A Adyx,

Ad@O**1A.. A"

ou s dépend du r-uple considéré i, <...<i, et dy désigne la
différentielle sur la variété W .
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L’expression précédente de dw montre que la différentielle
d est un opérateur différentiel d’ordre 1 au sens du complexe & .
Bref (@,d) est un complexe différentiel. (Dans la suite on écrira
désormais d au lieu de dy,).

iii) Soient enfin u €W, ¢ETH (W), £¢#0, et p€ A(W) tels
que @(u)=0 et dp(u)=§&. Daprés ([11] p. 115), le symbole
o(d) (u, §¥) de d au point (u, &) est défini par

0(d) (u, ) w, = (dyp A w),
pour toute forme w € " (M/%).

Alors si (dp A w), =0, on choisit les coordonnées locales
(x,,%,,...,%,) dans (ii) ci-dessus de fagon a avoir x, =¢ et
en utilisant les écritures précédentes, on obtient :

wy=2a, , dx,A...Adx, A6SFIA. . AQ"
. |

r $
Wy = dxl Aa,
ol « estla r-forme basique définie sur 7~ ! (U) par :

o= X4, dx, A...Adx, NOTHIA.. AG.
iy<...<i 2 roh ‘s '

Bref le complexe de De Rham (@,d) de M/% est un complexe
elliptique.

Pour pouvoir appliquer au complexe (@, d) les résultats de la
théorie des complexes elliptiques, il nous reste a définir le L2-produit
scalaire correspondant. Pour ce faire, on remarque qu’il existe sur
(®,d) une structure riemannienne adaptée au parallélisme fixé < .

2.3. Structure riemaniennede (M, &) .

i) Rappelons que le fibré normal v (%) est trivialisé par la
famille des champs basiques :

@b = (P>, ..., P’}.

On désigne par R, l'unique structure riemanienne sur » (%) telle
que :

R, (B2 ,P?)=5!.
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Elle est définie par une section du fibré v(F)* v (F)* qui est
gi-basique (en un sens évident). En raison de l’existence de cette
structure, on dit que & est un feuilletage riemannien.

ii) La structure R, définit une métrique riemannienne Ry,
sur W. Si W est orientable, on choisit une orientation © de W
et on désigne par w la forme volume correspondant 4 (Ry , 0©).
Dans le cas contraire, on munit W de la mesure différentiable stricte-
ment positive u obtenue en considérant une forme volume w sur le
revétement W des orientations de W et pour laquelle on a

1 ~ ~
f.fdu=— ~ fw
W 2 Yw

ou ? est le relévement 4 W de la fonction f.

Pour unifier ’écriture dans la suite, on conviendra que ’on écrira
aussi du = w dans le cas orientable.

2.4. Produit scalaire — Laplacien basique — Formes harmoniques
basiques.

i) A la métrique R, de 2.3., on associe naturellement la struc-
ture euclidienne (,), sur @3, telle que pour tout couple de r-formes

basiques :
a=2ail___,-' 0"t A...AO"
B=Xb, ., 6'A.. A"
on ait :
(o, ,ﬁu),=2a,1._._,r bi .. ., pour tout u€EW.

On obtient un produit scalaire noté <,>, sur Q" (M/%), en posant :

<a,p>= [ (a8, duu).
w
ii) On construit maintenant les opérateurs usuels associés a
Popérateur d, :

5, : QI (M/F) — Q" (M/%) ’adjoint de d, par
rapport a <, >,
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et:
A Q"M/F) — Q" M/%F)

défini par :
A

r=dr—1 6 -1 +8rdr N

r

L’opérateur A, est auto-adjoint par rapport au produit scalaire
<,>,. Cest le laplacien basique de (M,%). Les éléments de
J"(M/%) =ker A, sont les r-formes basiques harmoniques. On a
I’égalité :
ger(M/&) =kerd, Nker §,_, .
La théorie générale des complexes elliptiques (voir par exemple

Wells [11]) nous donne alors le théoréme de décomposition de Hodge
pour les formes basiques de (M, ).

2.5. THEOREME. — Soit & un feuilletage T.P. de codimension
n sur une variété compacte M. Alors pour tout r€ {0,...,n}
ona:

)ye” (M/%) est de dimension finie.
ii) Q" M/%) =3¢"M/F) @ imd, _, ®im 3, .

En particulier, on a H" (M/%) =3¢ M/%) et on retrouve le
résultat de [3] :

2.6. COROLLAIRE. — La cohomologie basique d'un feuilletage
T.P. sur une variété compacte est de dimension finie.

3. Dualité de Poincaré en cohomologie basique pour les feuilletages T.P.

La non-nullité de H” (M/%) est bien sir une condition nécessaire
pour que H* (M/%) vérifie la dualité de Poincaré. En fait nous voulons
montrer dans la suite qu’elle est suffisante. Nous commengons par
expliciter la signification de cette condition dans le cas d’un feuilletage
T.P. (M, &) dont la variété basique W est orientable.

3.1. Suite spectrale de cohomologie basique de (M, F).

i) Soient r, p des entiers naturels. On pose :

FP Q" (M/%) = {a € Q" (M/F) | iy a =0}
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pour tout (r—p+ 1uple X=X, A...AX,_,,, de champs
feuilletés X, appartenant a X35 M, ). Du fait que Xz M,F) est
une sous-algébre de Lie de Xx(M, ), on vérifie que ’on a (de fagon
analogue au cas des fibrés) :

dFP Q' (M/%) C FP Q7 +1 (M/%).

Autrement dit, on obtient une filtration décroissante compatible avec
la différentielle.

ii) La suite spectrale ainsi obtenue est en fait la suite spectrale
décrite dans [3]. Son terme E, est donné par

Ef? =HP (W, H? (#)).

En remarquant que le faisceau localement constant ‘H? (#) est un

fibré plat, on remarque que si W est orientable, on a par dualité de
Poincaré, la relation (avec les notations de 1.4.) :

H™ (W, HE () T H (W, HE ().

—

3.2. PROPOSITION. — Soit & un feuilletage T.P. de codimension
n sur M. Si W est orientable, les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

i) H* M/&) #0;

ii) g est unimodulaire et HE ( J#) est un fibré orientable de
. .. . 3 ’ o~
rang un qui est trivial comme fibré plat ;

iii) I’homomorphisme de A (W)-modules 1 :
Q" (M/g) — Q™ (W)
défini par 1(v) =w est un morphisme différentiel
Et dans cette situation, 1 induit un isomorphisme en cohomologie.

Démonstration. — D’aprés 3.1., on a une suite d’isomorphismes
() H"(M/§)=EI#=E]"¢ SH" (W,H ()= H (W, H*(¢))

et donc on a H” (M/&%) # 0 si et seulement si # estunimodulaire et
le fibré plat H¢ (/) est trivial, de rang 1. Ceci montre que i) équivaut
a ii).
De (S) on déduit aussi que i) implique
H™ (M/$) = H™ (W) = R.
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En outre, dans la suite spectrale, tout élément de E'® est d,-fermé
et la projection naturelle de Z7'¥ sur E['®¥ définit un morphisme I
de A (W)-modules différentiels

Q" (M/9) SETE = 278 — EP¥ SQ™ (W, HE (4)= Q™ (W)
qui pour une décomposition v =w A X (ou A est de degré g sur les
fibresde &) s’écrit :

IW)=I(wWAN=wO[Al=w.
Bref on a i) implique iii), comme la réciproque est triviale, la démons-

tration est terminée. O

Soit maintenant & = {P, ,...,P,} un parallélisme transverse
de & etsoit {6 ,...,0"} labase duale de ®° (cf. 2.1.).

3.3. Opérateur de Hodge basique — autre expression du produit
scalaire <,> .

i) On définit un morphisme de A (W)-modules
* Q' M/%) —> Q""" M/%)
en posant :

2@ 1A AT =€, ..., )0 AL NG

L o
ou j <...<j,_, est la suite complémentaire de i, <...<i
dans (1,...,n) et €(i;,...,i) est la signature de la permutation
(iy...4jy...J,_,). Cest opérateur de Hodge basique pour &.
On vérifie aisément que :

r(n—r)
* ko= (—1) Va pour tout «,

donc que * est un isomorphisme dont I’inverse est donné par :
),

*—l _ (— I)r(n_

ii) Il est alors immédiat que si la variété basique W est orien-
table, le produit scalaire <,> peut s’écrire

<a,8> = [ I(@A*p) pour o BEQ (M/F) .
w
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Si W n’est pas orientable, on passera & un revétement M & deux
feuillets comme en 2.3. ii). Avec des notations évidentes, on aura
Pécriture

<a,8> == [ IGA+D
P27y Uy b

oi I et T sont des morphismes différentiels si H” (M/%) # 0.

Nous arrivons au résultat central de ce paragraphe.

3.4. PROPOSITION. — Soit (M, %) un feuilletage T.P. de codimen-
sion n telque H" (M/ %) # 0. Alors on a les relations :
§,=(=D"*"'d * et *A=A .
Démonstration. — On va montrer que I'opérateur
§,=(—1)+1d x

est bien 'adjoint de d, pour le produit scalaire <,>,. En effet,

pour «a€EQ" "1 (M/%) et LEQ"(M/F), ona:
dlaA*B)=daA*xB+(—1)"1aAd=*g,
d@AxB)=daAxB—aA*bdp.

En utilisant Pécriture du produit scalaire introduite précédemment

et en utilisant le fait que I est un morphisme différentiel, il vient par
application du théoréme de Stokes :

<da,> =<a,6>, etdonc & =5,

r

le reste en découle aisément. O

3.5. THEOREME DE DUALITE. — Soit (M, %) un feuilletage T.P. de
codimension n. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) la forme volume basique v est harmonique
ii) " M/g) #0
iii) H* (M/%) vérifie la dualité de Poincaré.

Démonstration. — (i) implique (ii) d’aprés 2.5. Supposons alors
que H" (M/%)+#0, lopérateur de Hodge commutant avec A (voir
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3.4), induit un isomorphisme * :g¢" (M/%F) —> "~ " (M/%). D’ou
la condition (iii).

Enfin, si H*(M/%) vérifie la dualité de Poincaré, on a
H" (M/&)#0 et donc *A=A=x d’aprés 3.4. En appliquant cette
relation a la forme volume v, il vient :

*Av=Axv=A1=0.

Puisque #* est un isomorphisme, on a Av = 0. D’ou le théoréme. O

4. Feuilletages riemanniens : théorie de Hodge et dualité.

Un feuilletage riemannien (M,%) transversalement orienté se
“reléve” en un feuilletage T.P. (M*, $¥) dans le SO (n)-fibré prin-
cipal des repéresorthonormés directs transverses a & (cf. 4.1). Ceci
nous permet de relier les opérateurs de la théorie de Hodge pour & a
des opérateurs relatifs 3 F* (cf. 4.4 et 4.6). On en déduit les théo-
rémes de décomposition de Hodge et de dualité de Poincaré basiques
en4.7 et 4.10.

4.1. Feuilletages riemanniens — Feuilletage relevé.

i) On dit que & est riemannien s’il existe une métrique rieman-
nienne R, sur R” et un cocycle feuilleté € = ({U,, f))}, {g;})
définissant % tel que pour tout x €M, g;; (x) soit une isométrie
locale de R”™. La différentielle Dg;; est a valeurs dans le groupe
orthogonal O(n) et le fibré normal »(%) est muni d’une structure
riemannienne R, invariante le long des feuilles de & (voir aussi
2.3. (ii)).

En choisissant un supplémentaire N (%) de T(%) dans T(M),
on pourra compléter R, considérée comme structure riemannienne
sur N(%) en une métrique R=R; ® R, sur M, dont on dira
qu’elle est quasi-fibrée (voir [9]).

ii) Le SO(n)-fibré principal p : M* — M associé a »(%)
(c’est-a-dire le fibré des repéres orthonormés directs transverses a
%), est défini par le cocycle ({U;}, {Dg,.l.}). Soit p, : E— R”

le fibré des repéres directs de R” ; chaque submersion f; induit
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une submersion F,:p~!'(U)—> E et chaque différentielle Dg,;
induit un difféomorphisme G,.,. de E tels que
{(p! (U,') > Fi)} s {Gii})

soit un cocycle feuilleté. Il définit le feuilletage relevé %* de % sur
M#. Ce feuilletage de méme dimension que % est invariant par
’action a droite de SO (n) sur M¥.

L’intérét de %" réside dans le fait qu’il est transversalement
parallélisable.

4.2. Un parallélisme transverse pour (M* &%) (cf. [6]).

1
i) Posons N=-2—n(n—1)=dim SO(n). La connexion de

Levi-Civita sur (R” , R,) permet de construire un parallélisme

®°=(P%,...,P°, Q% ...,Q%)}

>“n>? 1
de E quijouit des propriétés suivantes :

a) La partie verticale {Q},...,Q%} de R° est formée par
une base de l’algébre de Lie des champs de vecteurs fondamentaux
pour l’action de SO(n) sur E (celle-ci est isomorphe a I’algébre
de Lie so(n) de SO(n))

b) La partie horizontale {P9,..., Pg} de @° est formée de
n champs de vecteurs tels que pour tout x €E,

{P2(x), P (x),...,PY(x)}
se projette en un repére orthonormé de Tp0 (x)(R")

c) Si G est le difféomorphisme local de E induit par une
isométrie locale g de R” , alors 2° est invariant par G.

ii) Cette derniére propriété (c), nous permet d’associer a R°
une famille @ ={P?,... P2, Q%,...,Q%} de champs de
vecteurs " -basiques qui trivialise le fibré v (%*). On choisit un
supplémentaire N (%%) de T(F*) dans T(M); en représentant
les éléments de R2 par des sections de N (¥*), on obtient finalement
une famille

@={P1)'-"Pn)Q])-"’QN}
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de champs &* -feuilletés qui est un parallélisme transverse de &i*

ou l'on peut supposer que {Q,,Q,,...,Qy} est une famille de
champs fondamentaux pour I’action de SO (n) sur M¥.

4.3. Les complexes de formes %" - basiques et  -basiques
On désigne par W la variété basique de ¥
i) Dans la base @-canonique de Q! (M*/") (cf. 2.1), nous
distinguons les éléments horizontaux {w', w?...w"} définis par
‘ w'(Q)=0 pour tout k
W' (P) = 5;: pour tout i,j;

et les éléments verticaux {0',...,0N} définis de facon analogue.
Ceci définit une décomposition en produit tensoriel du complexe de
De Rham ®B(F*) de F* en

B(F*)= B" (%) ® @ (%)

la partie horizontale 03" (3*) (qui est un fibré vectoriel au-dessus
de W) jouera pour & le role de @B (%) pour F*. On le note
B(F).

ii) La base -canonique de £’ (M#/%*) sera alors donnée
par les C; expressions du type

(WIA.. . Aw?A8 1A, . AO'9}
(ov r=p+gq,i;<...<i,<n et j <j,<...j,<N) donton

dira qu’elles sont de degré horizontal p et de degré vertical q. Ceci
définit une bigraduation :

Q" M*/F%)= & QP (M*/F*).

ptq=r

Par définition de la partie verticale du parallélisme <, on a des
relations du type :

d6'=3.Cl, 0" A% , Cl EAW).

Par suite la différentielle d se décompose comme dans les cas usuels
sous la forme :

d=dy +d,+d, _,.
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Le sous-complexe des formes & #-basiques SO (7)-invariantes qu’on
désignera par

(IQ* M*/5#), d)
est muni d’une structure de IA (W)-quule . Il est bigradué par restric-
tion de la bigraduation de Q* (M*/5#).

iii) La fibration p induit un homomorphisme injectif
p* : Q" (M/F) — Q0 (M*/5 %)
dont il est aisé de voir que I’image est exactement IQ7:° (M¥#/F#).
Donc Q" (M/F) identifié a IQ7-° (M#/%i*) apparait comme 1’espace
des sections SO (n)-invariantes du fibré A" @3(%) des puissances
extérieures de @B ().

Nous introduisons maintenant les opérateurs nécessaires en théorie
de Hodge en nous plagant dans le cas oi % est transversalement
orienté. Afin d’éviter les confusions, nous affectons d’un diése #. tous
les opérateurs (sauf la différentielle d) relatifs & % *. Ainsi, on
désignera désormais par «* ,<># 6%  A* les opérateurs introduits
dans (2.4.), réservant les notations , <>, § , A pour des opérateurs
portant sur les formes -basiques.

4.4, Eléments de théorie de Hodge pour & .

Soit {w',...,w",0',...,0N} la base duale dans ! (M¥/gi*)
du parallélisme X de ¥ .

i) La forme x=0'"A02A...A0N €QN M*/F%) est
appelée forme caractéristique du fibré p est SO (n)-invariante et
vérifie d,,x=0. La forme v=w! Aw? A...Aw" €Q" M/F)
est la forme volume basique de % ; elle peut étre définie a I’aide de
la métrique transverse R, exactement comme la forme volume d’une
variété riemannienne. Enfin, v* =v A x est la forme volume de
g* : elle est SO (n)-invariante.

ii) En procédant comme sur les variétés riemanniennes, on
introduit un opérateur de Hodge basique

x 1 Q" (M/g) — Q""" (M/F)

dont on vérifie qu’il est induit par l'opérateur suivant défini sur
Qr o M*/g%) :

i i ) k k
*(w‘A...Aw’)=e(il,...,zr)w PA...Aw "7
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ou k <...<k_ _  estlasuite complémentaire de i <i ...<i
dans (1,2,...,n) et e(il s ir) est la signature de la permuta-
tion (il ,...,ir,kl ,...,k"_r).

On vérifie que 1’'on a la formule habituelle pour 'inverse de x.
Enfin, Popérateur de Hodge ** relatif 4 %% est relié 4 * par les
relations

sfao=xaAyx et xa=+(aAx) pourtout a€Q (M/F).

4.5. Produits scalaires pour & et §* : laplacien basique relatif a .

i) Nous munissons " (M#/éﬁ#) du produit scalaire <, >*
défini en (2.4.) et notons <,> le produit scalaire sur Q" (M/%)
obtenu par restriction de <,>* a IQ”°(M*/%*). Grice aux
relations précédentes, ce produit scalaire s’exprimera en fonction
de opérateur * par les formules :

[ 1@A*gAx)  silavariété basique W
w de &* est orientable,
<a,f>=
1 ~ N -~ ~ .
-5 j‘:v [(a A*BAYX) dansle cas contraire

pour tous a, BE Q" (M/F).

ii) Soit & :Q"(M/%) — Q" "' (M/%) Tradjoint de d par
rapport 3 <,>. En général on a bien sir da# 8% «. De méme
pour le laplacien % -basique A=dd+ 8d, ona Ao+ A¥a.

Finalement He(M/%)=Ker A est appelé I’espace des formes
harmoniques basiques de % . On vérifie de la facon habituelle que
les sous-espaces Ker A, Imd et Imé& sont deux i deux disjoints
et que 'ona Ker A=Kerd NKer 6.

L’opérateur A agit sur les sections invariantes du fibré A” @B(%),
il nous faut ’étendre en un opérateur agissant sur

Qo M*/g*) =T (A" @R&))

espace de toutes les sections de A" 3(%) et montrer que cette
extension est elliptique.

4.6. L'opérateur D.

i) Bien sir, la différentielle d: Q' (M/%) — Q' (M/%)
s'identifie a la restriction 3 ' (M/%) = IQ"°M*/%*) de 'opérateur
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dyo: U M*/F%) — Q1 (M*/F*) (cf. 4.3 ii)). Comme le produit

scalaire <,>, est obtenu par restriction de <,>* il s’ensuit que

8 est la restriction a "M/ &) de I’adjoint 81,0 de d,, par rapport

a <,>. Enfin A est la restriction de l'opérateur différentiel
r

A’ =d, 8% + 6% d,, aux sections invariantesde A®B (F ).
Malheureusement A' n’est pas elliptique.

ii) En 4.2, nous avons introduit une famille {Q,,Q,,..., Qy}
de champs fondamentaux de Iaction de SO(n) sur M* qui sont
aussi des chargps~ %#-feugletés. Ils définissent des opérateurs
différentiels {Q,,Q,,..., Qy} d’ordre 1 sur Y qui préservent
les formes 37#-basiques et que l'on peut considérer comme des

*
opérateurs différentiels au sens du complexe A @B ( 37'#). On pose

N
A=Y Q et D'=a+A

i=1
L’action de SO(n) sur M* préserve la fibration basique de o
donc induit une action isométrique de SO(n) sur W et pour tout
x €W on a une décomposition T,(W)* =TL(W)* & T (W)* ou
T(W) est lespace tangent a lorbite de SO(n) et Ti(W) est
l'orthogonal a T;(W). Si & est un vecteur cotangent 2 W en x,
la forme quadratique associée au symbole o (A') (x,§) [resp.
0(A") (x,§)] est définie positive pour §ETE(W)* [resp.
¢E€TI(W)*]. Par suite la forme quadratique associée & o(D’) (x, )
est définie positive pour tout ¢ et D' est elliptique (au sens du fibré

* #
A@B(CF)).

iii) Enfin on remarque que D’ préserve les sections du fibré
r r r
A B(F) = A ®R"(F%). Larestriction D de D' 3 AB(F) est bien
sir un opérateur différentiel elliptique. Sa restriction aux formes

SO(n) invariantes n’est rien d’autre que A; donc D est ’extension
annoncée plus haut.

4.7. THEOREME DE DEcoMpoSITION DE HODGE BASIQUE. — Soit (M, )
un feuilletage riemannien de codimension n sur une variété compacte
M. Pour tout r<n, ona:

i) dimJe'M/F) <+ oo,
i) Q"M/F)="M/F) ©Imd & Im 5.
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Démonstration. — Si. % est transversalement orienté, on déduit
du fait que D est elliptique, que ’on a

dim Ker D < + o0

Q"° M*/g#*)=KerD & ImD.

Mais 'opérateur D commute avec I’action de SO (n), et sa restriction
AIQ oM™ 5 %) est égale 4 A. On obtient donc une décomposition
analogue pour " (M/%) :

dim Ker A<+ o0

Q" M/F)=KerA®ImA=3"M/F) & Imd & Im §.

Si & n’est pas transversalement orientable, on passera i un revéte-
ment a deux feuillets convenable (M , %), les formes & -basiques

s’identifiant aux formes ;‘iix-basiques invariantes par I’action naturelle
de Z2 sur M L

4.8. COROLLAIRE. — Soit (M, &) un feuilletage riemannien de
codimension n. Pour tout r<n ona:

H (M/ %) =5 M/ ) .
Donc la cohomologie basique de (M, %) est de dimension finie
(cf [3D).

Pour finir, nous allons établir un théoréme de dualité de Poincaré
dans les mémes conditions et de la méme maniére que pour les feuille-

tages T.P. a partir du préliminaire technique suivant (analogue i 3.4).

4.9. PROPOSITION. — Soit (M ,%) un feuilletage riemannien de
codimension n. Si H” (M/%)# 0 on a les relations :
)&=(=D"%"1dx et
ii) *A = Ax.
Démonstration. — Si H" (M/&)# 0, & est bien sir transversa-

lement orientable ; H**N (M* /% #)# 0 d’aprés [3] et le morphisme I
relatif 3 * est un morphisme différentiel.

Pour établir la formule (i), on procéde comme en 3.4. (en se
restreignant 1a aussi au cas ot W est orientable !).
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Pour tout a€ Q"' (M/F) et BEQL " (M/F), on a la suite
d’égalités :

daAxP=daAxB+(—1)"1'aAdxp
dlaAxBAx]=daA*BAx+(—=1)""TaAd*»BAx
puisque d,, X =0,
difa A *BAX]=1[da A+ BAX]+ (= 1) 'T[aAd*BAX].
En intégrant sur W, il vient grace au théoréme de Stokes :
0=<da,B>+ (- D" '<a,+ ' d«p>

et 5:—= (= D"+~ ! d« est 'adjoint de d par rapport 4 <,> c’est-a-
dire 8 = &8 . La relation (ii) suit immédiatement . O

4.10. THEOREME DE DuALTE. — Soit (M,%) un feuilletage
riemannien de codimension n. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

i) & est transversalement orientable et la forme volume basique
v de % est harmonique ;
ii) H* M/ %) # 0,
iii) H* M/ &) vérifie la dualité de Poincaré.
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