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Résurgence-sommabilité de séries formelles ramifiées
dépendant d’un parametre et solutions d’équations
différentielles linéaires

JEAN-MARC RASOAMANANA (D

RESUME. — Dans cet article, nous établissons le caractére résurgent-
sommable de séries formelles ramifiées solutions d’une classe d’équations
différentielles linéaires. Nous analysons d’une part le probléme de la dépen-
dance analytique des sommes de Borel de telles séries par rapport aux
parametres de cette classe d’équations différentielles linéaires d’ordre deux,
et d’autre part, nous analysons la structure résurgente compléte associée
a ces séries formelles via Poutil des singularités générales (ou microfonc-
tions). Ceci permet d’étendre des résultats dis Y. Sibuya dans [31], et
également de fournir une illustration du puissant outil qu’est le calcul
étranger de J. Ecalle.

ABSTRACT. — In this article, we investigate the Borel-resummable and
resurgent properties of formal power series, solutions of a class of linear
differential equations. In particular, we study the analytic dependence of
the associated Borel sum in the parameters of the equations. We also
analyse the whole resurgent structure associated with these formal power
series thanks to the tool of microfunctions and the so-called alien deriva-
tives. These analysis allow us to extend some results due to Y. Sibuya in
[31], and to illustrate the powerful alien calculus of J. Ecalle.
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1. Introduction

1.1. Motivations

La théorie de la sommation de Borel a connu un essor considérable
depuis maintenant de nombreuses années, notamment dans le cadre Gevrey
([25], [26], [27]) et en théorie de la résurgence de J. Ecalle ([14], [15],
[17], [16]). Pour les problemes relevant de que l'on appelle la «résurgence
équationnelle » en théorie d’Ecalle, des techniques ont été développées avec
succes afin d’obtenir, & partir de séries formelles solutions d’équations diffé-
rentielles, aux ¢-différences ou aux dérivées partielles, de vraies solutions
analytiques de telles équations (voir notamment les travaux de D. Sauzin
[19], M.V. Fedoryuk [18], et de O. Costin [6], [7]).

En particulier, la théorie Gevrey-résurgente des équations différentielles
linéaires est bien connue, depuis notamment les travaux de J.P. Ramis ([28]),
de J. Ecalle ([14], [15], [17], [16]), de F. Pham ([5]), de M. Loday-Richaud
([20], [21]) ou de B. Malgrange (]22]).

Ont aussi été développées des applications a ’étude du spectre de
certaines classes d’opérateurs non hermitiens associés a I’équation de Schro-
dinger unidimentionnelle autonome ; le cas des opérateurs dont le potentiel
V satisfait & la relation V(x) = V(—Z), appelés opérateurs PT-symétriques,
a été étudié dans [9],[12],[13] et [32] (voir [2] et [3] pour les motivations et
les applications en physique).

Les finalités de cet article sont multiples : d’une part, il s’agit de démon-
trer le caractere résurgent-sommable de séries formelles ramifiées dépendant
de certains parametres, solutions d’une classe d’équations différentielles
linéaires d’ordre deux (voir [10]). En particulier, nous étudions de maniere
précise la dépendance analytique des sommes de Borel associées en les
parametres de ’équation. D’autre part, il s’agit également ici de contribuer
a donner une illustration du puissant outil qu’est le calcul étranger d’Ecalle,
avec, en application, une généralisation d’un théoréme di & Y. Sibuya (voir
[31]). Nous analysons en outre toute la structure résurgente associée a ces
séries formelles en utilisant le langage des singularités générales (ou micro-
fonctions) (voir [30]).

1.2. Problématique et principaux résultats

1.2.1. Phénomene de résurgence

Notation 1.1. — Dans tout ’article, nous notons a = (ay, -, @) € C™
et b= (b1, --,b,) € C".
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Dans cet article, nous considérons, dans le champ complexe, la classe
d’équations différentielles linéaires d’ordre deux suivante :

2

dx?

Qn(2,0) 5 ®(x) = Pn(z,a) ®(2), (1.1)

Pn(z,a) = 2™+ aj2™ ' + - + a, € Clz]avecm € N*,

Qn(z,b) = 2™ +bia" ' +..- +b, € Clz]avecn € N,

avec la condition n — m < 2 de sorte que l'infini est un point singulier
irrégulier de I’équation (1.1).

L’objet de cet article est ’analyse du phénomene de Stokes de I’équation
(1.1) a linfini via des méthodes résurgentes.

Nous parlons dans cet article de phénoméne de résurgence lorsqu’une
série formelle divergente solution de (1.1)

= r+2 —5 € Cllz71]),

=0 %1
ou ¢ est un entier positif, est telle que son mineur

—+oo

Q) =3 v e Cllch)]
,;JF( +1)

définit une fonction analytique (ramifiée) a ’origine et est prolongeable sans
fin, c’est-a-dire ici, qu’il se prolonge analytiquement sur le revétement uni-

versel C\{0, £2} de C\{0, £2}.

Le phénomene de Stokes & l'infini, caractérisé par la divergence de 1(z),
est analysé via les dérivations étrangéres A, qui sont des opérateurs mesurant
les singularités des déterminations de 1(¢) aux points singuliers de C\ {0, +:2}
qui se situent au-dessus de +2 (les dérivations étrangeres sont exactement
les logarithmes de 1’automorphisme de Stokes).

1.2.2. Méthode et principaux résultats
Par transformation de Green-Liouville, nous mettons dans un premier temps
Péquation (1.1) sous la forme normale suivante :
d2
7ﬁ\p+( F(27@7Z_7))\I/:Oa (12)
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ol
(m—n)(m—n-+4)
4(m —n + 2)222

2 1 2
F(z,a,b) = +O(z 2 =t € Z—Q(C[Q, b{z" =t}

(1.3)
est une fonction analytique a l'infini de pnTe , uniformément en g € K et
b e K’ (avec K compact arbitraire de C™ et K’ compact arbitraire de C™).

Nous remarquons alors qu’étudier ’équation (1.1) & l'infini dans la vari-
able z revient a étudier ’équation (1.2) & l'infini dans la variable z.

Les résultats obtenus pour I’équation (1.2) dans le cas m —n impair sont
résumés dans le théoréme suivant (nous obtenons un théoréme analogue
dans le cas ol m — n est pair) :

THEOREME 1.2. — Pour m—n impair, il existe une unique série formelle
¥ (z,0,0) € Cla, B[[=” 7=7]] (resp. ¥—(2,a,b) € Cla,b][[z"7=2])) dont
le terme constant est 1, telle que e *1, (z,a,b) (resp. e™*_(z,a,b)) est
solution de l’équation (1.2), et de plus :

Y_(z,a,b) = ¢+(wm72n+2 Z,w.a,w.b). (1.4)
Ces séries formelles 11 sont résurgentes par rapport a z, dépendent holo-
morphiquement de a et de b, et sont sommables de Borel' par rapport d z,
uniformément par rapport a a et b sur tout compact.
Leur structure résurgente est donnée par :

Agerinth_(2,a,0) = Sk(a, b))+ (2,a,b) si ke€2Z
AQeki"w+(ZaQ7 é) = Sk’(@; l_))’l/}_ (Zagyb) st k—1€2Z
Arpr =0 stnon,

ot A, désigne la dérivation étrangére en 7. Les coefficients Sk (a,b) sont de
plus des fonctions entiéres en a et b.

Le fait que les séries ¢ _(z,a,b) et ¥, (z,a,b) réapparaissent dans leur

comportement au voisinage des points singuliers est a l'origine méme de la
dénomination «résurgence» choisie par J. Ecalle.

1.3. Plan et conventions
1.3.1. Plan de l’article

Pour des raisons techniques, nous allons différencier le cas ou m — n
est impair (section 2) de celui ot m — n est pair (section 3). Par suite, les

(1) Excepté évidemment pour les directions singuliéres qui sont décrites par la structure
résurgente.
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démonstrations des résultats majeurs de ’article sont établis pour le cas ou
m — n est impair, mais nous indiquons de fagon précise comment on peut
en déduire leurs analogues pour le cas m — n pair.

Dans la section 2.1, apreés avoir ramené 1’équation (1.1) sous une forme
normale, nous établissons 'existence de séries formelles ramifiées bien nor-
malisées, solutions de ’équation mise sous forme normale, et a dépendance
en les coefficients a et b de (1.1).

Nous montrons ensuite dans la section 2.2 le caractere sommable de Borel
de ces séries formelles par rapport a une certaine variable z et nous analysons
en détails la dépendance analytique des sommes de Borel correspondantes
par rapport aux coefficients a et b de (1.1). Ce résultat permet de généraliser
un théoreme d’existence dit & Y. Sibuya (voir [31] p.15).

Nous prolongeons alors I’étude dans la section 2.3 pour établir le ca-
ractere résurgent de ces séries formelles bien normalisées, et nous décrivons
dans la section 2.4 la structure résurgente complete associée par le calcul
explicite des dérivations étrangeres (en utilisant notamment le formalisme
des microfonctions).

1.3.2. Conventions

Dans la suite de I'article, il sera commode de voir £ comme un élément du
revétement universel de C* avec 1 comme point base. Puisque ce revétement
peut étre identifié & C par le biholomorphisme ¢ — z = ef, nous associons
a x son argument arg(z) € R.

Par ailleurs, dans tout ce qui suit,

Pm(x,g) wm;n + +2.OC (a b)xm;n*k
A N k\&, Y
Qn(va) k=1

désigne le développement asymptotique & l'infini en z de
notera que c(a,b) € Cla, b], Vk € N).
Notation 1.3. — w = em-n¥2 et pour A\ € C et z = (21,---,2;) € CF,

Azi=(Azp,..., ).

Dans toute la suite, nous supposons que a (respectivement b) est dans
compact arbitraire donné K C C™ (respectivement K’ C C").
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2. Le cas m — n impair
2.1. Existence de séries formelles «bien normalisées »

2.1.1. Transformation de Green-Liouville et forme normale

Nous considérons la transformation de Green-Liouville :

=z(x,a,b) = ’ 7Pm(t,g)
s=san= [\

(2.1)
‘I’(z,g,b):< %)4%,@,@)

ol le développement en série de Laurent-Puiseux en « de z(z, a, b) est donné
par

2 e X e (a,d) +2 12
. mont2 k(a, 0 mond2 g moni2 _1
Z(.T,Q, b)—ml’ 2 Z mx 2 cx 2 C[Qa l_)]{flf }

Remarquons que par quasi-homogénéité de P, (z,a) et de Q,(z,b),
m—n+2
zlwr,w.a,wb) =w" 2 z(z,a,b). (2.2)

La transformation (2.1) change (1.1) en équation suivante :

d2
7@‘114»(17}7(27@’1_7))\1/:0’ (23)

qui est notre forme normale désirée.

11 est utile de voir qu’étudier (1.1) & l'infini dans la variable x revient
a étudier (2.3) a linfini dans la variable z. L’application réciproque = :
(z,a,b) — x(z,a,b) peut étre identifiée & son développement en série de
Laurent-Puiseux

2
— 2 m—n+2
2(2,a,b) = (m;‘*z) +O(1) € 2 Cla, Y{z~ 72 }, (2.4)
et elle vérifie, grace a I'égalité (2.2), la relation :

2w 2, w.a,wb) = wr(z,a,b). (2.5)
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Dans (2.3), F(z,a,b) est définie par :

5 (P, 0)Q(0) - Q@ @.h)P(r,)
Fead = | Q@ b)P(.a)?

1 (P”(x,a)Q(:v, b) — Q"(x,b)P(z,a)

4 P(z,a)?

2Q'(w,b) (P'(2,0)Q(w,b) ~ Q' (2, b)P(z,0))
a Q(z,b)P(x,a)? >} |z = x(z,a,b)

Nous déduisons de (2.4) que :

(2.6)

F(za,b) = (m—n)(m—n+4)

o2 1 .
A(m —n + 2)222 +0(z 2 m-nt2) € ;C[Q,Q]{z m=n+2 }

(2.7)
est une fonction analytique a I'infini de zm:ifh% uniformément en g € K et
b e K’ dans tout compact de C™ (respectivement C™).

Par ailleurs, gréace a la propriété de quasi-homogénéité de P,,, de @, et de
(2.5) et (2.6), nous voyons que :

F(w™™ z,w.a,wb) = F(z,a,b). (2.8)

2.1.2. Solutions formelles
Nous avons alors le lemme immédiat suivant :

LEMME 2.1. — Il existe une unique solution formelle U (z,a,b) de (2.3)
satisfaisant a :

\Ij+(z7ga b) = eizw-‘r(zagvb)v (29)
o
a(a,b) __a
by(z,a,b) =1 +kz% Zm’“ 7 €Cla bl (2.10)

avec 1 comme terme constant. De plus, le développement en série formelle
Yy(z,a,b) satisfait ¢ Uéquation différentielle ordinaire suivante :

d? d
—@%r‘*‘za%r — F(z,a,b)4 = 0. (2.11)

Définissant enia
V_(z,0,0) = (w2 z,w.a,wb), (2.12)
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nous déduisons 'existence d’une unique solution formelle ¥_(z, a, b) de (2.3)
telle que ¥_(z,a,b) = e*9)_(z,a,b) avec y_ € Cla, Q][[z‘m]] de terme
constant égal & 1. Notons que ¥, ¥_ sont linéairement indépendantes, de
sorte que (¥, ¥_) forme un systeme fondamental de solutions formelles
pour 'équation différentielle linéaire du second ordre (2.3).

2.2. Sommabilité de Borel des séries bien normalisées
et application

2.2.1. La 1-sommabilité

Remarque 2.2. — Nos notations seront quelque peu différentes de celles
employées par J. Ecalle (cf. [4, 5, 8, 14] pour plus de détails).

Nous identifierons de nouveau un élément du revétement universel de
C* (avec 1 comme point base) en spécifiant son argument dans R.

DEFINITION 2.3. — Un voisinage sectoriel de linfini d’ouverture I =
la, B[C R est un ouvert U du revétement universel de C* tel que pour tout
intervalle ouvert J C I, il existe z € U tel que zJ C U, ou zJ désigne le
secteur angulaire ouvert de sommet z et d’ouverture J.

DEFINITION 2.4. — Si U est un voisinage sectoriel de linfini d ouverture
I et si U est holomorphe sur U, on dit que ¥ est a croissance exponentielle
d’ordre 1 a linfini dans U si pour tout intervalle ouvert J C I, il existe
7>0 et C >0 tel que

Vz e UN0J, |¥(z)] < Ce™l?l,
Nous allons maintenant définir la notion de mineur. Nous le faisons ici

uniquement pour une classe de séries formelles utilisées dans cet article
(dans les définitions suivantes, il suffit de choisir ¢ = m —n + 2).

+oo
DEFINITION 2.5. — Considérons la série formelle ¥(z) = 7‘—}-2 Z[f_l €

k=0 <1

(C[[zié]], ot q est un entier positif. Alors, r est le terme constant de i) et

+o0
~ (&7 k 1 .
P(() = ————— (4 € C[[¢7]] est le mineur de 1.
€= % gttt eclel]

Autrement dit, le mineur d’une série formelle 1 n’est rien d’autre que
sa transformée de Borel sans son terme constant.
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Ceci nous permet de définir la sommabilité de Borel pour de telles séries
formelles.
+oo o
DEFINITION 2.6. — La série formelle ¢(z) = r + Z ﬁil
k=0 <1
est 1-sommable de Borel dans la direction (d’argument) o € R si:

€ C[[77]]

1. son mineur zZ(C) définit une fonction analytique (ramifiée) a lorigine?,

2. il existe un secteur ouvert 01 avec I un voisinage ouvert de o tel que
¥(C) se prolonge analytiquement dans 0I et est a croissance exponen-
tielle d’ordre 1 a Uinfini dans 01.

La somme de Borel s, (z) par rapport a z dans la direction o € R de la
série formelle v est définie par

Sath(2) =1 + /0 e P(C)dC.

Dans la définition 2.6, si 'on omet la condition de croissance a l'infini
(condition 2.), alors on dit que % est présommable de Borel dans la di-
rection «, l'opérateur de sommation S, étant remplacé par 'opérateur de
présommation que 1’on ne définira pas ici, voir par exemple [8].

Les principales propriétés d’'une somme de Borel sont les suivantes :

PROPOSITION 2.7 [voir par exemple [11] p.482-435]. — Sip(z) = r +
“+oo
Z Zé—il € (C[[z_%ﬂ est sommable de Borel dans la direction o € R, alors :
k=0 %1

e sa somme de Borel S, (2) est holomorphe dans un voisinage sectoriel
. , i
de Uinfini U d’ouverture I =] — 5 Ty T of.
e S,U(z) est asymptote a ¥(z) a Uinfini dans U. Plus précisément,
pour tout sous-intervalle strict J de I, il existe C > 0 tel que, pour

N—1
o
tout N > 1, pour tout z € UNO0J, [Sap(z) —r — Z ﬁ—j—l‘ <
k=0 ?1

N
(JNr(E + 1)z

(2) Pour simplifier, nous gardons la méme notation 1 ({) pour la série et pour sa somme,
et ¢ doit étre vu comme un élément du revétement universel de C*.
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o o) =50 (506).

o si deux séries formelles ¥(2), ¢(z) € C|[z _%]] sont sommables de
Borel dans la direction o € R, alors Sq, (¥.9) (2) = 80.(¥)(2).Sa (@) (2).

2.2.2. Premier théoréme fondamental

THEOREME 2.8. — Le développement en série formelle 1, (z,a,b) = 1+

+oo
Z O[k:((l bll E(C[a b][[ prrp n+2]] (resp ¢ (27Q7b):'¢1+(wm_;+2 z7w.g,w.b))

k=0 Zzm— n+2

est sommable de Borel par rapport d z, uniformément en a et b pour a (res-
pectivement b) dans tout compact de C™ (respectivement C") , pour toute
direction de sommation excepté celles d’argument w(27m) (resp. 0(2m)).

2.2.3. Démonstration du premier théoréme fondamental

Cette partie est entierement consacrée a la démonstration du théoreme
2.8.

Gréce a la relation (2.12), il suffit de démontrer le résultat pour la série
,(/)-‘r (Za a, l_)) .
Nous devons analyser les propriétés analytiques ainsi que la croissance

I'infini du mineur

—+oo

T S st SR (S R CRE)

k=0 (m—n+2 + 1)

de ¥4 (z,a,b) (cf définition 2.6).

Etant donné que le mineur ¢4 (¢, a,b) est une fonction multivaluée en
—1 ‘ . sz .
¢m=n+2_ nous allons étudier ses propriétés analytiques sur la surface de
Riemann de (™="+2 désignée par la notation &,,_, 2.

Pour obtenir la 1-sommabilité, il suffit, outre la croissance exponentielle
d’ordre 1 & Pinfini du mineur ¥4 (¢, a,b), d’étudier ses prolongements analy-

tiques dans le «feuillet principal » de C\{0, —2} x C"™ x C", qui s’identifie &

louvert du revétement universel C\{0, —2} x C™ x C™ consistant & enlever
chacune des m — n + 2 demi-droites au-dessus de | — 0o, —2].
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2.2.8.1. Introduction d’un paramétre de perturbation

A cet effet, nous revenons & ’équation (2.11). Au lieu de considérer cette
équation différentielle, nous allons plutot considérer sa déformation,

d? d
—@7,&4'2%1?—F(Z,Q7Q)+5F(Zaﬁ7[2)(1_w)Zoa (214)

ou ¢ est un parametre de perturbation. L’introduction d’un tel parametre va
nous permettre de réécrire ¥4 et son mineur 14 dans une forme analysable,
puisque (2.14) redonne (2.11) quand € = 1. Nous recherchons maintenant
une solution formelle de (2.14) sous la forme d’un développement en série
normalisé par rapport a e:

“+o0
P(z,0,b6) =1+ Vi(z,a,b)e", i€ %C[Q,Q][[ZW*IWH- (2.15)

En introduisant (2.15) dans (2.14) et en identifiant les puissances de €, nous
obtenons :

d? d
*@1/10 + 2@#’0 = F(z,a,b)

(2.16)

d d
—@7/1%1 + 2%¢k~+1 = F(z,a,b)Yr, k=0

Par transformation de Borel, ce systéme se traduit en terme des mineurs
U, (¢,a,b) des 9 (z,a,b) par les équations de convolution suivantes :

—~C2+ Qo =F
(2.17)

¢+ 21 = Pp* F, k>0

ol ﬁ(C,g, b) désigne le mineur de F(z,a,b), tandis que * désigne le produit
de convolution : :
60 = [ Bt - man
0

Il s’agit maintenant d’analyser les propriétés analytiques de

(¢, a,b,¢€) Zwk (C,a,b)e (2.18)
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2.2.3.2. Propriétés de la fonction F et conséquences

Le point crucial de cette analyse va venir des propriétés de F'.
En écrivant

F(za,b) z fula € HClotlf=7 ), (2.19)

—0 zm— n+2 +2

nous savons que

+oo
9k
G(z) = Z %, AVeC gk = sup | fna,b)], (2.20)
kg 272 aeK, beK'

—1
est une fonction analytique a I'infini de la variable z™===+2. Par conséquent,
son mineur

+oo

GO = — 2 ___(wEmtlecc{cmm) (221)
kZ:o F<m n-+2 + 2>

. LS . 71 .
est une fonction entiere de la variable (m=7+2 (avec une croissance expo-
nentielle & 'infini au plus d’ordre 1).

Par suite,

“+oo
g fk(a b) 2k +1 P
F(Gab) =Y — 88 (mmtl e (Cla, {7}
I;) F('rn n+2 + 2)

est une fonction holomorphe de ({,a,b) € €,,_pi2 x K x K’ telle que :
Y(C,a,b) € €y x K x K', |F(C,a,b)| <G, (2.22)

En utilisant le fait que F est une fonction holomorphe de ({,a,b) € €, p1aX
K x K’ telle que F(¢,a,b) = O(¢) uniformément en a € K et b € K', et
en utilisant des propriétés du produit de convolution, nous dedulsons facﬂe—
ment de (2.17) que chaque wk appartient a lespace Cla, b]{{™—n+2 "+2} et peut
étre prolongé analytiquement a (C\{O -2} x K x K', ol (C\{O —2} est le
revétement universel de C\{0, —2}.
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2.2.8.8. Construction d’une série majorante convenable et applications

Pour 0 < p < 2, nous définissons maintenant le domaine étoilé

Qn(p) = {C € Cnpaa, [C+2] > p, ¥ €[0,¢], 161 +2 > p} C Crpnyn
) (2.23)
ol ( désigne la projection de ¢ par I’application naturelle &, _,, 12 — C.

Nous introduisons la suite de fonctions analytiques hy(¢) définie pour
(€ Cpnto par: ~ N
pCho = G
(2.24)
pChir = he G, k>0
En comparant (2.24) & (2.17), et en utilisant (2.22), nous obtenons le lemme
suivant :

LEMME 2.9. —
V(¢ a,0) € Qun(p) x K x K, ¥k € N, [¢(C,a,b)] < hi([C]).  (2.25)
Démonstration. — Ceci se montre par une récurrence facile. Nous détaillons
juste ici le cas k =0 et le cas k = 1.

Pour tout (¢,a,b) € (2m(p)\{0}) x K x K’ nous avons dans un premier
temps :

Flc.ab) _ G _;
clic+2r < alp Mol

et cette inégalité s’étend & ¢ = 0 par continuité. Cela prouve (2.25) pour
k=0.

|VI/JO(C7 a, b)|

Par suite, pour tout ((,a,b) € (N (p)\{0}) x K x K’ :

‘F*wo C,a b |f0 7770/ b ¢0(C m, 4, b)d77|
ICIC + 2| S I¢lp '

En écrivant ¢ = |¢|e? et en faisant le changement de variable 1 = te?, nous
obtenons :

[41(¢,a,b)| =

¢ _ - Ier _ - )
/0 F(’I’%QW)O(C -na, b)dn = /0 F(tezevga Z_))’l,[}()((|c| - t)ele7ga b)dt

< ~ ‘ (SIS ~ o~
< [ IR0, 0 DL -e . b)lde < [ GORo((CI-t0dt = Gha(c]).
0 0
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Par conséquent, pour tout ((,a,b) € (2,,(p)\{0}) x K x K’,

G*EO(KD

[01(¢ a,b) < =202 = ha([¢])-
Clp
Cela donne (2.25) pour k = 1 par un argument de continuité. O
Désormais, h((,e) = th(()sk n’est rien d’autre que le mineur du
k=0
+oo
développement en série h(z,e) = Z hi(z)e™, ou les hy, sont définis récursive-
k=0
ment par :
d ho =G
sz 0=

(2.26)
d
7p—hk+1 = th, k 2 0.
dz
Ceci signifie que h satisfait a I’équation différentielle ordinaire suivante :

—p%h =eG(2)h + G(2). (2.27)

De (2.20), nous voyons que G est intégrable a U'infini, de sorte que la fonction

67% joo G(2')dz’ _1
(z,€) — - (2.28)

est une solution de Iéquation (2.27) holomorphe pour z dans un voisinage
de 'infini de la surface de Riemann de z7=772 et £ € D(0,R), R > 1.

En outre, son développement en série de Taylor en € = 0 est exactement

+oo
h(z, €)= Z hi(2)e®. Par suite, en posant :
k=0

G(z) = G(2")dZ € 2—1([:{2*@}7
—+o00

nous en déduisons que :

(_1)k+1 1
PFT (k+1)

Vk €N, hy(z) = GE(2). (2.29)

. . N . . 2
Comme G est une fonction analytique a l'infini de la variable z™~ m=n+2
nous en déduisons que son mineur G est une fonction entiere de la variable
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¢ m+n+2, avec au plus une croissance exponentielle a 'infini d’ordre 1 en
¢ € Cpnyo il existe (¢, By) €]0,+0o[? telles que, pour tout ¢ € €., 40,
on ait

1G(Q)] < cePoldl, (2.30)

De (2.29) et (2.30), nous déduisons alors les majorations suivantes :

Y € N, (O] = | e G0 () € o 1L emuc
PRSI R () 1) S Rk 4+ 1)1 k! '
(2.31)
Nous obtenons donc :
~ 1 c kol
Vk €N, [h(Q)] < m(;) elel (2.32)

avec B=Bg+1>0.

Nous en déduisons finalement que ﬁ(( ,€) définit une fonction holomor-
pheen (¢,¢€) € €p_pny2 x D(0, R), avec une croissance exponentielle au plus
d’ordre 1 & linfini en ¢, uniformément en ¢ € D(0, R) et plus précisément
qu’il existe A, B €]0, +o0] tels que

V(C,€) € Cpia X D(0,R), |h(¢,e)| < AePIEl

2.2.3.4. Conclusion

Ce dernier résultat, mis avec (2.25), montre que le développement en
+oo

série J(C,Q, be) = Z Dk (¢,a,b)e” converge uniformément pour ¢ sur tout

k=0
compact de Q,,(p), a € K, b€ K' et € € D(0, R), et de plus,

V(¢ a,b,€) € Qn(p)xKxK'xD(0,R),  [$(C,a,b,¢)| < h(|¢], |e]) < AePll.

En faisant ¢ = 1, nous déduisons le méme résultat pour 1;+(§ ,a,b) : holo-
morphie en €Q,,(p) x K x K’ croissance exponentielle au plus d’ordre 1 &
Pinfini en ¢, uniformément en g € K et b € K'.

Puisque p > 0 peut étre choisi arbitrairement petit, nous avons montré
que, excepté pour les directions d’argument o = w(27), il n’y a pas de
singularités sur la demi-droite arg ¢ = o et, ¥ ((, a, b) ayant une croissance
exponentielle au plus d’ordre 1 a l'infini en ¢, uniformément en a € K et
b € K’, nous déduisons que 1 (z,a,b) est sommable de Borel par rapport
& z, uniformément en a et b € K’ pour a (respectivement b) dans tout
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compact de C™ (respectivement C™), pour toute direction de sommation
excepté celles d’argument 7w mod (27).

Grace & (2.12), un résultat analogue peut étre obtenu pour ¢ _(z,a,b).
Le théoreme 2.8 est démontré.

2.2.4. Application

Le théoréeme précédent permet d’établir le théoreme fondamental d’exis-
tence 2.10, qui peut étre vu comme une adaptation d’un théoreéme classique
di a Sibuya ([31], p.15 ; voir aussi [23] et [1]). Il affirme I’existence et 'unicité
d’une solution de I’équation de Schrodinger unidimensionnelle autonome

(&) 2 L a(e) = P(r,a) B(2),

définie par son développement asymptotique a l'infini.
THEOREME 2.10. —
1. L’équation différentielle (&,,) admet une unique solution ®o(z,a)

satisfaisant a la condition suivante :

dy est wune fonction analytique de x dans le secteur
Yo = {lz| > 0, |arg(z)] < 22} telle que, dans tout sous-secteur
strict® de X, ®o admet un développement asymptotique a linfini
de la forme *

Tdo(z,a) = 2" Ve @D g (2, a),

uniformément par rapport a a sur tout compact de C™; nous avons
noté :

T est l'opérateur “développement asymptotique”,
r(a) € C,

S(x,a) € Clallz?],

¢o € Clalllz~2]].

Plus précisément, nous avons les formules suivantes :

(3) Nous désignons par sous-secteur strict de g un secteur Eg de la forme
3T
28 = {|z| > 0, |arg(z)| < i 8} avec 6 €]0, %’r .

(4) Dans tout le théoréme, z* = exp (alog(x)) avec log(x) réel pour arg(z) = 0.

- 318 -



Résurgence-sommabilité de séries formelles ramifiées dépendant d’un parameétre

i) sim est impair,

i1) sim est pair, 1

b0 € Cla][[z™"]] de terme constant 1.

2. La fonction @y peut étre prolongée analytiquement en x au revétement
universel de C*, et elle est une fonction entiére de a.

3. La dérivée ®) de ®¢ par rapport ¢ x admet un développement
asymptotique a l'infini de la forme :

d d m
! <dxq)o($,2)> = = (T®(w,0)) = ™ @F #7150 (1 4 o(1))

lorsque x tend vers Uinfini dans tout sous-secteur strict de g, uni-
formément par rapport a a.

Remarque 2.11. — Bien sir, le développement asymptotique T®q(x, a)
de &y a l'infini dans Xy peut étre calculé de maniere algorithmique. Par
exemple, pour m = 3, nous obtenons (avec Maple) :

_248/2_ /2 _1
TOy(z,a) = e 57 ~1@ " pmax

1.92y.—1/2 1.2 141 1.2y 1 —3/2
(1+ (a2 — 2ad)a=Y2? + (—2a}az + Hat — a1 + 2ad)a=t + O(2=3/2)),
et pour m =4 :
Tdo(x,a) = e(~37 ~301%) (-5 —gaz+5al)
1.3 _ 1 1 1 -1 5 2 1.2 1 4 1,29 5 92
(1+ (508 — ga102 — g1 + gas)z™" + (Faf — f5a3 — graias + gzafad + Fafar—

1 . i, 1. _ 9 4 _ 1 _ 3 4 1 .6 1 3., 1.2y,.-2 -3
010203 + 704 — 702 — 55507 — 70103 — 15 + 530) + 330103 + gaz)z " + O(x ) -
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Démonstration. — Nous reprenons les notations de la section précédente
2.1.
Ici, Q(x,b) = 22 de sorte que n =2 et b = 0.

Soit ¢o(x,a) € Cla][[x2]] définie par la formule suivante :

"W S@a) g (1 q) = Le—

Prrat’ V20l 600

Par définition des 4, le membre de gauche de cette égalité est une solution
formelle de I’équation (&,,).

Nous savons par le théoreme 2.8 que ¥ (z,a,0) est sommable de Borel
pour la direction d’argument 0. Pour ¢ dans un compact K de C™, cela
nous permet de définir la fonction

Jz

Dy(x,a) = ———e€ %5 z,a,0) ], _ ,

0( —) Pm(l',g)% 0¢+( “ —) |Z — Z(.T,Q,Q)
qui est une solution analytique de (&,,) pour z dans un voisinage sectoriel de
I'infini d’ouverture | — %, 5[ et a dans K. Notons que la taille du voisinage

sectoriel dépend de K. Par l'application réciproque z < z (donnée par
(2.4)), cela correspond & un voisinage sectoriel de l'infini de la variable
x d’ouverture | — = [ Par le théoreme 2.8 de nouveau, ®, peut étre
prolongée analytiquement en variant les directions de sommation sur |—, 7|.
Cela montre que ®( est holomorphe dans un voisinage sectoriel de I'infini de
la variable z X{, d’ouverture |— %, %’T[ et, par construction, ®( est asymptote
A 2" @e=3@D gy (2 a) A infini dans ), uniformément en a € K.

Par ailleurs, I'unicité d’une telle solution ®¢, parmi les fonctions admettant
un développement asymptotique au sens Gevrey, se déduit directement du

théoreme de Watson (voir [22] p.12).

Par suite, puisque pour tout sous-secteur strict ¥ de X I’ensemble X\ XN
%{, est borné, tout ce que nous avons a faire pour obtenir le point 1. du
théoreme 2.10 est de montrer que ®y peut étre prolongée analytiquement
en € Y. Ceci est une conséquence du théoreme de Cauchy : prenons un
point o dans ¥ et considérons la donnée (Do (xo, a), PH(x0, a)). Alors Dy est
uniquement définie par cette condition de Cauchy, qui est holomorphe en g €
K. Puisque I’équation différentielle linéaire (&,,) est holomorphe en (z,a) €
(9: x C, nous en concluons que ¥ peut étre prolongée analytiquement a
C* x K, ou C* désigne le revétement universel de C*. Nous terminons en
notant que K peut étre choisi arbitrairement. Cela montre également le
point 2. du théoreme 2.10.
La partie (3) du théoréme 2.10 découle du fait que la sommation de Borel
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X P d
par rapport a z commute avec la dérivation T (Il
z

Ainsi, nous avons la proposition suivante :

PROPOSITION 2.12. — Lorsque m est impair, la fonction analytique Pg
du théoréme 2.10 est donnée par :

(I)O(xag) = L

—z
Pm(x’g)% € Sa¢+(2,g) ‘Z = Z(x,Q)’ (233)
pour x dans un voisinage sectoriel de linfini d’ouverture | — - — %‘“, = —

291 uniformément en a pour a dans un compact quelconque de C™, ot la
m

direction de sommation de Borel a varie entre | — m, +7].

2.3. Phénomeéne de résurgence

DEFINITION 2.13. — Une série formelle (z) = 7"—1—2 ’“+1 Zﬁé]}
=0 %"
est résurgente si son mineur (¢) définit une fonction analytzque (ramifiée)
a lorigine et est prolongeable sans fin, i.e., pour tout L > 0 il eriste un
sous-ensemble fini 0, C C tel que ¥ peut étre prolongé analytiquement le
long de tout chemin X\ de longueur < L évitant Q.

Remarque 2.14. — Cette définition® peut s’étendre & une algebre de fonc-
tions résurgentes étendues que nous ne précisons pas ici.

Remarque 2.15. — Dans cet article, le prolongement analytique sans fin
se fait sur le revétement universel C\{0, £2} x C™ x C".

PROPOSITION 2.16. — Si deux séries formelles ¥(z) = r + Z k+1
k=0 1
. RECH .
Cllz"4]] et d(2) = s—i—z E1 © C[[z~ «]] sont résurgentes, alors le produit
k=0 %1

V.9(2) est aussi résurggnt : le mineur de 1.¢(z), qui est donné par

V-6(C) = 1.0(C) + 5-P(C) + ¥ * 6(0),
(2.34)
/ w C n)dn (le produit de convolution),

est prolongeable sans fin.

(5) Notons que J. Ecalle propose une définition plus générale.
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Pour une série formelle résurgente, il peut arriver que nous ne puissions
pas définir sa (pré)somme de Borel dans une direction donnée o € R du fait
de la présence de singularités pour son mineur le long de cette direction :
c’est I’essence méme du phénomeéne de Stokes.

DEFINITION 2.17. — Considérons une série formelle résurgente ¢¥(z) =
= AL _1 . . . . \ .
r—i—Z E7 € C[[z"4]]. Soit a € R une direction singuliére pour le mineur
k=0 %1
¥(C)-

Hypothése : nous supposons qu’il existe € > 0 tel que QZ(C) puisse se pro-
longer analytiquement dans le secteur ouvert Ola, o + €[ (resp. Ola — €, ¢
avec une croissance exponentielle d’ordre 1 a l'infini. Nous supposons aussi
que cette croissance exponentielle o l’infini s’étend a un chemin [0, coe'™ + |
(resp. [0,00e™ — [) qui contourne les singularités par la gauche (resp. par
la droite) le long de la direction «, voir figure 1.

Alors ¢ est sommable de Borel a droite (resp. gauche) dans la direction a,
sa somme de Borel droite (resp. gauche) So4+1 (resp. So—1) étant définie
par

coet®+ _
Sasth(2) =7+ /0 (e,

.. . . . ’/T 71'
pour z dans un voisinage sectoriel de linfini d’ouverture | — 5~ a, 5~ al.

0 .—M Sommation droite

Sommation gauche
" NN\ N\

Figure 1. — Le chemin d’intégration pour la sommation droite

(resp. gauche) (pour a = 0).

Dans la définition 2.17, il est possible de supprimer '’hypothese : il faut
alors remplacer la somme de Borel & droite (resp. gauche) par la présomme
de Borel & droite (resp. gauche) voir par exemple [8]. Autrement dit, toute
fonction résurgente formelle est toujours présommable de Borel & droite et
a gauche (dans toute direction).

Notons que la proposition 2.7 est encore valide pour la somme de Borel
a droite et & gauche. En outre, lorsque 9 est (pré)sommable de Borel dans
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la direction a € R, alors

Sa®(2) = Sat¥(2) = Sa_V(2).

En revanche, un défaut de coincidence entre S,y1(z) et So_1(z) est
caractéristique d’un phénomene de Stokes et la direction « est qualifiée de
singuliere.

De fait, pour étudier le phénomene de Stokes, il s’agira de comparer
les (pré)sommations droite et gauche par l'intermédiaire des dérivations
étrangeres que nous définirons dans la section 2.4 suivante.

2.3.1. Problématique

Dans cet article, dans le but d’établir le caractere résurgent des séries
formelles 94 (z,a,b) ou ¥_(z,a,b), il faut analyser la propriété de prolonge-
ment analytique sans fin sur le revétement universel (C\{’O,viQ} x C™ x C"
des mineurs @L_ (¢,a,b) et zbv_ (¢,a,b) (ou, comme on le verra dans la section
2.4 suivante, des magjeurs associés).

Nous allons voir que les arguments utilisés pour prouver le théoréeme
2.8 peuvent étre étendus pour analyser la structure analytique complete du
mineur 9 ({,a,b) de ¥4 (z,a,b). Les techniques employées sont analogues
a celles utilisées dans [20] et [ 9]. C’est 'objet du théoréme suivant.

2.3.2. Deuxiéme théoréme fondamental

THEOREME 2.18. — Le mineur 14 (C,a,b) € Cla,bJ{¢77} (resp.
1:1;_((,@, b)) de ¥4 (z,a,b) (resp. ¥_(z,a,b)) peut étre prolongé analytique-
ment en (¢,a,b) € (C\{/O,vf2} x C™ x C" (resp. ((,a,b) € (C\{/O,v+2} X
CmxC"), ou C\{/O\,/:N:Q} est le revétement universel de C\{0,£2}. De plus,

Y1 admet une croissance exponentielle au plus d’ordre 1 a l'infini en C, uni-
formément en a et b, pour a (respectivement b) dans n’importe quel compact
de C™ (respectivement C™ ).

2.3.3. Démonstration du deuxiéme théoréme fondamental

De nouveau, grace a la relation (2.12), il suffit de montrer le résultat
pour ¥4 (¢, a,b) seulement.

Dans la démonstration du premier théoreme fondamental 2.8, nous avons
réalisé ¢+ (¢,a,b) comme somme d’une série de fonctions 1/)k(<,a b) qui se
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prolongent analytiquement sur le revétement universel de C\{0,+2}. Nous
avons également montré la convergence uniforme de cette série dans le do-
maine €, (p), de sorte que, quand p tend vers 0, ¢4 se prolonge sur 'ouvert
du revétement universel C\{0, —2} x C™ x C™ consistant & enlever chacune
des m — n + 2 demi-droites au-dessus de | — 0o, —2].

Il s’agit maintenant d’étudier le prolongement analytique de la série
+oo
¥(¢,a,b) = Z Yi(¢, a, b) sur le revétement universel C\{0, 2} de C\{0, £2}.
k=0

Dans la suite, nous notons ¢ le projeté de ¢ € C\{r()\,/:t2} sur C et nous
fixons p €]0,1[,a € K et b e K.

Nous désignons encore par D(0, p) le disque ouvert centré a origine et
de rayon p.

2.5.3.1. Les sous-ensembles R, et applications

Nous posons :

R, = {c e C\{0,£2} /Ic| > p, [(+2 > p}.

Chaque élément ¢ € R;, peut étre représenté par des chemins v (cf. figure
2) de classe C!, d’origine 0 et d’extrémité ¢, qui restent dans R}, (excepté
évidemment pour le morceau initial dont la projection sur C est contenue
dans D(0, p)).

a0

Figure 2. — Un chemin ~,

Dans la classe d’homotopie a extrémités fixes d'un chemin ~., il existe
un unique chemin de longueur minimale (i.e. un chemin optimal) que nous
notons Ac. Ce chemin est une concaténation de segments (rectilignes) et
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d’arcs de cercles, et il est également inclus dans R; (excepté pour son seg-
ment initial issu de l'origine dont la projection sur C est contenue dans
D(0, p)) (voir [24] p. 1208-1209 pour plus de détails).

Nous pouvons paramétrer le chemin ¢ par la longueur de I'arc :
0,1c] — C\{0,£2} ; tne(t)

avec 1¢(0) = 0 et ¢ (le) = ¢ (I¢ désignant la longueur du chemin A.).

De plus, Vt € [0,1¢], [ne(t) =1 et [C —ne(t)] < e —t.

Remarquons ici que le chemin A¢ n’a pas besoin d’étre symétriquement
contractile puisque les produits de convolution qui vont intervenir ne se font
qu’avec la fonction F qui est une fonction entiere de la variable ( m—n+2 .

Nous notons R}’ I'ensemble des points de (C\{/O\,/ +2} représentés par
un segment de longueur inférieure ou égale a p, de sorte que pour de tels
éléments, A = [0,¢].

Nous posons alors : R, = R,UR,,.

Concernant les propriétés du produit de convolution, nous avons le lemme
suivant :

LEMME 2.19. — Soit ¢ une fonction analytique de Cmflnﬂ au voisinage
de lorigine se prolongeant analytiquement sans fin a R,.

Alors, nous définissons le produit de convolution ¢ * F par :
~ - l¢ -
Ve Ry, 01F(Q) = [ 9GP0 = [ o) F(Cne(o)r 0.
¢

Ce dernier définit une fonction analytique de la variable Cm3n+2 au voisi-
nage de l'origine et se prolongeant analytiquement sans fin a R,.

Par ailleurs, s’il existe une fonction H continue positive croissante sur
R* telle que |¢(Q)| < H(l¢), V¢ € Ry, alors nous avons la majoration sui-
vante :

V¢ € Ry, 6% F(C)] < H + G(le).

Démonstration. — Les propriétés d’analyticité du produit de convolu-
tion sont bien connues.
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Par ailleurs, pour ( € R, nous avons :

l¢

$* F(C) = i S(ne () F(C — ne(8)nl-(t)dt,
d’ou :
_ le ~
6+ F(O)| < /0 (e NIF(C — ne(t))|dt

(car [ne(8)] = 1).

Comme
[p(ne(t)) < H(ly (1))

[F(ne(t))] < Gllyeqn)

l

et

ne(t) S

vt € [0,1c],
le—nery S le =1,

nous en déduisons finalement, par croissance sur Rt des fonctions H et G :

[¢(ne (1)) < H(t)

[F(ne(t)] < G(le — ).
Par suite, nous obtenons l'inégalité :

- l¢ ~ ~
o FQI< | HOYGe ~ )t = H = Glc).

O

2.3.3.2. Construction d’une nouvelle série majorante et conséquences
Nous revenons maintenant aux mineurs .

Nous rappelons que ces derniers sont définis par le systeme d’équations
de convolution suivant :

—C(2+C)1;0 =F

—C(C+ 2P = F, k> 0.

Il s’agit maintenant de controler les ’(Zk de la méme maniere que dans le
feuillet principal : plus précisément, il faut trouver des fonctions majorantes
H;, pour lesquelles on ait convergence de la série Z Hi (¢ )ek .

k=0
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Remarquons que nous avons toujours la majoration |¢| < I mais qu’en

NN

revanche, il n’y a pas de constante d uniforme telle que I, ¢| sur tous

les feuillets de R,,.

1
d

Afin de contourner cette difficulté, nous introduisons, pour N € N, les

sous-ensembles de R, suivants : R](,N) est le sous-ensemble de R, formé des

éléments ¢ tels que le chemin A¢ optimal associé ne contient pas plus de NV
arcs de cercle dont la projection coupe I'axe réel.

Par suite, nous avons : R, = U Rg)N ),
NeN

En outre, nous avons les propriétés fondamentales suivantes :

YN €N, V¢ € RS, 3dy €]0,1], le < 7= [C]

VNeN, ceRM =1, c RV,
Fixons N € N.

Nous définissons maintenant, comme dans le feuillet principal, la suite
de fonctions analytiques Hj, définie pour ¢ € RZ(,N) par :

pCHo(C) = Gay
(2.35)

pCHi1(C) = Hy(C) * Gay, k>0,

ot Gay (€) = #é((), V¢ € R,(,N) (en particulier, Gq, est une fonction

entiere de (7777 et est croissante sur RT).

La suite de fonctions (Hy)ren est précisément la suite de fonctions ma-
jorantes recherchée au sens du lemme suivant :

LEMME 2.20. —
Vk € N,V(¢,a,b) € RN x K x K, [(¢,a,b)| < Hi(le).

Démonstration. — La démonstration est quasiment identique a celle de
la proposition 2.8.
Soit N € Net (¢,a,b) € RN x K x K.

Nous procédons par récurrence sur k € N.
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Pour le rang k = 0, nous avons les majorations suivantes :

_ PGl G gy

TOKlC+2l T pdyle

|1;0(<7 a, b)l

(car G est croissante sur R™).

Supposons maintenant que |1 (¢, a, b)| < ﬁk(lc), et montrons qu’alors :
[Vi41(¢, a,0)| < Hiq1(le).

Par définition, nous avons :

- _ 9w * F(¢a,b)|

Par hypothese de récurrence et par définition de G , nous obtenons grace au
lemme 2.19 la majoration suivante :

~ H,. +G(l ~
e (e < G _ g,
pdnl¢
Ceci termine la démonstration. O

2.3.8.3. Conclusion

Nous terminons alors la démonstration exactement de la méme maniere
que dans le cas du feuillet principal, en montrant d’abord que :

™) g ! il
VkeN,VN e N, V¢ e R, [Hi(le)| < (pdN)k+1(k+1)|6 N

puis que finalement :

[~

Q)

N

YN € N, Y(¢,a,b) € RIN) x K x K, [4(¢,a,b)| < A'(dy)e”

(avec 0 < A < A'(dy), A et B étant les constantes figurant dans la
démonstration du théoreme fondamental 2.8).

2.4. Structure résurgente

Afin d’étre complet dans cette étude de la résurgence, nous terminons
par le calcul des dérivations étrangeres qui vont nous donner les relations de
résurgence liant 14 et ¢_ et permettre ainsi d’explorer, par « contrecoup »,

les différents feuillets de C \ {0, £2}.
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2.4.1. Notions de microfonctions et de majeurs

Le phénomene de Stokes peut s’étudier grace au calcul différentiel étranger
dont les opérateurs, les dérivations étrangeres, sont exactement les loga-
rithmes de ’automorphisme de Stokes.

Ce dernier se décrit en comparant les présommations de Borel droite
et gauche. Afin de construire une algebre convenable qui soit stable par
l’automorphisme de Stokes et de pouvoir y définir correctement les dérivations
étrangeres, il convient :

1. soit d’imposer des restrictions sur la forme de toutes les singularités
des mineurs : dans le cadre de cet article, il s’agit de demander aux
mineurs (qui sont des fonctions holomorphes de (=2 au voisinage

de Porigine se prolongeant sans fin sur C\ {0,+2}) d’avoir un com-
portement du type :

{pole simple} + {fonction de ¢ m71n+2} + {singularité logarithmique}
au-dessus des singularités 0 et 2, ou 0 et —2 (selon les cas),

2. soit d’élargir le point de vue et de travailler avec le formalisme des sin-
gularités (ou microfonctions) et des fonctions résurgentes générales.
L’avantage de cette derniere méthode est l'utilisation de majeurs et

le fait que nous n’ayons plus besoin de connaitre a priori la forme des
singularités des mineurs.

Nous allons adopter ici le deuxiéme point de vue (nous renvoyons le
lecteur & [30] pour plus de détails).

Nous notons C* le revétement universel de C \ {0}, vu comme la surface
de Riemann du logarithme.

Nous notons également ¢ € C* — ¢ € C\ {0} la projection canonique.
DEFINITION 2.21. —

1. Nous désignons par ANA espace des germes de fonctions analytiques
dans un domaine D de la forme :

D = {re’ J0 < r < h(6), € R} C C,
avec h: R — RT continue (D est un voisinage « spiralé» de 'origine).
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ANA
2. Nous notons SING = ——— l’ensemble des singularités (ou micro-

C{¢}

fonctions).

v v
Un représentant ¢ de la singularité ¢ est appelé un majeur de cette
singularité.

Nous notons :

\Y%

singy : ANA — SING, qé — ZS = singy(¢(Q)).
v

v v ,
3. L’application déduite de ’opérateur de variation ¢(¢) — ¢(¢)—d((e2™)
est notée :

v

var: SING — ANA; ¢ = sz'ngo(é) — (;5(0 _ é(C) _ qvﬁ(Ce_Qm).

~ v v
Le germe ¢ = var¢ est appelé le mineur de la singularité ¢.

Remarque 2.22. — Le noyau de var est isomorphe a I’espace des fonctions
entieres de % sans terme constant (voir [30] p.39-40).

Ezemple 2.23. — Les exemples usuels de singularités sont les poles :

1 —1)" n!
6= sing0<2—>, 5 = sing()(w), Vn > 1,

i 2mi¢ntl

et les singularités logarithmiques de variation réguliere :

G = singy 51 Q) o(©) ). 30) € €.

PROPOSITION 2.24 (voir [30] p.47-48-49). —

1. L’espace SING peut étre muni d’un produit de convolution * com-
mutatif et associatif qui en fait une algébre commutative, d’élément

unité 6 = sing, omic )
2. L’opérateur linéaire de SING

% v

d:¢— —(o

correspond a une dérivation et son noyau est Co (0 correspond du
reste a l’opérateur d—dz du modéle géométrique).
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Nous sommes maintenant en mesure de définir une bonne algebre pour
les dérivations étrangeres pour le cas qui nous occupe.

DEFINITION 2.25. —

1. Nous notons EE/SQZ lespace des germes de ANA qui s’étendent ana-

lytiquement au revétement universel C\ 2Z de C\ 2Z (c’est l’espace
des mineurs résurgents).

2. Nous définissons son analogue dans le modéle convolutif par :

v —_—
RES,7, := var *(RES,z) C SING.

v
PROPOSITION 2.26 (voir [30] p.51-52). — RES,7 est une sous-algébre de
SING, stable par convolution.

Nous pouvons maintenant définir la dérivation étrangere A, comme

v
opérateur interne de RES,7 de la facon suivante :

v v .
DEFINITION 2.27. — Pour tout ¢ € RES;Q/Z et tout w = 2me avec m €
N* et 0 € 7Z (w est vu comme élément de C* tel que w € 27" ),

Aw; = Z Iw Singo (C\I/)'y(e)> )

€15eEm—1€{+,—}

ot p(e) et qe) = m — 1 — p(e) désignent le nombre de signes ‘+’ et de
signes -’ dans la suite €, ot le chemin ~y(g) relie |0, Lw| et |™Lw, w| en
swivant le segment |0, w[ mais en contournant les singularités intermédiaires

2ret? = —w par la droite si €, = + et par la gauche si e, = —, et ot le

~ v
prolongement analytique du mineur ¢ de ¢ détermine le majeur :

(\I;'y(s) (C) = (Cont'y(e)(g)(w + C)v arg(w) —2r < arg(() < a‘rg(w)v |<| < 2.

Remarque 2.28. — Nous avons donc besoin simplement d’une hypothese

~ \ v
de prolongeabilité sans fin sur le mineur ¢ de ¢ pour pouvoir définir A, ¢.
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PROPOSITION 2.29 [voir [30] p. 25 et 52]. —

\
1. Les opérateurs A, sont des dérivations de l’algébre RESyy. Elles
vérifient en outre la régle de Leibniz :

v v v v v v \% v v
Vo1, ¢1 € RESyz,  Au(dy x ¢3) = (Augy) * o + ¢y x (Audy).
% v v \%
2. De plus, V¢ € RESyy, A, (3 qu) = (—w+ 9)A,¢.
Les opérateurs A, peuvent induire dans le modele géométrique des

opérateurs analogues via la transformation de Borel inverse.

Le probléme est que cette derniére n’est pas définie sur ’espace de toutes
les singularités : il faut se restreindre a des sous-algebres convolutives de
SING, les plus courantes dans la pratique étant la sous-algebre des singu-

larités simples notée SINGS™P et celle des singularités simplement ramifiées
notée SING®> ™,

En terme de singularités, SING®™P est constituée des singularités qui
admettent un majeur de la forme

const. § + % HO)log(C),  H(Q) € T{c),

et SING® ™™™ est constituée des singularités admettant un majeur de la forme

P(2) + 3 3(Q)l0g(0), 5(0) € (¢}, PX) € CIx),

Dans ce cas, nous avons 'isomorphisme suivant :

v b~ .
B:¢= chz’" € Cllz Y1 = & = cod + "¢ € SING®™P,

n=0

olt C[[z1]]; désigne I'espace des séries formelles de type Gevrey-1 et ¢(¢) =

Cet isomorphisme s’étend naturellement en

N
v ~
B: ¢ = E cpz " e C((Zil))l — q’) = E C_k(;(k) + |7¢ c SINGS‘ram,
k=0

n>—N
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ot C((271)); désigne le corps des fractions de C[[z7!]]; (i.e. 'espace des
sommes d’un polynéme en z et d'une série Gevrey-1 en 271), N dépend de
¢ et ¢ est défini comme précédemment.

En revanche, nous pouvons définir de maniére générale une transformée
de Laplace pour les singularités (ou les majeurs).

DEFINITION 2.30. — Soit 0 € R. Soit Z) = singo(z)) une singularité de
SING telle que son mineur ;5 se prolonge analytiquement le long de la demi-
droite 10, e [C C* avec une croissance au plus exponentielle a l’infini d’ordre
1 dans cette direction.

v
Nous définissons alors la transformée de Laplace de ¢ par :

ae’? e?o0

o= [ eo0dc [ e oo

aet?

ou a > 0 est assez petit et la premiére intégrale est prise sur un cercle centré
en l'origine.

PROPOSITION 2.31 (Voir [30] p.50-51). — Sous les hypothéses de la deﬁ

nition 2.30 précédente, (£9¢) ne dépend pas du choizr de a ni du majeur (;5, et
définit une fonction analytique dans un demi-plan de la forme R(ze?) > 7.

v
Remarque 2.32. — Les transformées de Laplace d’une singularité ¢ dans
des directions voisines ; < @, peuvent se recoller et définir ainsi une fonc-

v
tion analytique (5191’92[(;5) dans un voisinage sectoriel de 'infini, pourvu que
le mineur ¢ n’ait pas de singularités dans le secteur 6; < arg(¢) < 0s.

I faut alors considérer z comme un élément de C* avec —f0y — § <
arg(z) < —01 + % et |z| assez grand.

Ce point de vue permet dans certains cas de faire le lien entre le modele
convolutif et le modele formel en considérant les possibles développements

v
asymptotiques de (L%¢).

Y
Par exemple, si ¢ € SING*™™ et si la transformée de Laplace (£191:92!
est bien deﬁme cette derniere admet pour développement asymptotique

I'infini B_1¢ € C((z7))1.

0
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2.4.2. Troisieme théoréme fondamental

v v
Nous désignons par v, (respectivement ¢ _) la singularité associée au
mineur ¢4 (respectivement ¥_) du deuxiéme théoréme fondamental 2.18.
Nous allons montrer le théoreme suivant :

v v
THEOREME 2.33. — La structure résurgente associée a v, et p_ est

donnée par :

v v
Agerin_(C,a,b) = Jk(a,b)1, (¢, a,b) si k €2Z

v v
AQeki"w-k(Can b) = 19]@(@7 b)w—(Cagv b) si k—1€2Z
v

Ay, =0 sinon,

ot A, désigne la dérivation étrangére en T. Les coefficients ¥y (a,b) sont de
plus des fonctions entieres de a et de b.

2.4.3. Démonstration du troisiéme théoréeme fondamental

L’idée de la démonstration repose sur des méthodes employées par D.
Sauzin (voir [24]).

Par la proposition 2.18, nous savons que les singularités de 1;+ (respec-
tivement @Z_) sont au-dessus —2 et 0 (respectivement 2 et 0). Cependant,
étant donné que {/;Jr (respectivement ibv,) appartient & Cla]{¢ T2 }les A,
non nulles sont indexées par les éléments 7 au-dessus de —2 (respectivement
2) sur la surface de Riemann €, 42 de Cm.

De plus, le mineur {/;+ (respectiv/e\rzlent 1;,) de ¥4 (respectivemgr\lﬁ P_)
étant prolongeable sans fin sur C\ {0, —2} (respectivement sur C \ {0,2}),
les dérivations étrangeres A, sont bien définies pour les majeurs 12 4 (respec-
tivement z\//L) associés a {/J; (respectivement & 157) et pour la singularité as-
sociée 1?) + (respectivement 171_), qui est définie dans le plan de Borel par un
majeur 7://1 + (respectivement 1?)7) obtenu en translatant {/Lr (respectivement
Vo).

Etant donné que 1 satisfait & ’équation (2.11) :

d? d
7@7/}4- + 2%#“— - F(Z,va)% = 07
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v
nous en déduisons par transformation de Borel que la singularité ¢, =
§ + 1), satisfait & I’équation de convolution :

2V v v \
=0, +20¢, — F*1y, =0. (2.36)

Par suite, en dérivant étrangerement 1’équation (2.36) (cf proposition 2.29),

v \
nous déduisons finalement que la singularité ¢, = A, (avec ici 7 = —2)
est solution de I’équation linéaire :

2v v v v
0°¢, +200, + F*¢, =0. (2.37)

v ~
Comme t_ = & 4 "3)_ est une solution inversible de (2.37), en écrivant
v v
A L= 5 *1_, cela impose a la singularité § de vérifier I’équation :
) v v N
0°8 +2(6 +X) %98 =0, (2.38)

v 1 dy_
ou X est la singularité associée a la transformée de Borel de — i

Yo dz

Nous avons alors le lemme suivant :

v
LEMME 2.34. — La singularité a =05 est nulle.

v
Démonstration. — Etant donné que § vérifie ’équation (2.38), nous en

déduisons que a vérifie I’équation :
v
9t +2(5 + X) * a = 0.

v v v
Comme X admet une primitive Xo exponentiable (les primitives de X sont les
mineurs de log(¢_)(z) +const et log(y_)(z) € C[[z_m—1n+2]]), nous posons :
(vzo —ax exp*(2>v(o).

P v, , .

Nous en déduisons que aq vérifie I’équation :
v v

dag + 2ag = 0,

ie. (2 — C)éo(g) est une fonction réguliere de ¢ donc éo(g) une fonction

réguliere de ¢, d’ou (vzo =0. O

v
COROLLAIRE 2.35. — La singularité S est un multiple de §.
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v
Démonstration. — Comme 0§ = 0, nous en déduisons que pour tout
\ \ \
majeur S, (S(¢) est une fonction réguliere de ¢, d’ou S(¢) = %nst +reg(C)

et finalement g’ est un multiple de §. O

v

v
Nous en déduisons 'existence de ¥, (a,b) tel que Ar¢p = V- (a,b)y)_.

De la méme maniére, nous obtenons l'existence de 9.(a,b) tel que

v v
A =Y. (a, Q)z/J+, ou 7 est au-dessus de +2 sur la surface de Riemann
¢m—n—i—2-

Par ailleurs, les coefficients ¢, (a,b) sont des fonctions entiéres de a et de
b : cela provient directement de la régularité en g et b des mineurs J_H 7:[;_,
et du fait que le lieu des singularités des mineurs ne dépend ni de a, ni de
b de sorte que 'automorphisme de Stokes (dans n'importe quelle direction)
commute avec le prolongement analytique en a et b.

2.4.4. Relations de résurgence dans le modele géométrique

Il est également intéressant de décrire ces relations de résurgence dans le
modele géométrique. Nous proposons ici 'analogue du théoréeme 2.33 pour
le modele géométrique (i.e. dans la variable z) en utilisant la linéarité de
léquation (2.3).

v v \Y
Pour cela, considérons & nouveau la singularité ¢, = A 1, € RESyz.

Afin de simplifier, nous fixons maintenant 7 = 2¢‘™ (nous nous plagons
donc dans le feuillet principal de C\ 2Z).

Par la proposition 2.18, {/Lr se prolonge analytiquement a C\ {0, -2}
en admettant une croissance exponentielle au plus d’ordre 1 & Uinfini en ¢
(uniformément en a (respectivement b) sur tout compact de C™ (respective-
ment C")) de sorte que nous pouvons définir la transformée de Laplace de

v ) ——
¢, pour toute demi-droite |0, e?®co[C C\ 2Z avec 6§ # 0 [r]. Cette derniére
s’écrit sous la forme suivante :

(o)t = | [  ehcanice [ e can ),

ei(0—2m) reit

ou r €]0, 1] est assez petit, et définit une fonction analytique de la variable
z dans un demi-plan du type R(ze%) > C.
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v
Etant donné que la singularité ¢, est solution de I’équation linéaire (2.37) :
5 v v v
0°¢, +200, +F+¢, =0,
v
nous en déduisons que la fonction £° (qﬁ +> (z,a,b) satisfait a ’équation :

2
%+2£+F(z a,b)p = 0.

v
Par suite, la fonction e £’ (¢+) (z,a,b) est solution de I’équation (2.3) :

2
—%\II + (1= F(z,a,b))¥ = 0.
Par ailleurs, pour 0 €] — m, 7| (respectivement 6 €]0,27[), nous déduisons
de la proposition 2.8 que la fonction analytique e *Sp)1(z,a,b) (respec-
tivement e*Sg1_(z,a,b)) définie sur un voisinage sectoriel de U'infini ¥ de
la variable z d’ouverture | — 5 — 60,5 — 6[ est dominante (respectivement
récessive) dans le secteur X N {R(z) < 0}.

En outre, ces deux fonctions forment un systeme fondamental de solu-
tions de ’équation (2.3).

Nous fixons maintenant 6 €]7, [.

Par suite, nous en déduisons I'existence de constantes A (a, b) et B, (a,b)
telles que :

v
L0, )(2,0,6) = Ar(a,b) € S0ty (2,0,0) + Br(a,b) €801 (2,0, b).
Or, nous avons les majorations suivantes pour z le long d’une demi-droite
Dy C TN {R(2) < 0} tel que N(ze?) >>0:
6

re Vi
[ e can) d<‘ < M

ei(0—2m)

60

. A p
—2¢ < r(B—R(ze""))
[ e hcan < g pe .

(ot A et B sont des constantes positives telles que |$+(C,g, b)| < AeBlely,

v
Par suite, nous en déduisons que le long de Dy, la fonction e* £? (¢+) (z,a,b)

est récessive (car r peut étre pris arbitrairement proche de 0) et donc que
A (a,b) = 0 nécessairement.

- 337 —



Jean-Marc Rasoamanana

De fait, nous avons donc 1’égalité suivante :

ol (54) (z,a,b) = Br(a,b) sgtp—(2,a,b).

En particulier, cela implique au niveau formel I’égalité suivante :

\
T(fﬂ (¢+)) (2,a,b) = Br(a, b} (2,0, b),
ou T désigne l'opérateur « développement asymptotique ».

Ceci nous permet de définir A, au niveau formel par :

Acpy = T(£9 (§s+)>,

et de montrer la relation de résurgence suivante :
AT¢+ (Zﬂ a, b) = BT (Qa b)@[], (Zv a, b)

Nous montrons de la méme maniére 'existence de constantes B (a, b) telles
que :

Awa (Za a, b) = B'r (Qa b)¢+ (Z7 a, 1_7)7

avec 7 au-dessus de 2.
Enfin, remarquons que nous avons nécessairement 1’égalité :
U-(a,b) = B-(a,b)
par transformée de Borel inverse dans les égalités du théoreme 2.33.
En résumé, nous obtenons le théorem annoncé dans l'introduction :

THEOREME 2.36. — Pour m — n impair, il existe une unique série for-
melle 4. (,a,b) € Cla, b][[z~ 7] (resp. ¥_(z,a,b) € Cla, bl[[z~72]])
dont le terme constant est 1, telle que e=*14(z,a,b) (resp. eT™*1_(z,a,b))
est solution de l’équation (2.3), et de plus :

m—n+2

w*('z7@a l_)) = 1/J+(W 2 Z7wQ7wb) (239)

Ces séries formelles 1L sont résurgentes par rapport a z, dépendent holo-
morphiquement de a et de b, et sont sommables de Borel ® par rapport ¢ z,
uniformément par rapport a a et b sur tout compact.

(6) Excepté évidemment pour les directions singuliéres qui sont décrites par la structure
résurgente.
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Leur structure résurgente est donnée par :

Agesrtp—(2,0,8) = Se(a, D) (5,0,8) si ke 2Z
Aperinthy(2,a,b) = (a,b)w,(z,g7 b)) si k—1€2Z
Ay =0 sinon,

ot A, désigne la dérivation étrangére en 7. Les coefficients Sk(a,b) sont de
plus des fonctions entiéres en a et b.

3. Le cas m — n pair

La différence fondamentale avec le cas m — n impair précédent est main-
tenant I'existence du terme ¢m-n+2 (@, b) In(z) dans le développement asymp-
2

totique de z(z, a,b) (défini par (2.1)) & linfini en x.
Afin d’alléger les notations, on note c¢(a, b) le coefficient Comnts (a,b).

Il est désormais plus judicieux de travailler avec la nouvelle transforma-
tion de Green-Liouville suivante :

z =2(z,a,b) / V Int;0)

Qn(t b)
(3.40)
\11(57 a, b) _ Pm(gazx_bc(aa b) (I)((L‘, a, b)

Les propriétés de quasi-homogénéité (2.2) et (2.5) restent encore valables
pour les applications (z,a,b) — Z(x,a,b) et (Z,a,b) — x(Z, a, b) respective-
ment.

L’équation (1.1) est alors transformée en I’équation préparée :

? 4c(a, b) -
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avec
_ B de(a,d) P (z,a)
HEab) =1+ (m—-n+2)z  (\/Pn(z,a) - c(a,b))?
_[p;n(x,g)Q ! (2, b) — 2Q1 (2, b) (P (z,a) — c(a,b)\/Pm(z,a))
8\/Pm I,Q \/Pm(xag)fc(g7b))3
. 1 P! (z,a)
-I-Qn( b(4\/P xa\/P xafc())
1 (P( ,a))*(5 P( a) —2¢(a, b)) >
16 (P (w, a) = ¢(a,b) /P (%, @))*(v/Prn (2, 0) — €(a, 1))
+i (Q;z(x7b))2 |~ ~
16 Q, (2, ) (v/ P (7, 0) — cla,b))2] ' = 2(#:0:0)
(3.42)
et

H(Z a,b) = (m—n)(m—-—n+4)

52— s 1 — 2
4(m —-n + 2)2%«2 + O(Z 2 7n7’n+2) e ?C[g’ Q]{Z 7n—n+2}.

(3.43)
De plus, H satisfait & la propriété de quasi-homogénéité (2.8).

Nous montrons aisément ’existence d’une unique solution formelle
W-‘r (’2’7’ a, b) = 672¢+ (27 a, b)
de (3.41) satisfaisant & :

2¢(a,b)
7/)+ (ga a, Q) =7z m-nt2 M+ (gu a, b)
ou py € Cla,b][[z~ mfn”]] de teme constant 1.

Par quasi-homogénéité (¢(w.a, w.b) = —c(a, b)), nous déduisons 'existence
d’une autre solution formelle

2¢(a,b)

V_(Z,a,b) = e (Z,a,b) = e Tz (3,0, b)
de (3.41) telle que

m—n+2 __

VY_(%,0,b) = ¢4 (w 7 Zwa,wb)

A partir de maintenant, ’analyse est similaire & celle produite pour le
cas m impair et cela conduit aux résultats suivants :
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THEOREME 3.1. — Pour m — n pair, il existe une unique série formelle
2

c(a:b)
V1 (Z,a,b) = Tt p+(z,a,b) ot py € Cla, l_)][[?fmjﬂr?]] de terme con-
stant 1 (resp. ¥_(z,a,b) = Z+m(n’+)2u (Z,a,b), p— € Cla, b][[z_mfznﬁ]] de

terme constant 1), telle que e 21/4( a,b) (resp. e+zw (Z,a,b)) est solution
de léquation (3.41). De plus,

Yv_(Z,a,b) = Y4 (w ST wa,w. b). (3.44)

Les séries formelles 14 sont résurgentes par rapport a z, dépendent holo-
morphiquement de a et b, et sont sommables de Borel par rapport a z,
uniformément par rapport a a et b sur tout compact.

Il existe un ensemble de fonctions entiéres Si(a,b), les multiplicateurs
de Stokes, tel que :

A2eki"/l/} ( , 4, l_)) (CL, 9)1/4(5, a, b) si k S 27
AQekirr'l/)Jr( Z,a,b) = Sk(a,b)Y_(Z,a,b) si k—1€2Z
Ay = sinon,

ot A, désigne la dérivation étrangére a .

Remarque 3.2. — Dans ce théoreme, du fait de I’appartenance des solu-
tions formelles p4 et pu_ a Cla, Q][[zf%ﬂ]], les dérivations étrangeres ont
besoin d’étre indexées seulement par les éléments de la surface de Riemann
de ¢ T Ainsi, a priori seulement m — n + 2 multiplicateurs de Stokes
gouvernent la structure résurgente.
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