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PROBLEMES PARABOLIQUES ET OPFRATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS (*)
par

Alain PIRIOU

1 . INTRODUCTION. Soient Il un intervalle ouvert de R contenant o , et M'

une variété ¢ de dimension n-1 ; les points génériques de I, M', M= I x M!
sont respectivement notés X x', x = (xl, x') ; on considdre deux fibrés E,F sur

M, de méme dimension, et un opérateur différentiel
P:C (M,E) » C (M,F)

~

parabolique au sens de Petrovski et de degré m , relativement 3 un poids "a. sur

1
la variable de temps X rappelons que ceci signifie que P s'écrit localement
(Pj,k(x’ Dx)) , avec .
1 . a'
P. (x, D) = P (x) p-p, , et
J >k X a’ o +[a'{<m Jk,o xl X
171
| % _,a
Det L Pi o o(x) (Ej+in) ~ gt # o lorsque
a, a +[a'|=m Ja%,0
171
' n-1
El €R, n; €0, g' € R sont non tous nuls.
Soit @ un ouvert régilier de M = Il x M', ayant, dans M, un bord 23Q
nulle part tangent & x, = constante. Donnons nous un champ de vecteurs N, trans-

1
verse & 3R , dirigé vers 1l'intérieur de Q , sans composante sur l'axe X5 3 si

© /= = Lok .
u € C (@), on pose ~u = (you,...,ym_lu) » avec yu = (Ta_N u | 5
Q2

soient G,j (j=1,...,J) des fibrés sur 230 , et
J
B: C(3q, ®E) »C”(32, @ G.) un opérateur différentiel ; enfin on fixe
m J=1 J
t € I, tel que t >o0, onpose @ =@ ﬂ{xl <t} , et on consid®re le probléme aux

limites mixte :

Pu = f dans Qt

(1) {B(yu) = g dans aq

f, g, u distributions nulles pour x. < o

1
De tels problémes ont été étudiés en particulier dans [1] , [15] , ol on utilise des
estimations convenables dans les espaces de Sobolev. On se propose ici, en introdui-

sant une classe convenable d'opérateurs pseudo-différentiels, de traiter (1)

(%) Ce texte est un résumé des articles [13], [1L] .
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directement dans le cadre des distributions, et d'en décrire les noyaux résolvants.

2 . OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS DE VOLTERRA. Dans tout ce qui suit, 8

est un entier > 1 fix&. Si U est un ouvert de R et d € R, disignons par

Lg (U) 1a classe des opérateurs pseudo-différentiels Q dans U définis localement
1
par un symbole q(x,£) € C (U x R") admettant un développement asymptotigque

alx,e)v T q.(x,8) (|g] » ») ol q. vérifie
izo J J

q EC(Ux(R \o))

(2) s

q(x)\ El, AE') = qj(x,g) pour er,Ee[Rn\o,)\>o.

Les propriétés habituelles de calcul symbolique pour la composition, la transposi-
tion, l'existence des paramétrix restent valables pour ces opérateurs (voir [7],
[8]) ; @ plus :
Proposition. Soit x : U - L~I un difféomorphisme de la forme

(xl,x ) > (xl,x (xl,x )) 3 si Q€ L (U), alors le transporté de Q par x
est dans (U) 1

Notons qu'au v0151na.ge de tout point de 3Q , il existe une carte g de M :

:YcM > UcR® de la forme
(xl,x') - (xl,e’(xl,x')) , et telle que

(N ) =unN {xn>o}

e(y nae) =Un {x= o}3

6 transporte N en -5;(——
n

En utilisant pour 3Q les cartes e['b(ﬂBQ , la proposition précédente permet de

définir naturellement les classes Ld (X, 3, Q) lorsque X =M oudf , et lorsque

G sont deux fibrés sur X.

Définition. V: (X, &, G) désigne la sous-classe des opérateurs Q € L (X 3, Q)

dont le noyau T(x,y) est nul pour x. < ¥y, ou encore, des operateurs

1
Q€ L (X, 7, Q) qui poss€dent la propriété de Volterra selon Xy, en ce sens que
&

u(x, ,x'") =0 pour x, <T implique (Qu)(x,,x') =0 pour x, < T (T ¢ I, arbitraire).
1 1 1 1

1
On démontre :

Proposition. Pour qu'une sulte (q )Jj= o de fonctions qj vérifiant (2) soit le
symbole d'un opérateur Q € V R 11 faut et i1 suffit que, pour tout J > o,

qj(x,g) admette un prolongemez% qj(x,El + inl , &') dans
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U ={x GU,El €R ,nléo ,E'E an—l{ (El + inl , £') # 0o}, holomorphe par
rapport & g+ inl (nl <o) , et C° par rapport & (x,),avec des dérivées con-

tinues dans U .

Nous résumerons (2) et la propri’sé précédente de prolongement pour qj en écrivant
a4 € 0g_; (U)

Corollaire. Soit Q€ VZ (X,&, G) . Pour que Q admette une paramétrix & droite
dans V;: X, G,3) (c. al d. pour qu'il existe S ¢ V;: (X,Q ,3) tel que @ S = I
soit un opérateur régularisant), il faut et il suffit qu'il existe S, € 0_g

tel que g (x, & +inj,&') s (x, & +in;, €') =1 dans U.

On a un résultat analogue en remplacant droite par gauche.

Considérons maintenant une matrice Q = (Q8
s -t ?
k € sz
Qe,keval (x, gk,qe) (e =1,...,L 3 k =1,..., K 3 Sy teel'R ,gk,qe fibrés

k) d'opérateurs

sur X). Localement, appelons symbole principal de © la matrice q = (a;°)) , o

(o 2
qe’ll S < te dans le symbole de Qe,k ; nous dirons que
Q est parabolique & droite si, localement au voisinage de tout x € X , il existe
(o)
€0 (U) , et

k.t %= oS¢ .

. . ‘i - . PO e
q (x, £ +iny, ') s (x, &) +inj, €') =T dans U . On définit de méme

« :

la parabolicité & gauche.

est la composante de degré

une matrice s = (STJ) , avec s
o k,®

Le corollaire précédent implique alors

s, =t
SN . . 2 k ¢
= ' .
Théoreme. Solt Q (QB ,k) une matrice d'opérateurs Qe,k € V&]_ (SQ,Ek, qe) H
si Q est parabolique & droite (resp. : & gauche), il existe une matrice S = (Sk B)
t,-s ’

e

d'opérateurs S €V k(BQ, G, 3 ) telle que Q S u=u.(resp. : S Qu =u)
k,e &) e’k

L
pour toute u €T & (BQ’QB) nulle pour x, <o (resp : pour toute
=1

K
we TT ﬁ'(aﬂ,gk) nulle pour x; <0) . On a un résultat analogue quand 3R est
k=1

remplacée par M = Il x M' , mais il faut alors se restreindre &

x <t (ter,

t>o0, fixé) et & x' compact fixé de M' .
€

3 . DISCUSSION DES PROBLEMES AUX LIMITES. Revenons aux notations de 1'intro-

duction ; P est alors parabolique & gauche et d droite au sens de la définition pré-

cédente ; on peut donc considérer T T, € V;m (M, F, E) tels que
1

1°
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PT u=u dans Q , pour toute ué€ _bl(Mt, F)

T2 P u=u pour toute u € .B_:_(M , E) nulle en dehors de ¢
(on a posé Moo= M n {xl < t}, et 1'indice + signifie que les distributions consi-
dérées sont nulles pour x < o).

Supposons que f admette un prolongement * € _D_"_(Mt, F) tel que

Tl fm ait des traces sectionnelles jusqu'd 1l'ordre m-l ; en remplagant

u par u - TI }‘19 , on voit qu'il suffit de discuter le probléme
t
P u=o0o dans Qt
(1)
B (yu) = g dans 39, .

t

Ce probldme a un sens d8s que u est prolongeable en u € &' (M, , E) (car, en
choisissant alors un prolongement U nul en dehors de ﬁt, et une paramétrix T
de type campact pour 1l'opérateur différentiel P , on obtient, modulo une fonction

)

c

u = [T (Distribution portée par BQt )] lo, >
t

et i1 est bien connu - voir [3] , [11] - que le second membre de cette égalité
admet des traces sectionnelles de tout ordre) ; soit alors u’ le prolongement

canonique de u par o dans M \ ﬁt ; P (u°) est une multi-couche sur 9%, qui

t
ne dépend que de P et de Yu , et que nous noterons P (yu) ; considérons les

o ~
opérateurs Ci :C (e, ®E) > ¢ (32, ® E) (i = 1,2) définis par Civ =y Ti Pv ;

m m
(l))
k,2'0 €k, ¢ €m-1

1

on a Ci=( é,)eévkll (32, E, E) , et :

Théoréme. (i) Suppossons la matrice B c, parabolique & droite pour o« x, €t 3
soit Al un inverse i droite de B Cl .
Alors u = (Tl P Al g)|Q est solution de (1') .

t

(ii) Supposons la matrice (I - 02) parabolique & gauche pour

B
o sxl €t ; soit A2 un inverse & gauche de (I - 02) ; alors toute distribution
B
u prolongeable & travers 30, et vérifiant (1') coincide avec [T2 P Ag(o, g)]IQ .
J m
Remarques 1) Si I dim Gj =3 dim E , alors les hypothéses (i) et (ii) du
Zemarques 591

théoréme précédent sont équivalentes, et vérifiées si et seulement si la condition

habituelle de Shapiro-Lopatinski est satisfaite.
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2) I1 est facile de retrouver la discussion de (1) dans les espaces
de Sobolev anisotropes en utilisant les estimations correspondantes pour les

opérateurs pseudo-différentiels Ti’ Ai et pour les noyaux de Poisson Ti P .
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