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SUR LES LIMITES INDUCTIVES DE SUITES D'ESPACES LOCALEMENT PSEUDO-CONVEXES

âr

J.P. LIGAUD

l) Introduction et terminologie

Les limites inductives dans la catégorie des espaces vectoriels topologiques quelcon-

ques ont, depuis quelques années, été étudiées par divers auteurs (voir [ 2 ] et [3]).
En particulier, les propriétés "bien connues des limites inductives strictes ^)ont été

retrouvées, sauf celle concernant la caractérisation des bornés • On va voir que
cette caractérisation subsiste, pourvu qu'on prenne une suite d'espaces localement

pseudo-convexes (si on prend des espaces localement p-convexes avec p fixé, la dé-
monstration classique se généralise mutatis mutandis ).

Les techniques employées permettront également de donner des critères de
convexité pour de telles limites inductives .

Les notations et la terminologie sont conformes à celles de C l] .
Rappelons cependant l'essentiel . Une base de bornologie d'un espace vec-

toriel bornologique (evb) E est une famille de bornés ( B . ) telle que tout borné

de E soit contenu dans un des B. . Si E est un evt , la famille des bornés, au sens

topologique, de E forme une bornologie appelée bornologie de von Neumann de E , en

abrégé bornologie de V.N. de E.

Soit p ( o < p ^ l ). Une partie A d'un espace vectoriel est dite p-disquée

si x,yç A implique X x + U y Ç A pour tous scalaires X et M, tels que] \ P + I M - \^<- 1 •

L'enveloppe p-disquée F (A) d'une partie A est l'intersection de tous les p-disques

contenant A . On peut montrer classiquement que :

m m
F (A) = ( S \^ x^ ; X ^ Ç A . Z | \^ [p^ 1 , mçH" }
p i=l i=l

Un evt (resp.un evb) E est dit localement pseudo-convexe (resp.pseudo convexe),
s'il possède une base de voisinages de 0, ( V . ) (resp.une base de bornologie

(B.) ) , V . (resp.B. ) étant p.-disque (o< p.< 1 , p. dépendant de i ).i ^ ç ^ i l i l l

Si, dans la définition précédente, on peut prendre p. = p pour tout i , on dit que

E est un evt (resp.un evb) localement p-convexe (resp.p-convexe) .

( ) localement convexes.
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Les evt (resp.les evb) localement pseudo-convexes (resp. pseudo-convexe s)
sont des limites projectives (resp.induetives) dans la catégorie des evt (resp.des
evb) d1espaces localement bornés.

2) Limites inductives de suites d îespaces localement pseudo-convexes

On va démontrer trois lemmes techniques, en remarquant d*abord que si A

est un p-disque et si a ,...., a sont des nombres > 0 , on a :
n n 1/p
2 a . A^ ( z a P ) A

i=l 1 i=l 1

LEMME 1.- Soit E un evt localement pseudo-convexe, M un sous espace vectoriel de E
1) Si U est un voisinage p-disqué de 0 de M et si V est un voisinage

q-disqué de 0 dans E contenant U , alors il existe un voisinage W de^ 0 dans

E , r-disqué avec r < inf (p,q) contenu dans V et tel que W Ï Ï M = U

2) Si on suppose M fermé , si (s est une application de ] o,l j dans

[ 1, + °°[ ^si x ç E , x ^ M et si U est un voisinage p-diqué de 0 dans M, alors

il existe un voisinage q-disa.u| W de 0 .dans. E,-pour un certain q^p ,^ej_^ue_ W D M = U
ef_ x^|s (q) W .

Preuve : l) il existe un voisinage de 0 ,W , q-disqué dans E tel que

W n McU et W c V . Soit W = F (W U U ) avec r = inf (p ,q ,q - , ) ,W est un voisi-
nage de 0 , r-disqué,de E, contenu dans V et comme tout élément z de W s'écrit sous

la forme z= a x + & y avec a » P ^ o , a ̂  |3 ̂  1, xç W- , y ç U , il est facile de voir
que W O M = U .

2) il existe un voisinage W^ de 0 dans E, q^-disqué, tel que

W^n McU et W^n { x^+ M } = 0 . Si q = inf (q^,p) et W= r ( U(j -7-̂  W^ ) , W est
alors un voisinage q-disqué de 0 dans E, W H M = U et si on avait x ç R (q) W ,

alors x = o c x +P y avec a , 3 > 0 ^^ p ^ l , x e p ( q ) U , y 6 W , donc

x - Q - x = P y Ç w H f x + M } , c e qui est impossible .

LEMME 2.- Soit (E ) une suite croissante d'evfc et (V ) une suite telle que V soit———— n ———————————————— ———— n —————————————•*—— n————
un voisinage, p -disque, de 0 dans E avec V - FIE = V—————————— n ————_—— ——— n———— n+1 n n ^

Soit U == U n k. V. avec k, = 1 et k - = ——n—————— ^ L i i ——— l —— n+1 1
i=l p^ ^n+l

^- 2
Alors un E cp v pour tout n , avec P = 2 et

n Pn Pn 1/p
PU = ( .̂  4 + Si-l5 n Pour n>2 .
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n
Preuve : Pour n fixe, il suffit de montrer que ( y k. V.)n E = A c |3 V
————— o . - , i r n n n n

1=1 0 0 0

n Pn ^o
pour tout n . Si nssn , A î= y; k. V c: ( ^ k. 0 ) V <= B ^

0 n i=l 1 % i=l 1 % % °

n
Si n> n , A = E U E f1 .......n E H ( T k. V. )

0 n "o l̂ n-1 AI 1 1

On montre par récurrence sur s (l< s^ n- n ) l'inclusion suivante :

(a) E^ n ( s ^ v ^ )= Y^.y.^ y
1=1. 1=1 i i n-s-1 n-s

Pour s=l, E^ n (J^ ̂  V^) c ^ k^V^ + k^ V^^

c ^i^' (kÏÏl+kvl) pn-l ^-1'= ^ ̂  ̂  + ^-2^-2 d-aprësie

choix des k . D'autre part ,si (a) est vraie pour le rang s, alors

n n-s-1
E , n ( s k . V . ) c E , n ( E k . V . + k - V )
n-s-1 .t i i' n-s-1 •=-i :L 1 n-s-1 n-s /

n-s-1 n-s-2 ^n-s-l Pn_s-l
c s k. V. + k -V - c: ^ k. V. + (2 k - ) V/_. i i n-s-1 n-s-1 .̂  i i n-s-1 n-s-1

n-s-2
c ^ k . V . + k - V , et on a la relation (a) au rang s + 1

Alors pour s = n-n on obtient

n -1 n -1 p p - p

\ n (.^. k! v! )c ?. k! v! + \ -1 \^ ( °? .^ no + knno-l) no ̂
0 1=1 1=1 0 0 1=1 0 0

c Pn V
0 ^

Pour le cas ou n=l il est facile de vérifier qu'on a également le résultat

LEMME 3.- Soit (E^) une suite croissante d'evt localement pseudo-convexes séparés

telle que E soit un sous espace fermé de E , et soit E la limite inductive desn n'"-L ————— ————————-____________«_
E dans la catégorie des evt . Soit (x ) une suite de points de E telle que

\€ E^ -ÈÎ. \^- ̂ -i • Alors la s^ite (x ) ne peut converger vers 0 dans E .
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Preuve : On peut construire par récurrence à l'aide du lemme 1 une suite (V ) ,

V étant un voisinage de 0 de E , une suite y d T applications de ]o , l ]dans

[ l ,+œ[ , une suite (k ) de nombres > o tels que : V soit un voisinage de 0
puisque , V^ n E ^ = V^ . k^ = - , k^ = 1"

2 ^n+l^,.<^.4^^,1/., ̂ ..1/^,^
n

Si on pose P^= Y^ (p^) et U = ^ 2 k^ V^ , j est un voisinage de 0 de E

([2] p 287) et d'après le leimne 2 , U n E c: p v donc x f. U .

THEOREME 1.- Toute limite in du clive E d'une suite croissante (E ) d'evt locale-~"———————————————— ~~———————————————— n —————
ment pseudo convexes séparés telle que E soit un sous espace fermé de E possède
les propriétés suivantes :

1) tout borné de E est contenu dans un des E et borné dans cet E—————————— ——————————————————— n ————————————— ^
2) toute suite convergeant vers 0 dans E est contenue dans un des E————————————————————— ——— — — — - — — — — — — — — — — — n

et converge vers 0 dans cet E .
————————————————iri—————————— —————————————— ^

Preuve : elle est standart , à partir du lemme 3 .

Les conséquences classiques sur la quasi-complet ion et la 1ère condition
de dénombrabilité de Mackey découlent, bien entendu, de ce théorème. L.Waelbroeck

[6] , a montré que la bornologie à décroissance rapide d'un espace localement pseu-

do-convexe est plus fine que sa bornologie de VN. Cette propriété subsiste pour les
limites inductives strictes envisagées dans le théorème 1 .

Il est facile de voir que la catégorie des espaces localement p-convexes est stable

par passage aux limites inductives dénombrables dans la catégorie des evt.

L'étude qui suit montre que ceci n'est plus vrai pour la catégorie des espaces loca-
lement pseudo-convexes.

On appelle module de convexité m ( E ) d'un evt E, la borne supérieure de l'ensemble

des p (o<p<s l) pour lesquels il existe une base de voisinages de 0 de E p-disqués,
si cet ensemble n'est pas vide. Sinon on pose m ( E ) = 0.

Si E est un evt localement borné, il est localement p-convexe pour un certain p
donc m ( E ) > 0 .

PROPOSITION l.- Soit E une limite inductive stricte d'une suite croissante (E )
d'evt localement bornés.

1) si inf m (E^) = 0 , E ne peut être localement pseudo-convexe.

2) si inf m (E ) > 0 , E est localement p-convexe pour tout p tel que
o< p< inf m (E ) .

n
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Preuve : la deuxième assertion est évidente. Pour la première : soit S la "boule"i ^ ^
unité de E^,P^-disquée avec p^< m (E^) . A l'aide du lemme 1 , on peut construire
par récurrence une suite(Vj, V étant un voisinage de 0, a-disque, de E avec

q^<s inf (q^_.p P ) et '^ne suite (^ ) de nombre > 0 tels que V ïï E = V et

V cX S . On définit alors k et 3 à partir des q_ comme dans le lemme 2 etii ii n n n il

0 = ^ 2 k.V. . U est un voisinage de 0 de E qui ne contient aucun voisinage de 0
i=l

p-disqué , quelque soit p ,sinon , si U «st un tel voisinage

U H E c u n E c p V c p \ S
o n n 'n n n n n

et S contiendrait un voisinage de 0, p-disqué, de E ; alors E serait localementn n n
p-convexe, pour tout n , ce qui est impossible .

PROPOSITION 2.- Qj_ E est limite inductive stricte d'une suite croissante d'evt lo-

calement pseudo-convexes telle que lim inf m (E , ) = 0 ,, alors E ne peutn+l/T? —•""'— — " —n-»+°° ^n
être localement pseudo-convexe. Si E admet un supplémentaire topo logique dans
^+1 pour tout n , et si lim inf- m(E , ) > 0 , E est localement pseudo-convexe.

n—»4-oo En
On se sert du lemme suivant, dont la démonstration est naturelle .

LEMME 4.- Si E est un evt localement pseudo-convexe'et M un sous espace vectoriel
de E tel que m (E/^) = p , alors , pour tout £ > 0 donné, il existe un voisinage

V de 0 dans E tel que V=)M et V ne contienne aucun voisinage de 0 ,
(p + £ ) -disque .

Preuve de la proposition : il existe une suite strictement croissante d'entiers

telle que m ( E \ _ 'H avec lim r\, = 0
\ -/E / ~ k k^
\

Si ( £ . ) est une suite de nombres > 0 convergeant vers 0, à l'aide du

lemme h et du lemme 1 , on construit par récurrence une suite (V ) , V étant un
n n

voisinage de 0 de E^, p^-disqué , tel que V U E = V et, chaque fois que

n = ni-H ? V ^ ne contienne aucun voisinage de 0 de E qui soit ( T| + £ )

-disque . Si (k^) et ( p ) sont les suites définies dans le lemme 3 à partir

de p^et si U = ^ ^ k^ v^ » U ne contient aucun voisinage de 0 de E p-disqué

quelque soit p , car s'il existe un tel U , on peut choisir k tel quer} +e ;s p

et alors U^f l E^^c U H E^c p^ y^ . V^_ contiendrait un voisinage

de 0 de E^ ^ qui serait (r^ + £ ^ )- disque , ce qui est impossible .

La deuxième assertion provient du fait qu'on peut écrire alors E sous la forme

d'une somme directe d'evt , dont le premier est localement pseudo-convexe et tous
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les autres localement p-convexes pour un certain p fixé .

Remarque : II existe un autre type bien connu de limite inductive qui possède des

propriétés de régularité analogues à celles des limites inductives strictes : les

espaces de Silva. Si on appelle evt de Silva toute limite inductive, dans la caté-
gorie des evfc, d'une suite croissante (E^) d'evt localement bornés séparés telle que
1' injection canonique E -^ E soit compacte, alors les démonstrations standart du
type [ 5 ] ou [ 7 ] subsistent sans grands changements pour de tels espaces, du moins

celles ne faisant pas intervenir la dualité. En particulier tout evt de Silva est

séparé, à bornologie compacte, et sa topologie coïncide avec la topologie de la
b-fermeture. Si S^ désigne la boule unité de E , pour que l'evt de Silva E= lim ind

E^ soit localement p-convexe, il faut et il suffit que pour tout n, il existe un m
et u n X > 0 tels que F (s )c: X s , c'est à dire que la bomologie de VN de E

soit p-convexe . Pour montrer que tout evt de Silva est complet, on peut adapter un
critère de Kôthe ( [U] ) , en prouvant principalement que si ï est un filtre de

Cauchy sur E, et si 3^ est le filtre de Cauchy minimal moins fin que ï , il

existe unX > 0 et un n tel que pour tout F ê 3^ on ait FF) ( X S ) ^ ^o n
Voici un exemple d'un tel evt de Silva .

n +00 1
Soit E = { ( X ) ; 2 Z | ^ . | k i

n k'1 l ^k^n k=l i=l kîl < + " 3 • \ est localement
i€ M n +» l/

borné quand on le muni de la quasi-norme || ( X . ) ] j = ^ ^ [ X . [ k

51 n k=l i=l k î l

et m (E ) = — . Si ( S ) est une suite de nombres > 0, soit u = E -» En n n n n+1
l'application suivante : si x = ( X . ) ç. E , on pose (TL .) = u (x) ç E

\ •^î1 n € ,j n n+1
k iavec î1 . = -g-2— si !<: k<: n et iç S et r\ .= 0 si iç Œ alors u est•K-Ï-L •"' n+1,1 n

compacte, i

Si F est l'ensemble des couples (x,n) où nç ffl^ et x Ç E , on dira que (x ,n )= (x ' , n ' )
si n '> n implique x' = u , u . . . . . . . u (x) .Si on identifie les couplés égaux,

F devient un espace vectoriel réunion des sous-espaces F = ( ( x , n ) ç F ) . On intro-
duit une quasi nome sur F^ en posant|[ (x,n) [| = || x || . Alors les injections

i^= î^ -^ F sont compactes, et si on choisit les ( £ ) tels que la série Z £

soit convergente, E n'est localement p-convexe pour aucun p . Par contre si on
choisit les £ de telle sorte que Se = + » ^ E est localement convexe .
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