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APPROXIMATION POLYNOMIALE DES FONCTIONS C° ET ANALYTIQUES.
par
Charles GOULAOUIC

L'approximation des fonctions par des polyndmes sur un intervalle de la
droite réelle a été abondamment &tudiée (cf. [2] [3] [ L] et leurs bibliographies).
Récemment, des ca.t;actérisa.tions des fonctions C° et analytiques par leurs dis-
tances aux fonctions propres d'opérateurs elliptiques dégénérés ont été obtenues
dans [ 1] , ce quli donne l'approximation polynomiale, par exemple, dans le cas d'une
boule de R . La caractérisation des fonctions C° par leurs distances aux poly-
ndmes, a été obtenue, plus généralement dans [ 5] sur 1'adhérence d'un ouvert borné
de R®" 3 bord lipschitzien. Ici, on monmtre que toute fonction C° (resp. analy-
tique) sur un compact de R est 3 distance des polyndmes dans LP(1<p <=) 3 d6-
croissance rapide (resp. exponentielle), et que sur des compacts assez réguliers la
réciproque est vraie. Enfin, on étudie des classes de fonctions intermédiaires entre
les fonctions C° et analytiques, voisines des classes de Gevrey et caractérisées
par leurs distances aux polyndmes ; ces espaces ont des propriétés d'interpolation
et sont décrits dans [1] dans les cas "trds réguliers". Les résultats annoncés ici
ont été obtenus en collaboration avec M. S. Baouendi et font 1'objet d'une rédaction

détaillée a paraltre aux Annales de 1'Institut Fourier (Grenoble).

I - Notations et cas du pavé de R" .

~

On désigne par P,q 1l'ensemble des polyndmes de n variables & coeffi-

cients complexes et de degré < k.

Soient D un sous-ensemble intégrable borné de Rn, 1<pg» , et

f€ LP(D) . On note :

(£, £) = inf | £-P||
%0t T T er, P (0)
Soit © un ouvert de R". On désigne par C7(Q) (resp. G(Q ) ) 1l'en-

semble des fonctions complexes de classe o (resp. analytiques) dans @ .
Soit K un compact de B . On désigne par C (X) (resp. @ (K) ) 1'en-

semble des restrictions & K de fonctions C (resp. analytiques) définies au voi-

sinage de K .

Rappelons une caractérisation des fonctions c” et analytiques sur wn
pavé de R" ; ce résultat est essentiellement dfi 3 Bernstein [2] et on peut aussi
1'obtenir rapidement comme corollaire de théorlmes sur des opérateurs elliptiques

dégénérés.
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PROPOSITION 1 : Soient m un pavé ouvert borné de B" , 1<p<~ et f€ ().

1) Pour que f soit ¢” sur ¥, il faut et il suffit que la suite

k > dP 1‘(f, Pk) soit dans l'espace s des suites & décroissance rapide.
E]

2) Pour gque f soit analytique sur 7 , il faut et il suffit qu'il existe deux
constantes IL>0 et a€ ]0,1[ telles que 1'on ait pour tout k€I R

) <L &5 .

d - (f, Py

P

II - Cas d'un compact de B".

On a d'abord le résultat :

THEOREME 1 : Sojent 1<p<«~ et K un compact de R .
1) 8i fec™(K), la suite ke d_ _(f, P,) est dans s .
S 1a suite p,k T2 Py) est dans 5

2) Si fea(K), il existe L>0 et a€]0,1[ telles gue 1'on ait pour tout
k€T ,

k
dp,K (f, pk) <L a .
La démonstration du point 1) est immédiate ; pour démontrer le point 2),
on procdde par étapes
i) On suppose que K est convexe et on se raméne 3 1'intersection d'un nombre

fini de pavés compacts de R&".

ii) On suppose que K est une "couronne" (compact compris entre deux sphdres

concentriques) et on se raméne, par des arguments de symétrie, & 1'étape 1i).

iii) Pour un compact quelconque, on se raméne & l'intersection d'un nombre fini

de couronnes.

Les réciproques du théoréme 1 ne sont pas vraies pour tout compact de B".
Mais on a, par exemple :

THEOREME 2 : Soient & un ouvert borné de R"

re1P() ; on a :

s . cp s %
4 bord lipschitzien , 1<p<> ,

1) La fonction fE€C (W) si et seulement si la suite ki dp Q(f, Pk) est 3 dé-
3

croissance rapide.

(%) On fait cette hypothdse pour simplifier les énoncés ; elle peut &tre remplacde
P.
par des hypoth&ses plus faibles, surtout pour le point 2). On rappelle que, sous

cette hypothd8se-ci, le point 1) est démontré dans [5] .
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2) La fonction fe€a(R) si et seulement s'il existe IL>0 et a€ J0,1[ véri-
fiant pour tout k€N ,
k
dp,Q(f, P) < La .

La démonstration repose essentiellement sur des inégalités sur les poly-
ndmes du type "inégalités de Markov'" et le passage par des ouverts oill on sait déja

conclure (par exemple, des pavés).

IIT - Espaces du type Gevrey et interpolation.

Nous considérons des espaces de fonctions dont la distance aux polyndmes

décroit "moins vite" que dans le cas analytique.

DEFINITION 1 : Soient s un nombre réel >1 et K un compact de B". Pour tout

P, 1<p<> , on désigne par (IS p(K) 1l'espace des fonctions f de LP(k) véri-
k]

fiant :

il existe L>0 et a€ ]JO,1[ telles que 1l'on ait pour tout k€W ,
1/s
(f,p) <La"
»B) <La .

d
p,K
On a alors le résultat

THEOREME 3 : Soient © un ouvert borné de B" 2 bord lipschitzien et s un nombre

réel =1 . Les espaces a, p(?f) sont indépendants de p _pour 1<p<« . De plus,

(¥) est un espace d'interpolation entre: Q(%) et C () .

as,2

Etant donnée une base de polyndmes orthonormale dans LQ(Q) , le dévelop-
pement de Fourier sur cette base est un isomorphisme des espaces C (%) , Q(%) ,
05’2(5) sur des espaces de suites, pour lesquels on a des résultats d'interpola-
tion ; ce qui entralne la seconde partie du théoréme. La premidre partie utilise
des inégalités du type "inégalités de Sobolev" .

Pour les espaces as p(5) on a aussi les propriétés suivantes
b

Si &'Zl est un ouvert relativement compact dans  , la restriction & Ql de

Os I)(5) coincide avec celle de l'espace de Gevrey d'ordre s dans 9 .
t]

242

Si T est une variété i bord analytique, on a a, p(1’?): as(??) , espace intro-
9

duit dans [1] et caractérisé par des propriétés de différentiabilité.
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