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QUELQUES RESULTATS SUR LES PROBLEMES AUX LIMITES
EN THEORIE DES DISTRIBUTIONS

par

Giuseppe GEYMONAT

I - INTRODUCTION.

Soit 0 un ouvert borné de R" de frontidre T , variété de classe Cw,

2z

tel que £ soit une variété 3 bord de classe c” .

I1 est maintenant classique (voir par ex. [3] et la bibliographie citée)

que le probléme

Au=rf~ dans
(1) {
YO u = u]r =g sur T
. +3/2
admet une solution unique u€ HS+2 (2) pour tout feEH(Q) et g¢ il 3/ (r)

donnés si s est réel > - 1, c'est-d-dire

(2) pour tout s réel =-1 1'application

u»(Au,yOu)

s+2(n) S+3/2(F)

H > H%(Q) x H

est un isomorphisme algébrique et topologique.

I1 est naturel de se poser la question si un tel résultat 4'isomorphisme
est encore valable dans des espaces de distributions plus générales.

Ce probléme a été posé et résolu d'une fagon trés générale par Lions-
Magenes dans une série de travaux (voir [3] et la bibliographie citée). Le but de
cette conférence est d'illustrer quelques nouveaux résultats obtenus dans [1] et

[2] ol 1'on peut trouver des démonstrations complétes.

Remarque : Les résultats donnés pour (1) sont valables dans le cas d'un probléme
elliptique général ayant un indice et pour lequel on puisse &crire une formule de

Green (voir [3] chap. 2).

II - RAPPELS SUR LA METHODE DE DUALITE DE LIONS-MAGENES [3].
Soit
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Y = {uEHS+2(Q) 3 Yau =0 et AuEHcS)(Q)}

]
. . . s+2
muni de la norme induite par H~ “(Q) ;.

De 1'isomorphisme (2), il en résulte :

(3) Pour tout s entier >0 fixé 1'application
{ u > Au
s
Y > H(q)

est un isomorphisme algébrique et topologique.

Remarquons maintenant que Y n'est pas un espace normal de distributions
sur Q et donc son dual fort Y' n'est pas un espace de distributions sur

~

mais est isomorphe & un espace de distributions sur " 3 support dans $ .

Remarquons aussi que pour tout V€Y et u€pH(Q) on a la formule de

Green :
(%) IQ u Av dx = J'Q Mu vV dx + J'F Yo u ylvdc
ol YLV = -?)—X— r» B étant la normale extérieure a T .

L'isomorphisme (3) donne par transposition le résultat suivant :
(5) Pour tout LEY' il existe u€H °(R) unigue tel que

<u ., Av o> =<L, v >, yve Y
HS(Q)XHB(Q) Y'x Y

de plus, l'application L - u est continue.

I1 s'agit maintenant d'interpréter le probléme ainsi résolu. En s'ins=-

pirant de la formule de Green (4), on écrit pour tout vE€ Y :

(6) <L, v> =L, v <g YV

A
vy H (r) x H

s+1/2(r)

S

-s-l/Q(F) et f€ FQH-S-Q(Q) espace 4 choisir de telle fagon que (6)

avec g€H
définisse bien une forme linéaire et continue sur Y .
En remplagant l'expression (6) de <L , v >yii y dans (5) et choisissant

vep(Q)cY on déduit que u€H™S(Q) vérifie alors

(7) Mu = f au sens des distributions.
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I1 suffit maintenant (c'est le point délicat !..) de donner un sens
convenable & 1'opération de trace et & la formule de Green (L) pour déduire que :
You = g -
On peut conclure alors, en disant

-3-1/2(1“)

(8) Pour tout f€F et pour tout g€H donnés, il existe

ueH 5 () unigue tel que

{Au=f
You = & -

Pour avoir (8) il suffit donc de choisir un espace F tel que :

i) F‘C?H-S_2(Q)
ii) v > < f, v > soit une forme linéaire et continue sur Y

iii) on puisse donner un sens convenable & 1l'opération de trace

u >y, u pour u€X = {uer™(Q) ; MueF} .

Un choix trés général pour F est donné dans [3] , chap. 2.

III - UNE AUTRE METHODE DE DUALITE.

Rappelons que pour s entier> O , gridce aux théorémes de traces, l'ap-

plication

u > (you s Yp W os Yo AU ey v g Au)

s+l .
I A
j=0

HS+2(Q)

est linfaire continue et surjective, et admet un relévement R linéaire et con-
tinu.
On en déduit

(9) Pour tout s entier > 0 fixé, 1'opérateur linéaire et continu

gs*Y2(0y Ho(2)

K
s © - ARS(O,cp,O,...,O)

a la propriété que
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(u,®) + Au + L

s+2 () x Hs+l/2

o

(r) » Hg(n)

est un isomorphisme algébrique et topologique.

Par transposition, on en déduit immédiatement

(10) Pour s entier >0 fixé, 1l'application

u > (Au , Kg u)
{:H-S(Q) > B752(q) x 175 Y2(p)

est un isomorphisme algébrique et topologigue.

I1 s'agit maintenant d'interpréter 1'opérateur Kg ; par définition, on

a pour u€H °(Q) et cpEHS+1/2(I‘)

<K"u, (6] >H-S-l/2

(r)xa5*/2(r)

=<u, Ko > =<u, A RS(O, ®, 0, «+.,0)

H-® () <Hg () ™ (2)x15(2)

Pour achever 1'interprétation, on peut s'inspirer encore de la formule

de Green (U4) et déduire, au moins formellement, que

(11) K's' u = R’s‘ (aw) + Yo U

ol R¢ = RS(O, ®, 0y v0osy 0) et Rg est son transposé.

S8i 1'on est capable de rendre rigoureuse la formule (11), on a que le

probléme

{Au=f
Yo U =8

est équivalent au probléme

M = f
{K"u=R’s= (f) +g

On peut donc considérer que le probléme (A, Kg ) est une extension naturelle du
probldme de Dirichlet avec l'avantage que 1'opérateur (4, Kg ) est bien défini
dans tout 1l'espace E3() .

Pour rendre rigoureuse (11) on doit résoudre un probldme de trace ana-

2.2

logue & celui considéré 3 la fin du n® 2 .

Signalons pour conclure que dens [2] est donnée une caractérisation des
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espaces F pour lesquels ce probléme de trace peut &tre résolu.

[1]

[2]

[31]
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