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MOYENNES DE FONCTIONS ET OPfIRATEURS MULTIPLICATIVEMENT LIﬁS
par

Jean DHOMBRES

Mon but est, ici, de relier 1l'existence d'opérateurs multiplicativement
1iés, c'est-d-dire d'opérateurs satisfaisant certaines &quations fonctionnelles
simples, & des propriétés topologiques des espaces sur lesquels opérent ces opéra-
teurs. Pour alléger, je ne donnerais pas les raisons qui m'ont poussé & &tudier ces
équations fonctionnelles, d'autant que ces raisons auraient tendance & devenir des

excuses (cf. [2], [4]). En outre, cet exposé a un unique souci de présentation.

I. - Définitionms.

Soit donc @ une algébre topologique commutative sur le corps des nom-
bres complexes et P un opérateur linéaire continu P : @ - @ . On convient de

dire que P est un opfrateur multiplicativement 1ié lorsque P(f.P g + g.P f) s'ex-

prime linéairement 3 partir de (P f. P g), (f. P g+ g. P £), (f. g), (P(f.g)) et
(P(P f. P g)), c'est-8-dire lorsque l'on a la relation :

P(f. Pg+g. Pf)=APFf. Pg+B(f. Pg+g.Pf)+Cf.g+DP(f.g) +E P(Pf.Pg).

En donnsnt des valeurs particuliéres aux constantes complexes A, B, C,
. D et E , on retrouve des cas d'opérateurs de types variés et utilisés, d'une fa-
gon ou d'une autre, comme opérateurs de moyenne, notamment par H. Poincaré, A.

Kolmogoroff ou G. Birkhoff. Cette présentation a l'avantage de contenir tous les

cas connus d'opérateurs considérés comme opérateurs de moyenne. Ajoutons que la
littérature mathématique est fascinante en ce domaine ! Les premidres réalisations
de tels opérateurs sont facilement imaginables lorsque Q@ constitue un domaine
d'intégrité, situation qui ne convient pas du tout aux besoins de 1'analyste. Il
semble que le cadre que je vais donner maintenant soit bien adapté & 1'étude des

opérateurs multiplicativement 1iés en analyse.

1°) Q@ est une algdbre fonctionnelle, c'est-i-dire que @ , pour les opérations

naturelles, est une algébre de fonctions définies sur un espace X et & valeurs

dans un domaine d'intégrité lequel est également un espace vectoriel complexe.

2°) @ possdde un &lément unité e . Cette deuxidme hypothdse n'est pas essen-
tielle.-

Moyennant 1'invariance de Pe et de (Pe)2 par 1'Opérateur P , on peut
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"quasiment" une somme di-

montrer qu'un opérateur multiplicativement 1ié P est
recte d'opérateurs multiplicativement 1iés de type beaucoup plus simples. Une dis-
cussion algébrique assez longue, peu excitante et que je vous épargne, conduit en

fait a4 distinguer deux comportements bien distincts

(a) Le cas P(f. P g) = P(g.P f), lequel fournit les opérateurs multiplicati-

vement symétriques et se subdivise en deux sous-cas :

P(f.Pg) =P f. Pg opérateur semi-multiplicatif symétrique
P(f.P g) = P(f. g) opérateur d'interpolation .

(b) Ile cas "mélangeant" :
P(feP g + g.P f) = P f.P g + P(f.g)

auquel est réservé le nom d'opérateur de Baxter.

II. - Opérateurs multiplicativement 1iés sur C(X) .

Je parlerai d'abord des opérateurs du premier cas en me plagant sur 1l'al-
gébre @ = C(X) des fonctions continues et & valeurs complexes définies sur un
espace compact X . Précisons encore quelques définitions afin d'énoncer un théo-

réme de réalisation d'opérateurs semi-multiplicatifs symétriques.

Un sous-espace E de C(X) est séEaraht lorsque pour tout x # y dans
X , i1 existe f dans E telle que f(x) #:.f(y) .

Un sous-espace E de C(X) est extrémement séparant lorsqu'une forme

linéaire continue extrémale sur la boule unité positive du dual de E se repré-

sente par une unique mesure de Radon (de norme 1) sur X .

Appelons X/d 1'espace topologique quotient de X par la relation d'é-
quivalence associée & E selon : x ~y si f(x) = £f(y) pour tout f dans E .
Appelons E 1'image canonique de E dans C(x/g) .

Un sous-espace E de C(X) est extrémement séparant quotient lorsque E

est extrémement séparant dans C(x/&) . On peut alors énoncer le théoréme suivant

(ef. [71).

THEOREME 1. - Soit P un opérateur linéaire et idempotent : C(X) - C(X), de norme

1, dont 1'image soit un espace extrémement séparant quotient. L'opérateur P _est

alors multiplicativement symétrique, selon

P(f.P g) = P(g.P f) = P(P £.P g)

COROLLAIRE 1. (ef. [61). - Une projection de norme 1, de C(X) sur une sous-algdbre

autodjointe de C(X), est un opérateur semi-multiplicatif symétrique.
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A) - Opérateurs semi-multiplicatifs symétrigues.

Donnons maintenant les théorémes de représentation de tels opérateurs.
Appelons P 1a relation d'équivalence associde & P par xPy si P f(x) =P f(y)

pour tout f dans C(X) . Notons P (x) la classe d'équivalence du point x .

THEOREME 2. - Un opérateur borné P : C(X) - C(X) est semi-multiplicatif symétrique

si Px(Gx) a son support contenu dans P (x) .

(P* désigne 1'adjoint de P et 6, 1la mesure de Dirac au point x).

~

Ce théoréme incite i se poser la question suivante. Soit R® une rela-
tion d'équivalence sur un espace compact X : existe-t-il un opérateur semi-multi-
plicatif symétrique tel que & coincide avec R ? Une condition nécessaire, mais
non suffisante, est que R soit fermée. Nous donnerons une meilleure réponse plus

loin.

B) - Opérateurs d'interpolation.

Passons maintenant aux opérateurs d'interpolation. Appelons interpolateur

de P 1le sous-espace de X noté

Yp ="{x |x€X; P flx) = £f(x) , vrfeEc(x)} .

Soit Y un sous-espace fermé de X , ol X est compact, et
P : C(X) + C(X) un opérateur linéaire borné. On établit facilement que P est un
opérateur d'interpolation dont 1'interpolateur Y_ est Y si et seulement si
P f(x) ne dépend que des valeurs de f sur Y et P f(y) = f(y) pour tout y dans
Y . Il y a visiblement une correspondance biunivoque entre les opérateurs d'inter-
polation et les opérateurs d'extension linéaire qui, & toute fonction continue et
8 valeurs complexes définie sur le sous-espace Y de X , font correspondre une
fonction continue sur tout X prolongeant f . On peut alors se posér la question
suivante : déterminer les sous-ensembles fermés de X qui sont des interpolateurs ?

On se doute, & juste titre, de 1l'exactitude du résultat suivant

THEOREME 3. - Tout sous-ensemble fermé métrisable d'un espace compact X est un

interpolateur.

Que peut-on en dire dans le cas général ?

III. - Exaves linéaires sur C(X).

Les deux problémes que nous venons de poser, & savoir pour les opérateurs
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semi-multiplicatifs symétriques et pour les opérateurs d'interpolation, se résol-
vent d'une fagon analogue. Pour expliquer ce phénoméne, il est commode d'utiliser
un vocabulaire particulier dd & A. Pefczynski (cf, [5]), mais je vais résister au
charme magique de 1'écrire en termes de la théorie des catégories et des foncteurs
contravariants : soient X et Y deux espaces compacts et @ une application

continue X > Y . Un opérateur linéaire continu P : C(X) > C(Y) est un exave 1i-

néaire selon @ lorsque le diagramme suivant est commutatif :

P
olx)y — 5 c(y)

* *
P T o ol o (f) = fo .
c(y) 5 C(X)
Le cas d'un opérateur d'interpolation correspond simplement au cas ol ¢ est in-
jective, celui d'un opérateur semi-multiplicatif symétrique correspond au cas ol

est surjective.

Appelons J(® ) 1l'ensemble des exaves linfaires de Markov selon ®c'est & dire tels

que”P” =1, P(1) =1 . Cet ensemble peut &tre vide. C'est toutefois un ensemble

convexe et on dispose du résultat suivant

THEOREME 4. - L'ensemble J(® ) possdde un point extrémal si et seulement s'il

existe une application continue ¢ : ¥ > X , telle que ®oy soit 1'indentité sur

1l'espace image ¢ (X) .

L'idée de la démonstration consiste & montrer qu'un opérateur extrémal
de J(t) est multiplicatif. Cela parait vraisemblable depuis les résultats de [1].

- Dans le cas particulier 4'un opérateur semi-multiplicatif symétrique, mo=-

~

yennant une condition d'existence d'un point extrémal, ce théoréme revient & dire
une relation d'équivalence fermée R sur X est associée & un opérateur de
Markov semi-multiplicatif si et seulement si cette relation admet un relévement

cont inu.

- Dans le cas particulier d4'un opérateur 4'interpolation, moyennant une condi-
tion d'existence d'un point extrémal, un sous-espace fermé Y est X et un inter-

polateur de Markov si et seulement s'il s'agit d'un retracte de X .

Examinons la partie immédiate de ce dernier résultat : si Y est un re-
tracte, il existe une application continue r : X > Y telle que r(y) =y pour
tout y de Y . Par suite, 1l'opérateur Pf = for est bien un opérateur d'interpo-

lation, d'ailleurs multiplicatif.

IV. - Autres espaces fonctionnels.

Deux attitudes sont maintenant possibles.



Moyennes de fonctions et opérateurs 147

(a) Exhiber des espaces C(X) pour lesquels la condition d'extrémalité soit
Vvérifide : c'est le cas des espaces compacts hyperstoniens, et, pour certains exa-
ves, le cas des espaces compacts stoniens (c'est-i-dire des espaces compacts pour
lesquels la fermeture de tout ouvert est encore ouverte). L'intérét de ce résultat
n'est pas négligeable. J'indique 1'idéé. Prenons un opérateur semi-multiplicatif
symétrique, c'est-3-dire vérifiant P(f.P g) = P f.P g sur des espaces L¥(Q,% ,u),
ol p>1 , en convenant d'une définition adéquate puisqu'il ne s'agit pas d'une al-
gdbre. Nous pouvons simplifier en supposant en outre que u(Q) =1 . La continuité
de P sur LP(Q, F,u) implique la continuitd de P , sans augmentation de la nor-
me, sur l'algébre L7(2,5, u). Or, par la transformée de Gelfand, il existe un
isomorphisme isométrique entre L (9,3, p) et C(X) o X est précisément un es-

pace hyperstonien. L'interprétation probabiliste est simple

THEOREME 5. - Soit P wun opérateur multiplicativement symétrique et de Markov sur
L?(Q,J , u), p21 . Il existe une sous-tribu G de F telle que P f soit

G-mesurable et P f coincide avec 1'espérance conditionnelle de f relativement

PN

g_ﬂﬂ,q , u') ol u' est la restriction de u & G . En particulier :

f Pfdu-= f f d p pour tout sous-ensemble A de G -
A A

Je signale en passant que ces résultats s'adaptent tré&s bien aux espaces

fonctionnels de Banach, tels que définis par A. C. Zaanen et W. A. J. Luxembourg.

(b) Se placer dans le cas ol la condition d'extrémalité n'est pas réalisée,
mais construire effectivement un exave. Les espaces compacts X peuvent alors &tre
beaucoup moins pathologiques (compacts de R™ par exemple !). On peut obtenir des
résultats sur les espaces de Cantor généralisés, c'est-d-dire les images continues
d'ensembles dyadiques. Donnons seulement ici un théoréme d'existence qui généralise

le théoréme 3.

THEOREME 6. - Soit X un espace métrisable compact et @ : X > Z une application

continue ouverte de X dans un espace compact Z . Il existe un exave linéaire de

Markov selon @ .

V. - Commutation avec les translations.

La cinquiéme partie, qui sera une partie croupion, concerne 1'étude des
opérateurs multiplicativement 1iés, opérant sur des fonctions continues définies
sur un groupe abélien localement compact G , et commutant avec les translations.
Par A(G), nous désignons 1'algdbre des fonctions continues fortement presque pé-

riodiques sur G .
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THEOREME 7. - Il existe une correspondance biunivoque entre 1'ensemble des opéra-

teurs continus multiplicativement symétriques sur A(G) , définis A une homothétie

prés, qgi commutent avec les translations, et 1l'ensemble des sous-groupes du dual
de G .

La correspondance s'écrit de la fagon suivante, oll est un sous—groupe de G .

si f~_ I a(x) x , alors Pf~ 22 alx) ¥ .
x€ G x€A
Ac G™

Par un théoréme de point fixe, on peut donner une caractérisation géométrique de
P f dans l'ensemble des translatées de f selon 1l'annihilateur de A dans le

groupe de Bohr G de G pour la dualité <G:i , G> .

Pour terminer avec les opérateurs du type "mélangeant", désignons par % (T) 1'al-
1%

gebre des polyndmes trigonométriques sur le tore T .

THEOREME 8. - Il n'existe que deux opérateurs de Baxter non triviaux sur C(T) con-

tinus en norme LP(T), qui_commutent avec les translations pour + >p>1 . Il

n'existe pas de tels opérateurs continus pour p=l ou p=te .

inkx
Plf(x) = I a e
inkx nk>O k
f(x) =2 a e
k inkx
P2f(x) = a e
nkso k

De tels opérateurs sont bien connus en analyse harmonique. Dans le cas
général, on introduit un semi-groupe A dans le groupe G~ , dual de G , pour
remplacer le cOne positif de 2 . (I1 faut noter que la non-existence de tels opé-

rateurs pour p=l ne nécessite pas la commutation avec les translations).

D'autres opérateurs multiplicativement 1iés sont étudiés pour leurs pro-
priétés de moyenne dans un article & paraftre prochainement (On some averaging pro-

cesses).
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