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SUITES ABSORBANTES ET SUITES BORNIVORES
DANS LES ESPACES LOCALEMENT CONVEXES

par

Marc DE WILDE

Soit E wun espace vectoriel topologique localement convexe. On appelle

suite absorbante (resp. bornivore) de E une suite d'ensembles e > m€ N , abso-

lument convexes, fermés, emboltés en croissant et tels que tout &lément (resp. toute

partie bornée) de E soit absorbé par un des e

Un exemple important de suite bornivore est constitué par les suites fon-
damentales de bornés des espaces SF (cf. [4]). D'autre part, Amemiya et Komura
dans [1] et Valdivia dans [9] ont établi diverses propriétés des suites absorbantes
dans les espaces tonnelés. En allégeant les hypothéses de tonnelage de Valdivia,

on obtient des résultats qui généralisent également les propriétés des espaces SF

On désigne par E* 1le dual de E . On le note Es s'il est muni de la

topologie simple et E¥ s'il est muni de la topologie forte.

On appelle infratonneau un tonneau qui soit 1l'intersection d'une suite de

voisinages absolument convexes et fermés de O .

Un o-tonneau est le polaire d'une suite bornée de Es . C'est donc un in-

fratonneau dans E muni de la topologie simple définie & partir de E¥ .

L'espace E est tonnelé (resp. infratonnelé, o-tonnelé) si tout tonneau

(resp. infratonneau, o-tonneau) de E est un voisinage de 0 dans E .

L'espace E est évaluable (resp. infraévaluable, c-évaluable) si tout
tonneau (resp. infratonneau, o-tonneau) bornivore de E est un voisinage de O

dans E .
L'espace E est ac-tonnelé (resp. ac-&valuable) si, pour toute suite
TmeE“ telle que :

T lrm(f)l <w (resp. I sup ITm(f)| < ) (*)
m=1 m=l f€B

pour tout f€ E (resp. pour toute partie bornée de E), la suite T est équicon-

tinue. Une suite T qui vérifie (*) est dite absolument sommable dans ES (resp.

E)

Notons que, pour que E soit ao-tonnelé (resp. ac-évaluable), il suffit

qu'il soit de Mackey et que E¥ (resp. Eb ) soit séquentiellement complet.

Traitons par exemple le premier cas. Soit T mEN , une suite absolu-
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ment convergente dans ES , ou méme une suite qui tend vers O dans F‘s . Son en-

veloppe fermée absolument convexe s'écrit :
« @
{2 c t: 7 Jelg1}
m=1 " " m=1 m

et elle est compacte dans Es , donc équicontinue, d'ol la thése.

PROPOSITION 1. - Soit L un sous-espace vectoriel de E et soit e > meN ,

une suite absorbante (resp. bornivore) de L .

(g}

Si L est o-tonnelé (resp. o-&valuable), 1'adhérence de e _est
o m=1
1'adhérence algébrigue de U e, » les adhérences étant prises dans E .

m=1

o
Si L est ao-tonnelé (resp. ac-&valuable) et si = I)‘m |[<o, ona:
m=1

T= U X

m

m=1 m

La premidre partie de 1'énoncé est le théoréme 1 de [2]. Démontrons la
seconde. Il suffit évidemment de prouver oue
0
T c U L =T
m=1 m
On peut, sans restricticn,supposer L dense dans E . Si f n'appartient
pas 4 l'ensemble du second membre, il existe une suite TmELx telle que
T (f) =1 et 1 €X_ e° . La suite T est alors absolument scmmable dans L%
m m-m m m s
(resp. Lb ) . Elle est donc équicontinue dans L* et, de 13, dans E¥ . Il en ré-
sulte qu'elle admet un élément adhérent Tt . Pour ce T , ona T(f) =1 et

1=0 dans L , ce qui prouve que € I .

On peut tirer divers corollaires de cette proposition, notamment les pro-

positions 4 et 5 ci-aprds. On trouve d'autres corollaires dans [2].

PROPOSITION 2. - Soit E infratonnelé (resp. infraévaluable), soit e, » mEN ,

une suite absorbante (resp. bornivore) de E et soit AmT o

Un ensemble absolument convexe UCE - est un voisinage de O dans E

si et seulement si Uﬂlm e, est un voisinage de O dans )\m en (pour la topo-

logie induite par E), pour tout m .

Cette proposition a d'abord &té établie par Grothendieck pour les espaces
BHEF([L], théordme 3), puis par Valdivia pour les espaces tonnelds ([9], théordme 5).

Nous renvoyons & [2], théoréme 3 pour sa démonstration et ses corollaires.

PROPOSITION 3. - ([2], th. 4) Si E est o-tonnelé (resp. o-&valuable), tout ton-

neau (resp. tout tonneau bornivore) de E induit un voisinage de O dans tout
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sous-espace séparable de E .

Le méme résultat a été établi par GrSthendieck pour les espaces BF .
On voit qu'ici, non seulement 1'hypothése de tonnelage peut &tre affaiblie, mais

méme 1'existence d'une suite fondamentale de parties bornées est inutile.

Examinons encore dans quelle mesure on peut substituer des suites absor-

bantes aux tonneaux.

PROPOSITION L. - Si E est o-tonneléd (resp. o-&valuable) et si e, » mEN , est

une suite absorbante (resp. bornivore), alors U e, contient un tonneau (resp.
m=1

un tonneau bornivore).

En effet, par la proposition 1,

Ue > 2 Ue .
m=1 m=1

PROPOSITION 5. - Si L est ao-tonnelé (resp. ac-&valuable) et dense dans un es-

pace de Baire E , pour toute suite absorbante (resp. bornivore) e, »mEN , un

des e, est un voisinage de O .

En particulier, E est alors tonnelé (resp. évaluable).

Vu la proposition 1, on a :

E=T=yU 2"¢ ,
m
m=1
donc, par la propriété de Baire, un e, est un voisinage de O dans E . On con-

clut en notant que e =e NL .
m m

Pour le cas particulier, on remarque que si 6 est un tonneau (resp. un
tonneau bornivore) mé , m€EN , est une suite absorbante (resp. bornivore).

I1 n'est pas vrai en général que, si e meEN , est une suite absorbante
un des e soit un voisinage de O , ou méme soit absorbant. Le contre-exemple le
plus simple est celui des espaces &£ F . Désignons par ¢  l'espace des suites fi-
nies, considéré comme limite inductive des C® , me N . Suivant [8], nous dirons
que E contient ¢ s'il contient un sous-espace isomorphe & ® . Soit > A< 1'en-

veloppe linéaire de A .

PROPOSITION 6. - Soit E ao-tonnelé (resp. ac-évaluable) et soit e s m€EN , une

suite absorbante (resp. bornivore) de E .
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o
Si me em+}>em< » pour tout m , >m[_Jl fm < est isomorphe & ©® .

En particulier, si E ne contient pas ® , un des en est absorbant.

C'est une forme un peu généralisée de [8], théoréme 2.1 et corollaire

On note d'abord que, pour tout m fixé et toute suite e 0 , il existe
° =
T €e tel que T (fm ) =1 et ITm (fm)[ <e  pour tout m #mo .
o o o o o

On peut évidemment supposer que €n + 0 et que €n <l .

2 . ' ) = .
Déterminons Qmoe emo/2 . emo tel que %o(fmo) 2 , puis, de proche en
m
proche, Q tel que Q €¢ o™ e]‘;"l et que I Qi(fm) =0 . La suite 2m/2 Q
i=m
o

®
est visiblement absolument convergente, donc &quicontinue et la série I Q‘m
m=m
o

converge. Sa limite Q vérifie les relations

lo(g, M =le (g0 - = leg(g Mz2-¢
[¢] [¢] o} 1=m°+l [] [¢]

oo

late )< = log(e)l<e <e » ¥Ym<m, ,

i=m o
o
[+<]
lale)l =1 = e )<e, » ym>m
1=m+1
o 143 : = .
et Q€ emo emo , d'oll 1la conclusion en posant Tmo Q/Q(fmo)

Pour que > U fm< soit isomorphe & ¢ , il suffit que, quels que
m=1
soient les Ai>0 .

P(? Ci fl) = 5\_1P >‘i |ci[
1 1

©0
soit une semi-norme continue dans > U fm< pour la topologie induite par E .
m=1
. -m o - -1
Soient Tme 27 ep , tels que Tm(fm) A, et |rm(fi)|<2 A; pour
i #m . La suite T, est absolument convergente, donc équicontinue. De plus,

le@ ¢4 fi)l>>‘m m i

1
|c I - .Z Icil le(fi”? )‘m,cml'Es‘:lp )\i |c| ’
1 1 1

et
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p(Z c; £;) = sup Ay ]cil < 2 sup ]Tm(? c5 fi)l ,
i i m i
d'ol la conclusion.
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