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SUR L'EXISTENCE DE SOLUTIONS ANALYTIQUES
D'#QUATIONS A COEFFICIENTS CONSTANTS
par

Ennio DE GIORGI

Dans cette conférence, j'expose quelques résultats que j'ai &tablis en

collaboration avec Lamberto Cattabriga.

Le théoréme principal est le suivant

THEOREME. - Soit f(x, y) une fonction snalytique en R° et A un opérateur li-

néaire 3 dérivées partielles avec coefficients constants (réels ou camplexes).

Alors il existe au moins une fonction wu(x, y) analytique en R? qui satisfait

& 1'équation

Ay = f(x, y)
pour chaque (x, y)ER2 .

La démonstration de ce théoréme se fonde sur le lemme de représentation
(analogue & des résultats de G. Mantovani et S. Spagnolo) qui s'énonce dans la

forme suivante :

LEMME 1. - Soit f(x, y) une fonction analytique en RZ & valeurs réelles ou

complexes et ¢ une fonction positive non croissante définie en R . Alors il

existe une fonction g : R3 > ¢ indéfiniment différentisble en R telle que les

conditions suivantes soient satisfaites

gle, n, ©) dg dn dr
R3  ((x-€)%+(y-n)2+ 22
existe une fonction y : R + R telle que

0 < y(s) < ¢(s) pour chaque sE€ER ,

f(x, y) = f pour chaque (x, y)€ R"2 .

supp g (£, n, 1) 5 w(E2 + n°) < 7L 20(e2 + 02))

w(e2 + n2)> f+°° |g(g, n, t)|dr pour chague (&, n) €R? .

Outre le lemme 1, on emploie un deuxidme lemme relatif & une équation de type

spécial :
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LEMME 2. - Considérons 1'équation différentielle & dérivées partielles avec coef-

ficients constants réels ou complexes

n n-1 n h+k
(1) 3V + 3V . z b 3 v_ . 1
57" n=0 aylatH Ogh+k<n-1 B aPaxE ((x=t )zf(y-n )2422)

2

ol &, n, T sont des nombres réels et n>=u4 , t>0 . Soient My aeees My les ra-

cines de 1'équation

oi i =/=1. En plus, soit & un nombre positif tel que
0< 68 < 1/k
et,

8 < |Re |72

pour chaque h tel que Re w # 0 , et mettons

n-=1
me=2+ | ||+ ] o

h=0 0<htkgn-1 X

Alors il existe une solution v de 1'équation (1) telle que pour chaque (x,y)€ R®

et chaque s =0, 1, ¢«ee, r =0, ¢eue, n

+
Calli's | € ¢, (str) ! oS gt si |yl < n/bm
s,..T =71 R B | =
9x 3y
3s+rv v oS oF . N
I——-—s——r— I gcz(S"’I‘) OL2 82 s1 ]y] > n/km N
9x oy’

10 9% o Bl dépendent d'une maniére continue de m , § , y , mais sont in-

dépendantes de T , tandis que Cy s 0y 5 By dépendent d'une maniére continue de

ou C

m,S8 ,y , T et sont décroissantes avec T .

Remarquons enfin que le théoréme démontré ci-dessus semble faillir, méme
pour des opérateurs simples, si le nombre des variables indépendantes est plus

grand que deux. Par exemple, nous avons de sérieux doutes sur 1'existence d'une

solution analytique en R3 de 1'équation
2 2
du 9 u - u _
ry + > + > = f(x, Y, t)

9xX oy
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ol 1,0

£= ] exp(o(n,k) (ix+in®s - (y-n)°-1)),
h,k

¢(h,k) = (((p(h))k)!) ! , p(h) = the (h+l)-th nombre premier.
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