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QUELQUES APPLICATIONS DES FONCTIONS
IMPLICITES DANS LES ESPACES BORNOLOGIQUES
par

Jean Frangois COLOMBEAU

Nous montrons comment on peut étendre les résultats obtenus par le théo-
réme d'Oveyannikov ([3] etc) 3 des situations plus générales et aussi "concrétes"
grice aux théorémes des fonctions implicites du calcul différentiel dans les espaces
bornologiques ([2] chap. XIII) en leur appliquant la méthode de majorations utilisée

dans le théoréme d'Ovcyannikov. Les notations et la terminologie sont conformes a[2]

§ 1 - Fonctions implicites dans les e.b.c. polaires complets.

THEOREME (1.1). = Soit f continuement différentiable de Elx E2 dans E3 et

(a,0) €E; xE, tel que f(a,b) =0 et f}’r(a,b)é Isom(E2,E3) .

disque borné de E. il existe

A) Existence : On suppose que pour tout B 1

1
fermé pour TE, tel que

1T>0 et C_ disque borné de E
o — 0 2

1) ﬁa*ml&)cr%(mb)co si TLT, et
2) qu'il existe une suite (Cn) de disques bornés de E, fermés pour TE,

telle que :

x €a + Ty Bl
' - P! 1

= [fy(X,y) fy(a,b)] Cncfy(a,b) Coe1

YED + ro(c°+cl+...+cn)

et telle que si F = T( = Cq) F >0 au sens de Mackey dans E, si nrte

Alors si P, = U ToBl il existe une application u : a+Pl—>E2 telle
B
que 1
1) wu(a) =b

2)  f(x,u(x)) =0 pour tout x de atP, , et
-1
)

3) u est différentiable au point a et u'(a) = —f&(a,b o fk(a,b) .

B) Unicité : On suppose que pour B, disque borné de E, et pour C0 disque

de E, fermé pour TE, il existe une suite (Cn) de disques de E, fermés pour

TE2 telle que :
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x€a+Bl

= [f'(x,y) - f'(a,b)] C_cf'(a,b) C
vED + co Y y n y n+l

et telle que N Cn =" {0} .

n

Alors si x€a + B, et si y, et y,€b+ C/
£lx,y,) =0 = £lx,y,) = 7y =y, +

Démonstration :

A) On suppose a =b =0 ; soit T = fl'[(0,0) ; soit g : ByxE, > E, dé-
finie par g(x,y) = y-’I';l f(x,y) 3 donc f(x,y) = 0o y = glx,y) . g(x,yl)-g(x,y2)
=¥V T;l flx,y )+ T;lf(x,y2) = T;l Alx,yp.y,) si
A(x,yl,y2) = f}'r(0,0) (yl—yg)- f(x,y1)+ f(x,y2), donc d'aprés le théoréme des ac~
croissements finis ([2] p. 1L2) :

(1) Alx,¥5,) 61( )H%@ﬁ-me(%—ﬁn.

y=yl y2_yl

ogtgl
Soit B, un disque borné de E, et soit x€B; 3 soit uo(x) =0 , soit
ul(x) = g(x,uo(x)) = g(x,0) donc ul(x) = -T;lf(x,o) done si O<r<ro

. s = . - = - V) =

ul(rBl)chO 3 soit u2(x) g(x,ul(x)) 5 u2(x) ul(x) g(x,ul(x)) g(x,uo(x,)
= T;l Alxyug (x), u(x)) 5 u(x)€1C, (si x€tB avee O<tgr ) et ulx) =0
donc ul(x)- uo(x)e-rco et donc d'aprds (I) et les hypothdses, ue(x)-ul(x) €1Cy 3
on définit ainsi une suite un(x) par un+l(x) = g(x,un(x)) ; par récurrence on

montre que un+l(x)- un(x)e tC, 5 donc comme la base de filtre F - 0 au sens de

Mackey si n + + © , et comme E, est complet, si P = U T,B; on définit une
By
application u : P, > E, par u(x) = niiri un(x) 5 un+1(x) ET(CO+...+Cn) si

x€ 1B, donc u(x)eT (2 Cn) donc u est presque lipschitzienne au point O ;
n=0

pour tout n un(O) =0 donc u(0) =0 ; conme f est M-continue dans E x E,

g 1l'est aussi, donc par M-continuité u(x) = g(x,u(x)) pour tout x€ P, donc

f(x,u(x)) = 0 pour tout x €P; . Donc d'aprds le lemme (1.2) (ci-dessous) u est

différentiable au point 0 et u'(0) = -f}'r(o,o)"lo f}'((0,0) .

B) Soient x€ B, , ¥y, et y,€C, tels que f(x,yl) =0 = f(x,yz) 5
-1 N N
V= V= g(x,yl)- g(x,ye) =T A(x,yl,y2)€ 2C, d'aprds (I) et les hypothdses
car yl- y2€2 CO 5 par récurrence, on montre que pour tout n ¥y y2€ 2 Cn donc

yl-y2=0.
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LEMME (1.2) (Différentiabilité de la fonction implicite).

Soit f continuement différentiable de E, x E2 dans E3 et

(a,b)EElx E, tel que f(a,b) =0 et f}'{(a,b)e Isom(Eg,E3) . Soient P, une

partie bornivore de El et u une application de 8‘+P1 dans E2 telle gque

u(a) =b et f(x,u(x)) =0 pour tout x€a + P, ; si u _est presque lipschit-

zienne au point a , alors u est différentiable au point a et
-1
u'(a) = -f}'{(a,b) o f}'{(a,b) .

Démonstration : On suppose a =b =0 ; f(h,k)- f£(h,0)- £'(0,0).k € T

¥ ogtgl
{[fl'((h,tk)- f}'r(0,0)].k donc comme f est continuement différentiable dans U
1'application (h,k) » f(h,k)- £(h,0)- f&(0,0).k est tangente & zéro ; soient
5, = f;(0,0) et T f&(0,0) ;3 f(h,u(h)) =0 si n€ P, donc
Soh + T u(h) = -[£(h,u(n))- £(n,0)= T u(n)] - [£(n,0)- £(0,0)- 8 h] ; 1'application

¥

h » f£(h,0)- £(0,0)- S,h est tangente & zéro ; comme u est presque lipschitzienne
au point O , 1l'application h -+ f(h,u(h))- f£(h,0) - Tou(h) est tangente & zéro

1

donc 1'application h - u(h) + T; S,h est tangente a zéro, d'ol le résultat.

Remargue (1.3) : On montre par un exemple que dans le lemme (1.2) on ne peut pas

” " "

en général remplacer " u est presque lipschitzienne au point a par u est

M-continue au point & " (comme on le fait dans le cas des espaces de Banach).
Remarque (1.4) : s8i E , E, et E; sont des espaces de Banach, le théoréme (1.1)
se réduit au théordme classique car les hypothd&ses techniques de (A) et (B) sont
toujours vérifiées :

soient B, et B, 1les boules unités fermées de E., et E2 3y £ étant

1 2 1
continuement différentiable, il existe 5> 0, w0, 0<k<l , x>0 tels que

+
x€a T Bl

-1

= f£'(a,b) " [£'(x,y)- £'(a,b)] B,ck B
2 2

YED + u B2 y y y

et f(&"’TBl,b)CT f}',(a,b)(ABz) si O <TgT si on prend T, O assez petit

T A n

_ . n kA . a
pour que T <M on peut prendre Cn =k >\B2 done Fnc T B2 ; de méme, pour

1'unicité.

Remarque (1.5) : Les hypothdses techniques du théoréme (1.1) ne sont absolument
pas superflues car on sait bien que le théoréme des fonctions implicites tel qu'il
's'énonce dans les espaces de Banach devient faux dans le cadre des espaces de
Fréchet ([1] p. 761). On peut &videmment &noncer des théorémes un peu plus géné-
raux que (1.1) ([2] p. 150).
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§ 2 - Applications & des équations fonctionnelles.

Le théoréme des fonctions implicites dans les espaces de Banach permet
notamment d'étudier des équations intégrales. Nous allons montrer sur un exemple
trés simple comment le théordme des fonctions implicites dans les espaces bornolo-
giques permet d'étudier des équations intégro-différentielles, permettant ainsi’
d'obtenir toute une gemme de résultats nouveaux en généralisant & des &quations in=-
tégro~différentielles (notamment) les applications du théoréme d'Ovcyannikov ou de
théorémes apparentés.

Soient v, a, b et c des fonctions analytiques définies au voisinage

2 ot & valeurs dans [ . Soit H une fonction analytique dé-

du point (x ,0) de T
N 3

et & valeurs dans I . On cherche une

finie au voisinage du point (o,o,xo) de L
2

fonction u analytique au voisinage du point (xo,o) de L° , & valeurs dans [ et

satisfaisant 1'équation :

t
(E) u(x,t) = v(x,t) + [ H(t,s,x)[alx,s) -g—% (x,s)+b(x,s)u(x,s)+c(x,s)]ds
0
t 3 .
(f signifie 1'intégrale sur le segment [0,t] = {6t} c T ; les fonctions in-
0 01

tégrées sont analytiques) ; cette &quation contient 1'équation aux dérivées par-

tielles trés simple considérée a titre d'exemple dans [2] p. 157T.

I, désigne le disque ouvert de [ défini par |t]| <6 ; K désigne wn
compact de & dont l'intérieur contient le point xé*? si s>0 on d&finit
K+s =" {x€L tels que d(x,K)<s} (ol d(x,K) est la distance de x au compact K
dans R2) 3 K est choisi assez petit pour qu'il existe s>0 et &>0 tels que les
fonctions v, a, b et c (respectivement H) sont définies dans un voisinage de

(K+s) x I (respectivement de ng (K+s)) .

On définit la bornologie de l'espace ¥ (K) des germes de fonctions ana-
lytiques autour du compact K par la base de la bornologie constituée (si M et
s décrivent ]0,+»]) par les {{M,s}} = {® analytiques 2 1'intérieur de K+s ,
continues sur K+s et majorées par M sur K+s} et H(K) est ainsi un ebc de

Silva (donc polaire et complet).

Une partie ® de 1'espace Gm(Ig , H(K)) (voir [2] p. 146) est bornée
si elle est constituée d'applications indéfiniment différentiables de I, dans
¥ (K) équibornées ainsi que leurs dérivées successives sur tout 16(0 <8 <O<So) :
mais la variable t est complexe et donc d'aprés les formules intégrales de Cauchy
(pour les applications analytiques & valeurs dans un ebc polaire) : pour qu'une

partie B de Goo(Ié , H(K)) soit bornée, il faut et il suffit qu'elle soit cons-
o

tituée d'applications indéfiniment différentiables de I, dans H®(K) &quibornées

o
(*) K est supposé assez régulier pour que d(K+s,l(K+s+s'))=s'(si s, s' assez petits),
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sur tout I(S(O< § <<SO) (car il en est alors de méme pour leurs dérivées successives).

Donc une base de la bornologie de l'espace (I H(K)) est constituée (si

857

(BG) désigne une famille variable de disques bornés B, de l'espace

§ €10,8 [ s
H (K)) par les disques bornés C = { EEGm(I<S , H(K)) tels que pour tout
o

S€ ]0,60[ » tEI = E(t)GBG}. Les disques bornés {{M,s}} sont fermés dans
T H(K) et si les By sont fermés dans T H(K) le disque borné C correspondant
est fermé dans T C_(I

H(K)) . C,(I;, M(K)) est un ebc polaire complet
([2] p. 146). °

857
Soit X' un compact de !D2 contenant (K+sk IcS (avec 5>60) et tel que

v soit analytique dans un voisinage de K' ; soit l'application F :

[ WK )xElx C_(I H(K)) »  C_( H(K)) d@éfinie par :

I
60, 609

Flv,a; X) () (x) = X(£)(x)= v(x,t)=A IZ H(t,S,x)[a(x,s)—gx- X(s)(x) +
+ b(x,s)X(s)(x)+c(x,s)] ds .

Il est immédiat de vérifier que F est C, s F(0,03;0) =0 ;

D2F(O,O;O) est 1'application identique de C_(I H(K)) dans e (1 H(K)) et

60’ 605

DF(v,h3 X).£(6) (%) = £()(x)-r f; H(t,5,%) [a(x,8)—a £(s) (x)+b(x,8)E(s) ()] ds .

Nous allons appliquer le théoréme des fonctions implicites & la fonction
F au point (0,0) avec E = HEK')x I et E, = By =c (1 H(K)). Nous allons

6 b
o
vérifier le critére d'existence (A).

F(v,h; 0)(t)(x) = -v(x,t)=-A sz(t,s,x) c(x,s) ds ; soit B

, un disque borné

de H(K')xI ; il existe donc M>0 et s>0 tels que si (v,)\)EBl nous pou-

vons prendre :

c,= &€ GW(IBO’ H(K)) tels que £(t)€ {{ Mo,so}} pour tout té€ I, },
(et si nous changeons de disque borné B, nous pouvons garder le méme s, car

1
K' D (K+s)x I (o0 550 ) ).
et 6>6°

8
(1) [D,F(vshs X)= D,F(0,05 0)1(£)(t)(x) = -r f; H(t,s,%)
[a(x,s) —%}- £(s)(x)+b(x,s) £(s)(x)] as ;

X et v 'n'interviennent pas dans la formule (I) ; (v,\)€ B, donc dans toute la

suite I)\Ig)\o - Soient H > sup |[H(t,s,x)| et A tel que :
2
(t,s,x)€ I3 x (K+s )
o
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sup |a(x,t)] <
(x,t) € (K+so)x I(S

|

et sup |b(x,t)] < —2‘- .

(x,t)€ (K+so) x I(S

o o

Pour la construction de la suite (Cn) nous prenons :

; . . t
¢, 11"”<X [D,F(v,k; X) - D,F(0,05 0)IC_;E €C, = [A fo H(t,s,x)
[e]

M
[a(x,s)—5 £(s) (x)+b(x,8)E(s) (x)Tasked |4 ] | fcl)(g 2+2u) asle

A Hy A M [t]
S ——F5—— si x€K+s-d (pour d tel que O<d<inf(l,so)) car
. @@ oMo . -
o €{{ Mo,so}} S { el d}} (a'aprds la formule intégrale de Cauchy)
M L A, Hy AMS /
et Mo<—d—. Donc si By = n {{-——-—E——— ,S1}, C:I_C{EEC’GQ(I(S , H(K))
0<d<1l [}
s=s -d>0
o

tels que pour tout 66]0,60[ , t€ IG= £(t) EB:;;' } .

Nous allons montrer par récurrence sur n que si :
_ n Ag HO AT M8
c,® T  [DF(v,A; X)- D,F(0,05 0)IC , , si By n {—=—————_, s}

nl
N 0<d<l ., 1 1
° s=s -0 & (13)-- (1)

n

[}

on peut prendre C_ ="{tee (I, ,» H(K)) tels que pour tout &€ 10,6 [ ,
(e}
t€I; = £(t) EB‘(’S’ 1.

- ' 2—1 2-1 An-l Mo 6n-l
Supposons donc BcS = N {{ — > st} ;
0<da<1 T I
—so—d>0 2 n:l
n-1 .n-1 ,n-1 n-1
A M §
changeons 4 en 4 (1- 3y . g2l N =2 2 2 s S + !
n J n-1 n
0<d<l g la- .-
s=s _-d>0 2/°* " n
- - - 2-1 Hg-l An—l Mo (Sn-l
done t.‘pEB(S = ® et == € {{ — . n, st}

1 1
f0-9..0-b

(d'aprds la formule intégrale de Cauchy).
Donc E€C , = |A f:; H(t,s,x) [a(x,s)-%x- £(s)(x)+0(x,8)E(s)(x)] ds| <
)\2—1 Hg-l An—l Mo en-l |trn-l n
— [t]as| < ~ 1
n ). (o L n Ly B
4" (1= 3)... (1= 2) (1= 5). . (1= )

A2 E A" M | |?
O O [¢]

1
<Ay H| fo A
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11

d'ol la formule annoncée pour BY .
[

F o= (T =z Cq) c'{¢te cm(Is , H(K)) tels que pour tout 66]0,60[
a=n 0
'tEI(s - E(L)ET = Bg } ; on sait que pour tout n:—]-'-ﬂ_—l <e (e &tant la
q=n (1- ;)
base des logarithmes népériens), donc :
n ) Mo Ao Ho ASe n
By < { = ( — ) , s}}

donc, si on fixe d avec O <d <l et s=so-d>0 , pour 60 assez petit la base

de filtre F ~converge vers O au sens de Mackey dans e (1 H(K)) (et comme

(S E]
o
on 1'a remarqué, si on change le disque borné de ¥ (K') en gardant |>\[< )‘o on ne
change pas ce <SO car on ne change pas Sg s donc d) d'ol : si <SO> 0 est assez

petit, il existe une application U : M (K') > C‘;w(I<S , H(K)) telle que U(0) =0
o

et pour tout vEH(K') F(v,1,U(v)) = 0 ; si on définit une fonction u par
u(x,t) = U(t)(x), u est solution de 1'équation (E) et u est analytique en x

et t . On peut vérifier de maniére analogue le critére d'unicité.

Au cours des calculs pour la construction de la suite des disques bor-
nés Cn nous avons utilisé une méthode qui est fondamentale dans la démonstration

du théoréme 4'Ovcyannikov.

I1 est bien évident que si on était parti d'une application plus "éla-
borée" du théordme d'Ovcyannikov on aurait pu de méme la généraliser & des équa-

tions intégro-différentielles, obtenant ainsi des résultats nouveaux.

On peut aussi obtenir un théoréme de Frobeniuset lui appliquer la méthode

de majoration d'Ovcyannikov et &tudier ainsi des équations fonctionnelles nouvelles.
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