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Colloque Anal. fonctionn. [19T1, Bordeaux]
Bull. Soc. math. France,
Mémoire 31-32, 1972, p. 101-104.

UN "NULLSTELLENSATZ" POUR LES FONCTIONS HOLOMORPHES A CROISSANCE.

par

Ivan CNOP^

1. Le résultat qui suit fait appel à la théorie des espaces bornologiques.

Il s'agit d'un théorème du type "Nullstellensatz" pour des systèmes "bornés dans cer-

taines algèbres de fonctions holomorphes à croissance. Dans le cas où le système

borné se réduit à une seule fonction, ce théorème a été obtenu par J.J. Kelleher

et B.A. Taylor [3] et L. Waelbroeck [6].

Dans ce qui suit, 5 sera une fonction non négative, bornée et continue

sur 01 . Si E est un b-espace (espace bornologique convexe séparé complet),

^°(6, E) sera l'espace des fonctions f définies sur l'ouvert où ô diffère de 0,
Net qui satisfont à : il existe un entier N tel que f.ô reste borné dans E •

^(6, E) est muni de la bornologie naturelle : un ensemble B de fonctions f de

^(ô, E) est borné si pour un certain entier N , l'ensemble des f.ô , fç B ,

reste borné dans E • ^(ô^) est un b-espace. En particulier, le poids

6 (s) = (l + s | )~ pour s dans ffi11 indique une croissance polynomiale à

l'infini.

& ( ô ) est la sous-algèbre commutative de ^((SaîC) des fonctions holomor-

phes sur le domaine de définition, muni de la bornologie induite. & ( ô ) est une

b-algêbre : c'est un b-espace et le produit de deux bornés est borné.

THEOREME. - Soit ô une fonction non négative, lipschitzienne sur Œ , infé-

rieure ou égale à 6 , avec -log ô plurisousharmonique, et A un ensemble quel-

conque d'indices. Soient f-, , î . . . » f, -. et g, des familles bornées d'éléments
——. . • L — — • • - •—-—— —————— _L ,À K , A —•— À ——~—————————-————————————————————

de & ( ô ) pour \ dans A . Supposons qu'il existe un nombre positif e et un

nombre naturel N tels que pour tout À dans A :

(o) |f^| + ... + 1^,,!^ 6N ISx '

partout sur ffi11 . Alors il existe un nombre naturel m tel que pour tout À

dans A :

eT eiâl (f!,^ ' • • • ' ^.X > e ( 6 ) ) '

les coefficients étant bornés dans ^ ( 6 ) indépendamment de À dans A

2. Soit A une b-algèbre commutative à unité, et a un b-idéal, c'est-à-

dire un idéal de A muni de la structure d'un b-espace (pas nécessairement la struc-

ture induite),et tel que le produit d'un borné de a et d'un borné de A est
;; Aspirant du "N. F. W. O." de Belgique.
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borne dans a • Le spectre d' élément s a- , . •• , a dans A modulo a ,

A(a, , • • • , a ; A | a ) est l'ensemble des fonctions cp sur Ol11 pour lesquelles on
a une décomposition de 1 :

1 = CD ( s ) u^(s ) + Z (a^ - s^) u ^ ( s ) + v (s )

où s. est la ième projection coordonnée sur Œ11 , s la variable de Œ11 , les

coefficients u , u ,..., u dans cg ( 6 , A) et v dans ^(ô , a) . Cette

notion de spectre généralise en un certain sens le spectre-joint de quelques élé-

ments dTune algèbre de Banach commutative à unité. La connaissance de fonctions

spectrales permet d'appliquer le calcul fonctionnel holomorphe : si ô est lips-

chitzien, ^ 6 et spectral pour a ,..., a dans A mod a , on obtient un ho-

momorphisme © ( ô ) -> A , défini modulo a , qui envoie 1 sur 1 et la ième projection

coordonnée sur a. .

Sous les hypothèses du théorème ( ô lipschitz, ^ ô et -log 6 pluri-

sousharmonique), 6 appartient au spectre des projections coordonnées dans & ( ô )

[l] (avec démonstration dans [2]).

3» L'existence de fonctions spectrales permet encore de démontrer le lemme
suivant :

LEMME, - Soit A une "b-algèbre commutative avec 1, a un "b-idéal et a ,..., a ,
a des éléments de A .

Si

ô ç A(a^ ,..., a^ ; A |a )

et

açidl(a^ - s^ ,..., a^- s^ ; <Ç(ô,A)) + ^(ô,a) ,

alors

açidl(a^_ - s^ ,..., a^- s^ ; q:(ô^ , A ) ) + Ï( 6^ . a) .

On obtient donc un contrôle plus précis de la croissance des coefficients.

La démonstration est immédiate : si ô est spectral, ô l'est aussi pour tout N
naturel et :

1 = ô^s) u^(s) + ? (a^- s^) u^(s,z) + v(s)

avec u^ , u^ ,..., u^ dans ^ (6 , A) et v dans ^(ô , a) . On multiplie cette
expression avec :

a = 5 (a^ - s^) U ^ ( s ) + V ( s )
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avec U , . . . , U dans^ô.A) et V dans ^(6,a) .

Un regroupement dans le.membre de droite fournit alors des coefficients avec les

bonnes majorations pour N suffisamment grand.

Un théorème spectral de L. Waelbroeck [h] [5l affirme que la fonction

identiquement zéro ne peut jamais être spectrale, sauf dans le cas trivial où a
est toute l'algèbre. Grâce à ce théorème, on peut déduire de la conclusion du lemme

précédent que a est niipotent module a [6].

4. On va appliquer ces résultats pour obtenir le "Nullstellensatz". I/ al-

gèbre qui nous intéresse est l'algèbre & ( ô ) . des systèmes, indexés par \ et

bornés dans ^ ( ô ) , Nous serons amenés ici à introduire deux variables dans C ,

s et z , et on précisera 6 ou 6 suivant qu'on contrôle la croissance en

s ou z .

Nous savons que

ô ç A(z^ ,..., z^ ; & ( ô ^ ) ) ,

et en recopiant cette expression un nombre suffisant de fois :

6 ç A ( z ^ ,..., z^ ; Ô (6^)

^1 ' • • • ' \ ' ̂ W
où 6 ® 6 est le poids défini sur Œ par ô sur les premières et dernières ns z
composantes. Cela nous permet d'appliquer le calcul fonctionnel holomorphe module
l'idéal a engendré dans & ('S 0 6 ) . par les fonctions z- - s. » • • • , z - s
(chaque fonction étant prise la puissance de A fois). On obtient que pour tout

i , l < i < k :
(f. (z) - f. , ( s ) ) ç a

1 , A 1 , A A

'-^S-3! • " • • \-^ • ^s • ^A"
et de même pour g :

(g , (z) -g, (s) ) ,

ç i A K ^ - s ^ ...., ^ -s^ ; <Ç(^ ; 6(6^)) .

De l'hypothèse (°) :

(^(s)),€xdl((f^(s)), ...., (f^(s)), ; ̂ ),)

cidl((f (s)), ,..., ( f , , (s)) , ; <C(^ ; Mô^)) .
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Donc :

(e^(z))^(g^s))^ + idl(z^- ̂  „.., ̂  - s ^ ;<Ç(^ ; <S(6^) ) ,

cidl((f^(s)), ....,, (f^(s)), ; ̂  ,..., z^ ; <(^ ,6(6^))

cidl((f^(z)), ,..., (f^(z)), ; z^ ,..., z^ ; cg(^ ;Ê(5^))

ciâKz^ - s^ ,..., z^ - s^ ; ^(6^ ; & ( 6 ^ ) ^ ) + Ï(S^ , B)

où 8 est l'idéal engendre par (f- , ( z ) ) - ,..., (f, , ( z ) ) , dans & ( S ) , . On
- L j A A K ) A A Z A

applique ensuite la conclusion du n° 3 pour trouver un naturel m pour lequel

^\^

ce qui termine la démonstration du théorème»
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