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QUELQUES REMARQUES SUR LES POIDS.

APPLICATION A LA THEORIE DES OPÉRATEURS RADONIFIANTS

par

Simone CHEVET

Le but de cet exposé est de donner une nouvelle définition des opérateurs

( « î » , ^ ) très approximat ivement radonifiants d'un Banach dans un autre coïncidant avec

celle de SCHWARTZ [1] dans.le cas où $ et V; sont des poids homogènes. Nous énon-
cerons des théorèmes sans les démontrer.

Les trois premiers paragraphes seront utilisés à énoncer quelques pro-
priétés sur les poids et à faire quelques remarques sur ceux-ci, et les deux der-

niers paragraphes à généraliser certains résultats de SCHWARTZ [1] et d'ASSOUAD [2]
au moyen d'opérateurs appelés (< î ' , ^ ) sommants.

Commençons par donner quelques notations et faire quelques rappels sur
les poids.

§ 1. Définitions et notations.

Tout d'abord, dans tout ce qui suit, si G est un espace topologique

séparé, P (G) désignera la famille des probabilités de Radon sur G et e ( G ) la

famille des probabilités de Radon sur G à support fini. On munit P(ff i> +) de la re-
lation d'ordre suivante :

po^ ^ (Vaçf f i ' 1 ' , n(]a,+»]) < \^]a,+»])) .

Dans cet exposé ^? désignera la famille des fonctions de ffi dans E'*'
nulles en 0 , croissantes, continues à gauche et continues en 0 . Pour toute fonc-

tion croissante Cp de ffi dans ffi on pose, par convention, Cp (+°°)=sup{cp (x) ;
xÇffi'1'} .

Enfin, pour tout réel a^ 0 , on pose :

ta , si te ffi

\^ = +°° , si t = +œ

Rappelons maintenant des définitions élémentaires sur les poids.

DEFINITION 1. - Un poids est une application $ _de_ P (ffi'4') dans ffi4' possédant les
propriétés suivantes :
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a) $ est semi-continue inférieurement (pour la topologie étroite) ;

b) ^ est croissante sur IP(K"1') (muni de la relation d'ordre e^) .

Un poids $ est dit homogène si, pour tout réel a>0 et pour tout p _de_ P (K'1')»

$(h ° y) = a$(p) . Un poids $ est dit compact si, pour tout réel M^ 0 , l*en-

semble A^ = { \i ç Pd-1-) ; <î'(u)<M} est compact dans P(î+) .

Remarque : Si ^ est compact, alors, pour tout réel M>0 et pour tout réel

a>0 les ensembles ' { \i ç PtS^) ; <î>(h ° \i ) < M} sont aussi compacts dans P,(S )

(puisque, pour tout réel a>0 , p -)- h o p est un homéomorphisme de P(]S"1") sur

Pd^ appliquant P(S1') sur P ̂ +) ).

Exemples :(SCHWARTZ [1] et ASSOUAD [2]).

1. J : M -> p(]l,+œ])

f1"00 (^ u ( d t ) , si 0 < p < + ° °

2. M : p -. M ( p ) = <

p p J"' min (1,1) p(dt). si p = 0
0

max (supp \i ) » si p = +°°

3. Plus généralement, si cp est une fonction de S dans R croissante,

continue à gauche (donc Cp s.c.i.),

M : M -> /+00 Cp(t) p ( d t )

est un poids (appelé de type Orlicz généralisé). Il est compact si et seulement si
Cp(+oo) = +00 .

Rappelons que les poids M , 0 < p < + < » sont homogènes et compacts.

§ 2. HOMOGENEISEES de certaines fonctions et APPLICATIONS.

On se donne un ensemble X , une application S de ]0,+°o[ x X dans X

satisfaisant :

(i) S(ab,x) = S(a,S(b,x)) , V a, b ç ]0,+~[ , V x ê X

et on considère la classe <3 des .applications p de X dans ffi'1" croissantes
A , o

au sens suivant :

(ii) ( 0 < a < b < + ° ° ) ^ (p (S(a ,x ) ) < p ( s (b ,x ) ) , V x ç X ) .

Une application p de X dans ffi"1" est dite homogène si l'on a :
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(iii) p (S (a .x ) ) = a p(x) , V ( a , x ) ç. ]0,+°o[ x X .

Bien entendu, toute fonction homogène de X dans S^ est dans C.^ - .
A. , b

Exemples : 1 - Si X est un espace vectoriel E et si S(a,x) = ax toute jauge
d'un ensemble équilibré de E est un élément homogène de (3_E,.

2 - Si X = P(R"1"), S (a ,p ) = h o p , tout poids (homogène) est un élé-a
ment (homogène) de (3-- -

A , u

Par analogie avec la définition de la jauge d'un ensemble dans un espace

vectoriel on introduit la :

DEFINITION 2. - On appelle homogénéisés d'un élément p de t^v o les fonctions— — - — —"~~ x,o — ' — '
p'' d_e_ X dans i"1' , a€]0 ,+°°[ , telles que :

p^(x) = i n f { a ; 0 < a <+œ ; p(s( ^ , x ) ) < a}a

avec la convention habituelle : inf 0 = +°° •

Les fonctions p sont, bien entendu, des éléments homogènes de (3 .X,b

Remarquons que, si p est homogène, on a, pour tout réel a>0 , ap = p . Remar-
quons aussi que a. -> p est décroissante et que si p = sup p. avec p. ç, (^ ç, ,

/ \ / \ ] _ 1 l X , b

on a, pour tout réel a>0 , p a = sup p.01

i 1

Remarques : 1 - Si L" est un espace d'Orlicz [3, page 6ï] et 'si f -^ p ( f ) =

/ - ° M ( [ f | ) dt, p est la norme de Luxembourg dans L" [3, page 78].

2 - Soit X = P^), S(a,y) = h 0 y ; s i p = J

J(a) (ô^) = x , Va€].0,l[ , V x ê S " ,

J^5 (p) = 0 , Va^l , V p ç P^) ;

si p = M est un poids de type Orlicz généralisé avec Cp(0) = 0 , alors, pour
T f \

tout réel x>0 , pour tout réel a>0 , p (ô ) = x/ $ (a) où :

C p ( x ) = sup { t ; iç ffi ; c p ( t ) < x } .

THEOREME 1. - Les homogénéisés d'un poids sont des poids homogènes.

Notation. - Si $ est un poids, " un espace topologique et P une probabilité

de Radon sur " , L (o,P) désignera l'ensemble des éléments f de L (Q,P) tels

que, pour tout réel a>0 , ^ ( | f [ ) est fini.

Nous allons chercher une condition suffisante sur $ pour que L (°»P)
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soit un espace vectoriel contenant L°°(^,P) . (si cp ç 7? , L^ (o,P) est un espace

vectoriel contenant L°°(^,P)) . Introduisons pour cela la : cp

DEFINITION 3. - ̂  E est un espace vectoriel, une fonction p de E dans î'4"

est dite convenable si elle satisfait :

1) p(0) = 0 ; p(x) = p(-x) , V X Ç E ; p^tx) <+°° , V ( x . a )6Ex R;

2) ( 0 < 8 < 1 ) ^ (p(6x) < p(x) , V X Ç E ) ;

3) il existe une topologje sur E compatible avec^ la structure d'espace

vectoriel de -E et pour laquelle la famille V = {xÇE ; p^(x)<a}

(a,a)6f f i^ x S;; est un système fondamental de voisinages (équilibres) de

0 de E .

Comme il existe une seule topologie sur E telle que 3) on l'appellera topologie

associée à cette fonction convenable p et (E,p) désignera l'espace vectoriel E
muni de cette topologie.

Remarque : Sur tout espace vectoriel topologique métrisable E il existe une fonc-

tion convenable finie p telle que la topologie associée à p soit la topologie
initiale de E •

THEOREME 2. - Soit <î> un poids. On a équivalence de (l) e^_ (il) avec :

j Pour tout espace topologique. Q et pour toute probabilité de Radon P

sur fl, , on a :

(I)
a) L^,P)^ L°°(o,p) ;

b) L^(?2,P) est un espace vectoriel et f ^ < î > ( | f | o P) une fonction conve-

nable sur L (o,P).

(II)

5^) = 0 , lim $(ô ) = o ;
a-0
a>0

b t ) pour tout réel a>0 , il existe deux réels >0 , a' ^_ M , tels

que, pour toute famille finie (À ̂  a^, b^) (l<i<n) d'éléments de

(S ) vérifiant Z À . = 1 , l'on ait :
i=l 1 ——————

^(J^ ̂ a^ ̂ '^^J - ̂ ^J ̂  •

DEFINITION h. - On dira qu'un poids vérifie la condition (c) s'il satisfait l'une
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des conditions équivalentes du théorème 2.

Exemples ; 1 - Si <î> est un poids vérifiant a* ) et c) avec

c) : "il existe deux réels > 0, C et M , tels que, pour tout espace topolo-

gique ^ , pour toute probabilité de Radon P sur ^ et pour tous f

et g dans L (°,P), I1on ait :

$ [ ( - f ! ^ 1 ^ 1 ) o P] ^ M ( $ ( | f | o p) + ^ ( l g | o P ) ) "

alors $ vérifie (c) .

2 - Si Cp est une fonction de S;; dans ffi;; croissante et continue à

gauche, le poids Mçp vérifie la condition (C) si et seulement si Cp est dans 7?

(car M vérifie c) ) .

3 - Tous les poids M (0^p<+°o) satisfont (C) .

§ 3. Comparaison de poids.

Soit E un espace vectoriel, p et p^ deux fonctions convenables sur

E . p^ est dite plus forte que p si la topologie associée à p est plus fine

que celle associée à p- • Elles sont dites équivalentes si ces topologies sont les

mêmes. On remarque que l'on a équivalence de :

i) p- est plus forte que p? ,

ii) V a ç f f i ^ , 3 ( a » , M ) ç. C x E; : p ^ ^ M p ^ .

De manière analogue, on introduit la

DEFINITION 5. - Un poids <î>, est dit plus fort qu'un poids $ si, pour tout réel

a>0 , il existe deux réels > 0 , a* et^ M , tels que, pour tout p de P(^) ,

îp (p ) < M $ (p ) . Les deux poids $- _e_b_ <î>? sont dits équivalents si cha-

cun des poids est plus fort que Vautre.

Comme toute probabilité de Radon sur E'1" est limite étroite d'une suite

(croissante) d'éléments de e(ffi ) inférieurs à p (pour la relation ^C) on a le :

THEOREME 3. - Sj_ <î> e^_ <î> sont deux poids, on a équivalence de :

1) $„ est plus fort que <î>^ ;

2) VaÇK; . a t a ' ^ Î C f f i î x E; : ^a) (p ) < M ^at ) (y ) . V p Ç c ^ ) .

Bien entendu, si <î? (resp. $ - ) est homogène, <ï> est plus fort que <î> si et
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seulement si il existe deux réels > 0 , i3 et M , (resp. pour tout réel a>0 , il

existe un réel M>0) tels que :

<^(p) < M ^(p) , V y ç eÇl^)

(resp.
^(p)^ M ^(p) , V u ç e d ^ ) ) .

Remarque s : 1 - Tout poids est plus fort que ses homogénéisés.

2 - Tout poids homogène plus fort qu'un poids compact est aussi compact.

3 - Tout poids A de la forme sup C p ( c x ) $ avec Cp partout > 0
a>0

(et bornée) et $ poids, est un poids plus fort que <î> •

DEFINITION 6. - Un poids est dit plus fort que L s'iijist plus fort que le poids

J (J : p -> M (]1, + œ ] ) ) .

THEOREME U. - Tout poids homogène plus fort que L est compact.

(En effet, le poids est alors plus fort qu'un poids compact, à savoir un
poids de la forme sup Cp(a) J avec cp partout > 0) .

a>0

Donnons maintenant quelques exemples de poids comparables.

a) Si $. , l^si^n , sont n poids, les poids sup $. et $ + . . . + $ sonti ^ ^ ' ^ ^ ~ n, . l<i^n
équivalents.

b) Les poids J et M- sont équivalents.

c) Si Cp- et Cp- sont deux éléments de f[ tels que l'on puisse trouver

trois réels > 0 , M, k, r, tels que

k cp^(r t )< cp^(t ) , V t ^ M

le poids M est plus fort que le poids M,.
^2 7 !

PROBLEME - Soit $ un poids plus fort que L vérifiant ( C ) .

1°) Trouver une C. N. S. pour qu'il existe Cpç ?? tel que les poids <ï> et

M soient équivalents ?

2°) Plus généralement, trouver une C. N. S. pour qu'il existe une famille Cp.

d'éléments de 7? telle que $ ej^ sup My. soient équivalents ?—————————— ^ ^
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THEOREME 5. - Soit îî un espace topologique et P une probabilité de Radon sur

0, . Sj_ $ est un poids vérifiant (C) et plus fort que L , alors l'espace vecto-

riel L (",P) muni de la topologie associée à la fonction convenable f -»• $ ( | f [ o P)

est complet ; de plus,* si $' est un poids équivalent à $ , alors <î>' vérifie

(C) , est plus fort que L et

L^(o,p) = L^(o.p) .

Remarque : Plus généralement, si E et E- sont deux Banach dont l'un est le
dual de l'autre et si L (î2,P ; (E , o(E ,E ) ) ) est l'ensemble des éléments f de

L°(o,P ; (É^, o (E^ ,E) ) ) tels que \\f\\^ soit dans L^,P), L (^,P;(E ,a(E , E ) ) )

est un espace vectoriel qui, muni de la topologie associée à la fonction convenable
f -> < î > ( I I f [ [ _ o P), est complet.

E!

§ 4. Nouvelles notions de type et d'ordre d'une mesure cylindrique.

En utilisant les homogénéisées de poids, on va donner une nouvelle défi-

nition des notions de type et d'ordre qui, dans le cas des poids homogènes, coïncide
avec celle donnée par SCHWARTZ [1].

Soient E et E deux Banach dont l'un est le dual de l'autre et soit

p une mesure cylindrique sur E relativement à la dualité canonique entre E et

E- . Notons U la "boule unité de E •1 E^_

Soit d'abord $ un poids homogène. D'après SCHWARTZ,

y est dite de type $ , si $"(?) = sup $( [x.. (. ) |o p ) est fini.

^^
p est dite de type ^-approximable (resp. très approximable) s'il existe un

réel M^O tel que p soit cylindriquement adhérente à l'ensemble des probabilités

de Radon \) portées par des compacts de sous-espaces vectoriels de dimension finie
(resp. par des ensembles finis) et vérifiant '^(^^M .

p est dite-d'ordre $ si p est de Radon sur (E, a ( E , E - ) ) et si < î > ( | | p | | )

est fini ( || p || étant la mesure image de p par l'application x -^ ||x|| _ de
, " ^

(E, o(E,E ) ) dans S ) .

Soit maintenant $ un poids quelconque. Les $ ( a 6 K ) étant des

poids homogènes, on généralise comme suit les définitions ci-dessus.

DEFINITION 7. - On dit que p est de type <î> si, pour tout réel a>0 , p est de

type ï , c'est-à-dire s'il existe ^ : S,, ->• S,, (et même bornée) telle que \i
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soit de type A = sup Cp(a) <î> a ; p est dite de type <î>-approximable (resp. très
a>0

approximable ) s'il existe Cp : s^ -> ffi^ • tel que p soit de type A-approximable

(resp. très approximable) avec A = sup cp(a) $ . Enfin p est dite d'ordre $
a>0

(si p est de Radon sur (E, o(E,E )) et) s'il existe Cp partout > 0 tel que p

soit d'ordre A avec A = sup Cp(a) ^ .
a>0

Remarques : 1 - Ces définitions coïncident avec celles d'un travail d'ASSOUAD dans

le cas d'un poids de type Orlicz généralisé.

2 - Si p est d'ordre $ , p est de type $ .

3 - Si $ et ^ sont deux poids équivalents, alors p est de type

$ (resp. d'ordre $) si et seulement si p est de type ip (resp. d'ordre if;) .

U - Si $ est un poids vérifiant (C) et plus fort que L et si

(n,P,L) est une fonction aléatoire linéaire arbitraire (" espace topologique et P

probabilité de Radon) sur E associée à p , p est de type <î> si et seulement

si L est un opérateur linéaire continu de E- dans L (^,P) (ce qui exige

L(E^) c L^(o,p)) .si E^ = E^ ou si E^ = E avec E^ séparable, \i est d'ordre

$ si et seulement si il existe Cp dans <£ (o,p ;-(E, a(E,E-)) ) tel que, pour

tout X^ÇE^ , < C p ( . ) , x^>çL(x^) .

§ 5« Applications ($, ^-sommantes et opérateurs radonifiants.

Dans tout ce paragraphe $ et ^ sont deux poids vérifiant la propriété

a' ) du théorème 2, E et F deux Banach et u un opérateur linéaire de E dans

F .

DEFINITION 8. - u est dite (<!>, ^) -sommante si, pour tout e>0 , il existe deux

réels > 0 , 6 e^_ M , tels que :

( p Ç e ( E ) , ^ (u) < 6 ^ ) ==> ^(h^ o | [ u ( p ) | | )< e .
e

Donc, u est (<î>,^)~ sommante si et seulement si, pour tout réel a>0 , il existe

deux réels a'>0 et^ M>0 tels que :

/ ^ ( I l ud i ) ! ! ) ^ M ( $ ( c x f ) ) ; ; ( p ) . V p Ç c ( E ) .

Remarque : Si $ = ^ = M (0 < p <+°o ) , u est (M ,M )-sommante si et seulement
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si u est p-sommante au sens de PIETSCH. Si cp et ^ sont deux éléments de H
^ = ̂  » ^ = M^ , u est ($, ^-sommante si et seulement si elle est (cp ^-som-
mante au sens de ASSOUAD [2].

Trivialement, si G est un Banach et j un isomorphisme de F dans G
on a équivalence de :

i) u est ( < î > , ^)- sommante,

ii) j o u est ($, ^)-sommante.

THEOREME 6. - Soit G un Banach et u un opérateur linéaire continu de E dans

G' . Notons ITp l'opérateur canonique de G* sur G'/F° ^ F» , où F est un

sous-espace vectoriel (fermé) quelconque de G . On a équivalence de :

a) u est ( < î > , ^)-sommante ;

"b) pour tout sous-espace vectoriel fermé séparable F _de_ G , n o u est
($, ^)-sommante»

THEOREME T. - Soit G un Banach et u un opérateur linéaire continu de E dans
Gî • s^- ^ est plus fort que L et si u est ($, ^)-sommante, alors V image par
l'opérateur continu u : (E, a ( E , E ' ) ) ^ ( G ' . o C G ' . G ) ) de toute mesure cylindrique
sur E de type $-très approximable est une mesure de Radon d'ordre ^ sur
(G' , c rCG ' , G ) ) (c'est-à-dire l'opérateur u .. _de_ (E, c j tE.E ' ) ) dans (G1 o C G ' , G ) )
est très approximativement ($, ^)-radonifiant).

THEOREME 8. - Soit fou/jours G un Banach et u un opérateur linéaire continu de
E dans G' . j^_ $ ^ ^ sont deux poids plus forts que L° et vérifiant la
condition ( C ) , on a équivalence de :

1) u est ( < î > , i^>)-sommante ;

2) l'image par u : (E, a ( E . E ' ) ) -^ ( G ' , a ( G ' , G ) ) de toute mesure cylindrique

s^ E de type $-très approximable est unejnesure de Radon d'ordre ^
sur ( G * , a C G » , G ) ) ;

3) Pour tout poids A de la forme sup C p ( a ) ^ a ) , Cp partout > 0 et bor-
a>0 , „

née, il existe un poids B = sup y ( a ) ^ l a / , y partout > 0 et bornée,
a>0

B( | | u ( À ) | | ) < A ( À ) , V À Ç c ( E ) ;

^ Pour tout espace topologique " et pour toute probabilité de Radon P sur

^ » la restriction de l'application Cp ^ u o Cp ^ L (^,P ; E) dans
L (o,p ; G ' ) à l'espace £(^ ,P ; E) des fonctions étalées de L°(^,P ; E)
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est continue quand on munit e (^ ,P ; E) de la^topologie induite par le

plongement canonique de e (^ ,P ; E) dans £ (E 1 ; L ( ^ , P ) ) ; il suffit que

cette continuité soit vraie pour un ^ particulier et une probabilité
P particulière diffuse»

THEOREME 9. - Supposons <î> vérifiant :

n n
<î> ( Z X . p . ) ^ E À . < D ( p . )

i=l i=l 1

pour toute famille finie ( X . , p . ) , K i^ n , d'éléments de S^ x e ( E ) telle que
Z À . = 1 et ^ équivalent à un poids ip- vérifiant

i=l 1 1 •———
n n

^( E À^ p^) > Z À^ ^ (p.)
i=l i=l

pour toute famille finie ( À . , p. ) , 1< i<n , d'éléments de ffi^ x e(E) telle que

où

Alors, on a équivalence de :

1) u est ($, i^)-sommante ;

2) pour tout réel a>0 , il existe deux réels > 0 , M ^_ g ^ et une proba-

bilité de Radon p sur la boule unité U , _de_ K* , munie de la topolo-
gie induite par a ( E ' , E ) , telle que :

^ ( a ) ( | | u ( À ) | | ) < M ^(À) , V X ç c ( E )

$ . ( X ) = / < î > ( x ' o À ) p C d x ' ) .
p 'E1

Remarque : Si $ et ^ sont deux poids de type Orlicz généralisé, les hypothèses

du théorème 9 sont vérifiées. Si de plus, ^ = M on en déduit facilement l'équi-

valence des parties l) et 2) de la proposition 1 de ASSOUAD dans l'exposé 27 de
[2].

Remarque : Si <î> est un poids strictement plus faible que ip , alors :

(u ($, ^-sommante) =» u s ° •
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