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Colloque Anal. fonctionn.[l9Tl, Bordeaux]
Bull. Soc. math. France,
Mémoire 31-32, 1972, p. Ul-^5.

SUR LA SOLUTION BORNEE ET PRESQUE PERIODIQUE

DES INEQUATIONS D'EVOLUTION PARABOLIQUES

par

Marco BIROLI

§ 1 - CADRE FONCTIONNEL.

Soit V(X, W) un espace de Banach réel séparable de norme || || (|| || ,
II ||^) ; nous indiquons par V^X^, W51) son dual, par < , > la dualité entre
V(X. W) et V î î (X î î , Wîî) et par |[ [| îî ( || || îî , || [|î; ) la norme duale sur
Vî^X^ , W^) . x w

Soit V(x) uniformément convexe.

Soit H un espace de Hilbert identifié avec son dual pour le produit

scalaire ( , ) et indiquons par [ | la norme sur H induite par ( , ) .

Nous supposons que V(X, W) soit identifié avec un sous-espace dense de
H et que l'injection de V ( X , W) dans H soit compacte (continue, compacte).

Nous supposons aussi que W soit identifié avec un sous-espace de X et
que l'injection de W dans X soit compacte.

§ 2 - ENONCES.

Soit A : V -)- V^ un opérateur (univoque) monotone, [6] , hémicontinu bor-

né et Cp(u) une fonction convexe s.c.i. de V dans ]- œ , + °°] , cp(u) ? + °° ,
avec C p ( u ) ^ 0 ; soit enfin CP (0) = 0 et

< Au,u - v > + cp(u)
(2.1) lim ————rr-S——————— = + œ v çD(cp )

||u||-^» M

Supposons que V g ç X l'inéquation

(2.2) < Au, v-u > + cp(v)- cp(u) > <g,v-u> Vvç D( cp )

a une solution u ç x r i D ( c p ) et que l'opérateur défini par la relation :

gç Mu si et seulement si g € X et uê XFl D(cp )
vérifient (2 .2) .

Soit m-accretif, [7], sur X .
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Supposons en plus que si g € Mu

NIx ^ a llullw a/ ° •

On a le résultat suivant :

THEOREME 1. - Considérons le problème :

< j^ + A u ( t ) + À u ( t ) , v-u(t) > + C p ( v ) - c p ( u ( t ) ) ^
(2.3)

> < f(t), v-u(t) > p.p. Vvç D(cp ) , X > 0

^ f ( t ) ç £°°(B ; X) ^b -j^ ( t ) ç £°°(ffi ; X) . Le problème (2.3) a une unique solu-
tion u( t ) bornée dans W .

Si f ( t ) est S c presque périodique dans X , c>0 , u ( t ) est faible-
ment presque périodique dans W .

Remarque 1 : Si X = H et on a (2.1), on peut déduire la condition (2.1) de (2.2)
[5l. Si en plus V v . ÇV i = 1, 2 :

< Av^- Av^ , v^- v^ > > a |[v^- v^||2 , a > 0

les conclusions du théorème 1 restent valables pour À '= 0 .

Soit maintenant A = 0 , X = H . La fonction Cp(u) a une extension
s. c. i. sur H ( [5 ] )

= Cp(u) si uç D( cp )
CPg(u) =

= + °° si U Ç H u Ç ^ P t cp ) .

Indiquons par 9Cp^(u) la sous-différentielle, [9] de ^TT^) » qui est un opérateur
m-monotone, [10] multivoque sur H •

THEOREME 2. - Soit f( t)ç.£°°(E ; H) e^_ ^ (t ) j^-bornée dans H ; le problème

1̂ - + 3^ ( u ( t ) ) + À u ( t ) = f ( t ) p.p. X > 0

a une unique solution bornée dans W .

Sj_ f ( t ) est S e presque périodique dans H , e>0 , u( t ) est faible-

ment presque périodique dans W .

Remarque 2 : Si on a Vu^ çD(acp^) v. ç 3Cp u. i = 1, 2 :



Inéquations dévolution paraboliques- U3

(v^- v^ , u -̂ u^) > a [|u^- ujl33 , a>0 , p^2

la conclusion du théorème 2 reste valable pour À = 0 .

p
THEOREME 3. - Qj_ f ( t ) ^ est g -'bornée dans H , le problème :

-H- + 9Cp^(u( t ) ) + À u( t ) = f ( t ) p.p. À > 0

a une unique solution u( t ) bornée dans H , g -bornée dans W etavec cp(u(t ) )

'bornée.
p

Si f(t) est S -presque périodique dans H , u(t) est faiblement
2 . .

S -presque périodique dans W et presque périodique faiblement dans V .

Remarque 3 : Si on a Vu.ç D(acp^) v. ç 3Cp u. i = 1, 2

(v^- v^ . u -̂ u^) > a |[u^- u^HP p>2 . a>0

les conclusions du théorème 3 restent valables pour À = 0 et si f(t) est

S presque périodique dans H , u(t) est S^ presque périodique dans V .

On peut considérer aussi f(t) moins régulière. Supposons que

Cp(u) = cp (u) + cp (u) où cp-(u) (^pCu)) est une fonction convexe s.c.i. sur V

dans ]-œ , +<»] non négative ; Cft(u) a dérivée de Fréchet A : V ->- V^ , tel que

Vv^çv i = 1, 2

<Av^- Av^ , v^- v^> > a ||v^- v^| p a > 0 , p^ 2

||Av|r < K^llvllP-1 + K^ V v € V .

THEOREME 4. - Soit f(t)ç ^(ffi ; V^) avec ^ (t ) Sl-bomée dans ^ ; le pro-

blème

< ̂  + A u(t) - f(t), v-u(t) > + cp^(v)- Cp^(u(t)) > 0

p.p. VvÇD(Cp^) ,

a une unique solution bornée dans V avec Cp^(u(t)) bornée .

J3i_ f(t) est S £ presque périodique e>0 , u(t) est S^presque pé-

riodique dans V et faiblement presque périodique dans V .
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THEOREME 5. - Soit f ( t ) Sp "bornée dans V^ (p' index conjugué à p) ; le pro-
blème

J^2 < ^- , v(t)-u(t) > + < Au(t), v(t)-u(t) > +^(v( t ) ) -Cp^(u( t ) ) -

- < f(t), v(t)-u(t) > } dt> j {|v( t^)-u(t^)12- |v(t^)-u(t^)[2}

t^t^ Vv(t)ç£^ (K ; V) Jîve^H (t)"L (a ' H) î

^^"Lc (a) •

u ( t ) ç C ( B ; H)n£^^(S ; V) , C^(u(t))ç£:^(S)

a une unique solution u ( t ) bornée dans H e^_ S^-bornée dans V .

Sj. f ( t ) est S^ -presque périodique dans V^ , u ( t ) est presque pé-
riodique dans H e^_ S^-presque périodique dans V .
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