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ITERES D'OPERATEURS- ELLIPTIQUES DEGENFRES ET APPLICATIONS

par

Mohamed Salah BAOUENDI
Professeur visiteur & 1'Université de Nice en 1970-T1

Les résultats exposés ici se trouvent dans deux articles publiés en col-
laboration avec C. GOULAOUIC (¥). On se limite & quelques énoncés ; pour les dé-

monstrations détaillées et la bibliographie compléte, on renvoie & ces deux articles.

1. - Soient © un ouvert borné de B" et ¢ une fonction de RB" dans
R , analytique dans un voisinage de Q et telle que
o=1{xer"; o(x) >0}
a0 = {x€R" ; o (x) = 0}
dp(x) # 0 pour x€939 .
On considdre la forme intégro-différentielle définie pour u, ve H(Q)
a (u,v) = b | a . (x) olx) D%ulx) pPv(x) ax .
1 aB
o< Q
lsl<1
On suppose que les coefficients a8 sont analytiques dans un voisinage de 2 et
qu'il existe une constante A>0 telle que 1l'on ait, pour tout u€b(Q) ,
2
Re a (u,u) > % I 54 Dau”22 .
lal<1 L°(q)

Pour 1gjgn et 1gk<gn , on note :

3¢ 3

A, =——=— D, - D
k 3 ox, k
j X 3

et

ag(u,v) = a.l(u,v) + I fQ (Akj u) (x) (Akj v) (x) dx .

k,J
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Enfin, on désigne par Ql et @, les opérateurs différentiels associés aux for-

mes a et a, :
2

1
o = & da, o0
lo] <1
le]<1
a = + 0L A% oA . .
2 4 K,j k,j k,j
on peut démontrer le résultat suivant
THEOREME 1. - Pour i =1, 2, 1l'opérateur ai est un isomorphisme de C(R) sur
lui-méme, et de Q () sur lui-méme (¥%¥)
2. = DNous allons introduire maintenant des espaces de fonctions voisins des

classes de Gevrey sur . Pour s réel> 1, on désigne par as(ﬁ) 1'espace des
fonctions u vérifiant :
i) uwee’(@) ,
ii) uEGS(Q) (classe de Gevrey d'ordre s dans Q) .
iii) Pour toute carte locale V , voisinage d'un point du
bord @ , ol les variables tangentielles et normales
sont notées respectivement x et y , il existe M>0

(dépendant de wu) telle que 1l'on ait pour tout a€ -t
et k€N
+|al+
o, ¥ Dy)k Dl , < M o+ ((oeaa]) 1) .
LE(V)
Gréce & une inégalité de Hardy, on peut montrer les inclusions
@) .

¢, (R)ca (@) co, |

En particulier, on a :
01(9) =a(Q) .

Nous avons alors la caractérisation :

(*%)  On désigne par @™(Q) (resp. Q(Q)) 1'espace des restrictions & & de

fonctions de classe (resp. analytiques) au voisinage de Q .
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THEOREME 2. - Soient uEC’;w(ﬁ) et s>1 ; les deux propriétés suivantes sont
€quivalentes :

i) uéas(-ﬁ) ,

ii) il existe I1>0 telle que 1l'on ait pour tout kel :

k k+1
lla, uIILg(Q) < L5 (k1) L

Ce théoréme est une généralisation de résultats dis & Kotaké-Narashiman
et Lions-Magenes.
Pour s =1 , il donne, en particulier, une caractérisation des fonctions

enalytiques sur © & 1'aide des itéréds de a, .

Notons que le théordme 2 serait faux (méme pour s = 1) si on avait rem-
placé 02 par Cll . Pour le voir, il suffit de prendre pour Q 1le disque unité

dans B2 .

2

9 2 9

a. = - 2 (- I .
L 9X . (1-r%) :x(."-l
= 1 1

On prend alors une fonction ué€ G2(5) , holomorphe dans € , ug/a(-ﬁ) . On vérifie

aisément qu'il existe L>0 telle que pour tout k€N :

+
faful , < U oakr
L°(q)
3. = DNous allons donner ici quelques applications du théoréme 2. Désormais,
nous supposerons Q( = 02) auto-adjoint. Son spectre est alors formé d'une suite

(Xj) de valeurs propres strictement positives que 1'on numérote dans 1l'ordre crois-
sant, et qui tend vers 1'infini avec j . Nous notons (wj) une base orthonormée
dans Lz(Q) de fonctions propres de @ associées aux (Aj) , (nous avons
wjea(ﬁ)) , et J 1'application qui, & tout fE€ Lg(ﬂ) fait correspondre la suite

(fj) de ses coefficients de Fourier sur la base (wj) . Nous avons

THEOREME 3. - La suite ()‘j) des valeurs propres de (@ vérifie
)\j'« Kje/n quand j - +

ol K est une constante positive dépendant du symbole de @ .
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On remarque que le comportement de (AJ.) est le méme que dans le cas
. d'un probléme elliptique.

On peut déduire des théorémes 1, 2, et 3 :

THEOREME 4. - La restriction de 1'application J est un isomorphisme de C*(%)

sur 1'espace 8 des suites & décroissance rapide, et pour tout s>1 , de as(Ez')

sur lim 112 . .
— => ,j/sn
a>1

( azasas )
bt

Gréce au théordme 4, et en utilisant une méthode introduite par Goulaouic,
on peut montrer que as (5) , pour s > 1 , est un espace d'interpolation entre
Ow(.f—z) et Q(Q) . D'autres résultats d'interpolation peuvent &tre déduits du

théoréme 4.

Signalons, aussi, que dans le cas ol { est une boule de B" , le théo-
réme L peut s'énoncer en terme d'approximation polyndmiale. En particulier, on ob-
tient une caractérisation des fonctions C~ et analytiques sur @ en fonction de
leurs distances aux polyndmes. Nous renvoyons pour le détail aux articles déja

cités.

() Si P(j) est une suite de nombres réels positifs, on note

2 _ I © 2
b5y = LEeT jio 5]

P(J) < + =} .

Department of Mathematics
Purdue University
LAFAYETTE, Ind. 47907-USA

(Etats-Unis)



